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Vorwort zur ersten Auflage, 



\^ 









^ In der vor yierzehn Jahren von Rtemcmn veröffentlichten Schrift: 

Cy y^Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer ver- 

änderlichen complexen Grösse ''*) finden sich zwei Gedanken aus- 

^ gesprochen, die von fundamentaler Bedeutung sind. 

^ Während man bis dahin bei Behandlung solcher Functionen 

ausging von einem Ausdruck der Function, durch welchen ihr Werth 



? für jeden Werth des Arguments definirt wird, erkannte Biemann, 

dass es für viele Untersuchungen zweckmässiger und natürlicher 
j^w^^ ist, die Functionen zu definiren durch gewisse Merkmale ihrer Stetig- 
L^ keit oder ünsteHgkeit Wenn dieser Gedanke auch nicht vollständig 

^^ neu ist, sondern in seinen Anfängen weiter zurückreicht, so hat 

. * -^ doch Biemann zuerst sein volles Gewicht erkannt, und zuerst den- 
^ selben, entkleidet von aller fremdartiger Beimischung, in allgemeiner 

und zugleich bestimmter Weise ausgesprochen. 

Vollständig neu ist der zweite Gedanke. Die von Gauss an- 
gegebene Methode, die Werthe einer von einem complexen Argu- 
\ ment abhängenden Function auf einer Fläche auszubreiten, war nur 

i' >. anwendbar auf mwerthige Functionen. Biemann zeigte, dass die 
i nte/irwerthigen Functionen einer ganz ähnlichen Behandlung fähig 

^ sind, sobald man Flächen in Anwendung bringt, die aus mehreren 

^ über einander liegenden, an einzelnen Stellen mit einander ver- 

^ wachsenen Blättern bestehen, und die, was ihre nähere Beschaffen- 

heit anbelangt, abhängig sind von der individuellen Natur der ge- 
' rade betrachteten Function. 

Es scheinen diese Gedanken zu Anfang wenig beachtet zu sein. 
Welcher Wirkung dieselben aber fähig sind, zeigte sich bald und 
in überraschender Weise, als Biemann dieselben in Anwendung 
brachte auf die elliptischen und Aberschen Integrale, und als es 



*) Doctor-DiBBertation. Göttingen 1861. 
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VI Vorwort. 

Manches behandelt, was ich ebenfalls bearbeitet hatte, Manches 
auch in helles Licht gestellt, was in meiner Arbeit nur schwach 
angedeutet war oder wohl ganz fehlte. Im Ganzen erschienen Ziel 
und Anordnung des Werkes von Durege von denen des meinigen so 
wesentlich verschieden, dass ich die Veröffentlichung meiner Arbeit 
keinen Augenblick beanstandet habe. 

Ich glaube, dass die Schwierigkeiten, welche dem Versl^dniss 
der Riemann'Bchen Abhandlungen entgegenstehen, durch das vorlie- 
gende Lehrbuch beseitigt sein werden. Ausgenommen bleibt dabei 
allerdings ein wesentlicher Punkt, welcher in meine Darstellung 
ihrem ganzen Gange nach nicht hineinpasste, nämlich die Darlegung 
und Anwendung des Dirichlef sehen Princips. Das Wesentliche hier- 
über gedenke ich bei späterer Gelegenheit kurz zusammenzustellen. 

Solches ist inzwisohen geschehen dnrch eine kleine Schrift, die gegen- 
wärtig (October 1866) im Druck begriffen ist, and die den Titel führt: 
Das Birichlet'sche Princip in seiner Anwendung auf die Eiemann'schen 
Flächen. 

Basel, Januar 1865. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Während die erste Auflage nur die Theorie der elliptischen und 
hyperelliptischen Integrale enthält, umfasst die gegenwärtige zweite 
Auflage auch noch die Theorie der allgemeinen ÄbeV sehen Integrale. 
Namentlich enthält sie das diesen Integralen zugehörige AbeVsche 
Theorem j und das deu selben entsprechende Jacobi'sche ümkehrprohlem. 

Bei dieser Ausdehnung des Werkes war es nothwendig, das 
DiricMefsche Princip oder vielmehr die aus diesem Princip von Rie- 
mann deducirten Existemtheoreme mit in den Kreis der Betrachtung 
hineinzuziehen. Da nun daa Diricblet'sche Princip der erforderlichen 
Strenge entbehrt, und vorläufig auch keine Hoffnung vorhanden ist, 
dasselbe [etwa durch irgend welche Modification] dieser Strenge 
theilhaftig zu machen, so entstand die Aufgabe, jene Riemann'schen 
Existenztheoreme, unter Vermeidung des Dirichlet'schen Princips, auf 
irgend welchem andern Wege zu beweisen, — etwa durch die Me- 
thode des arithmetischen Mittels, unter Zuhülfenahme bekannter com- 
binatorischer Methoden. 



Vorwort. VII 

Obwohl die Ausfahrbarkeit eines solchen Unternehmens kaum 
zweifelhaft sein konnte, so war es doch zu Anfang meine Absicht, 
derartig difficile Dinge ganz bei Seite zu lassen und jene [für die 
Theorie der Aberschen Integrale unentbehrlichen] Riemann'schen 
Existenztheoreme im vorliegenden Werk, ohne weitere Begründung, 
nur rein historisch mitzutheilen, — was in der That, etwa in der 
Mitte des Werkes [pg. 238, 239] auch geschehen ist. — Inzwischen 
ist es mir nun aber gelangen, den Beweis jener Theoreme wirklich 
zu finden. Und demgemäss habe ich diesen Beweis dem vorliegen- 
Werke nachträglich noch beigefügt in den drei letzten Oapiteln. 

Der Beweis beruht der Hauptsache nach auf den bereits genannten 
Methoden. Trotzdem erforderte die wirkliche Ausführung des Beweises 
yielfache Arbeit und Anstrengung. So z. B. zeigte sich, dass jene Me- 
thoden, mit Rücksicht auf den vorliegenden Zweck, theils einer beträcht- 
lichen Vereinfcichung fähig ^ tbeils aber auch einer strengeren Fassung be- 
dürftig waren. Das Eine wie das Andere ist von mir dadurch erreicht 
worden, dass ich die Betrachtung einer mehrblättrigen Riemann^schen 
Eugelfläche auf die Betrachtimg von lauter Kreisflächen reducirt habe. 

Demgemäss war also im vorliegenden Werk die Darlegung der Me- 
thode des arithmetischen Mittels nur für den Fall der Kreisfläche erforder- 
lich. Auch führt das auf diesem Wege erhaltene Theorem (pg. 410) so- 
fort zu zwei weiteren die Kreisfläche betreffenden Sätzen (pg. 417 und 
pg. 423), die alsdann ihrerseits eine bequeme und sichere Grundlage bil- 
den für die weiterhin in Anwendung kommenden combinatorischen Metho- 
den. Dabei sei bemerkt, dass diese letztern von mir in zwei Kategorien 
gesondert sind, nämlich in disjunctive und a^junctive Methoden. 

Ich habe ferner noch Einiges zu bemerken über die Strenge der 
in meinem Werk gegebenen Expositionen. Der von Riemann in 
seinen ;y6rundlagen'' [Gesammelte Werke pg. 12] angegebene Satz: 

/(li + Jil)^^- -/(Xcos S + rcos ,) äs 

ist von mir ungeändert ^ibehältefiy nämlich auf pg. 7 dieses Werkes 
von Neuem reproducirt worden, — obwohl dieser Satz der erforder- 
lichen Strenge entbehrt Soll nämlich der Satz wirklich correct 
sein, so ist nicht allein die Stetigkeit der betreffenden Functionen 
selber (welche von Riemann mit X, Y, von mir mit W bezeichnet 
sind), sondern überdies auch noch die Stetigkeit ihrer ersten Ablei- 
tungen nach X, y vorauszusetzen. So z. B. wird in meinem Werk 

die letzte Formel auf pg. 6 nur dann unanfechtbar sein, wenn so- 

dW 
wohl W selber, loie auch -^ längs der Linie aa stetig sind. 



VIII Vorwort. 

Diese Ungenauigkeit überträgt sich auf viele Theile des vor- 
liegenden Werkes. So z. B. scheint das Cauchy'sche Theorem (pg. 19): 

nur dann ein absolut strenges zu sein, wenn auf der Fläche % 
ausser der Stetigkeit von /"(ü), auch noch die von f'{e) voraus- 
gesetzt wird. 

Absichtlich habe ich indessen in dieser Beziehung die Theorie 
in derjenigen Form, in welcher sie von Catichy und Biemann ge- 
geben ist, zu canserviren gesucht. Denn dem Anfanger wird hier- 
durch das Verständniss meines Werkes erleichtert werden. Und 
andererseits wird der weiter Vorgeschrittene und an absolute Strenge 
Gewohnte, die in Bede stehenden Ungenauigkeiten leicht abzu- 
streifen und die betreffenden Sätze in ihre wirklich correcte Gestalt 
zu versetzen im Stande sein. 

Ueberhaupt dürfte es ja bei der Darlegung einer mathematischen 
Theorie weniger auf eine durchweg strenge Darstellung, als viel- 
mehr darauf ankommen, dass die angegebenen Methoden die eur strengen 
Darstellung erforderlichen Mittel gewähren. In dieser Beziehung aber 
glaube ich die Theorie durch mein Werk einigermassen vervollstän- 
digt und vervollkommnet zu haben, nicht nur durch die schon be- 
sprochene Beweisführung der Riemann'schen Existenztheoreme, son- 
dern namentlich auch durch meine Betrachtungen über die Stetigkeit 
mehrdeutiger Functionen (im sechsten Oapitel), sowie durch meine 
Darlegungen über das Verschwinden der Thetafuncüonen (im drei- 
zehnten Capitel pg. 333 — 353). 

Schliesslich erlaube ich mir, den Leser, hinsichtlich meiner Aus- 
drucksweise, auf die letzte Seite dieses Werkes aufmerksam zu machen. 
Dabei möchte ich bitten, die wenigen von mir neu eingeführten 
Worte nicht als wirkliche Neuerungen, sondern nur als vorüber- 
gehende, dem augenblicklichen Zweck entsprechende Abbreviaturen 
anzusehen. ^ 

Leipzig, im August 1884. 

Nenmaim. 
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Erstes Capitel. 
Die allgemeinen Grandlagen der Canchy'schen Punctionentheorie. 

§ 1. 

TTeber die Anwendtmg geometriBoher Vorstellangen im Bereiche 

der Funotionentheorie. 

Dass die Functionentheorie als solche von geometrischen Vor- 
stellungen unabhängig ist, bedarf keiner Erläuterung. Wenn aber 
GausSy Caudiy und Riemann geometrische Bilder und Vorstellungen 
im Gebiet der Functionentheorie nicht nur zur Darstellung bekann- 
ter, sondern auch zur Auffindung neuer Sätze mit Erfolg in Anwen- 
dung gebracht haben; so dürfte es wohl für uns gerathen ' sein, 
diesem Beispiel Folge zu leisten, und die Beihülfe, welche die Geo- 
metrie der Functionentheorie gewährt, wenn sie im Grunde genom- 
men auch nur eine äusserliche sein mag, nicht zu verschmähen. 

Jene von Ga^s, Cauchy und Biemann eingeführten geometrischen 
Vorstellungen gehören theils der Ebene, theils aber auch dem Baume 
an (wie z. B. die Riemann'schen mehrblättrigen Flächen, namentlich 
aber die von Riemann eingeführten Eugelflächen), und verlangen 
daher zu ihrer Basis die Festsetzung irgend eines rechtwinkligen 
Axensystems {x, J/,^); wobei man die Wahl hat zwischen zwei zu 
einander incongruenten Systemen {x\ y\ sl) und {x\ j/", z'\ von denen 
das eine angesehen werden kann als das Spiegelbild des andern. 

Hierbei tritt die Unannehmlichkeit ein, dass man rein geome- 
trisch diese beiden incongruenten Systeme {x\ y', d^ und {x", y', ss") 
wohl von einander zu unterscheiden, nicht aber das eine, gegenüber 
dem andern, durch bestimmte Merkmale kenntlich zu machen im 
Stande ist. Zur Vermeidung, respective Beseitigung dieses üebel- 
standes bieten sich zwei Methoden dar. 

Die eine Methode besteht darin, dass man ein unbestimmtes aber 
unvercmderlicJies Axensystem -{x, y, 0) anwendet, also ganz dahin 
gestellt sein lässt, welches der beiden Systeme (af, y , z) und 

N e u m a u n , Aberacbe Integrale. S. Anfl. 1 
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{x\ y\ /') darunter verstanden werden soll. Ist z. B. im Räume eine 
^ * Linie L von bestimmter Richtung gegeben , und soll zwischen den 

beiden einander entgegengesetzten Rotationen um diese Linie (aIs 
Axe) unterschieden werden, so wird man alj positive Rotation die- 
jenige festsetzen können, welche zur Richtung L ebenso liegt, wie 
bei jenem der Betrachtung zu Grunde gelegten Axensystem {x, y, z) 
die 2;y-Rotation zur jer-Axe. Dabei ist unter der a;j/-Rotation die- 
jenige Bewegung zu verstehen, welche die a;-Axe auszuführen haben 
würde, um durch eine Drehung von 90^ in die Lage der y-Axe zu 
gelangen. 

Die andere Methode besteht darin, dass man wirklich ein he- 
stimmtes unter jenen beiden Systemen {af, y /) und {x'\ y\ /') er- 
wählt, was allerdings (wie schon bemerkt) nicht rdn geometrisch^ 
wohl aber durch Anwendung empirisch gegebener Objede ausführbar 
ist. So z. B. kann man die Finger der linken Hand in solcher 
Weise ausstrecken, dass der kleine Finger, der Zeigefinger und der 
Daumen nahezu aufeinander senkrecht stehen. Und man kann als- 
dann festsetzen, dass zum Axensystem (x, y, z) dasjenige genommen 
werden soll, bei welchem die a^Axe zur y-Axe zur 0-Axe ebenso liegt, 
wie bei jener linken Hand der kleine Finger zum Zeigefinger zum 
Daumen. 

Die zuletzt angedeutete Methode ist diejenige, welche heut zu 
Tage bei der Mehrzahl der Mathematiker üblich geworden ist, und 
zugleich auch diejenige, von welcher ich im vorliegenden Werke 
Gebrauch machen werde, wenn auch in etwas anderer Einkleidung. 
Da nämlich im Folgenden stets nur von Flächen die Rede sein wird, 
so erscheint es zweckmässig nur zweij und zwar in der gegebenen 
Fläche liegenden Axen x und y einzuführen, daneben aber, als Sur- 
rogat für die positive ^-Axe, eine bestimmte Seite dieser Fläche als 
die obere festzusetzen. 

§2. 

Ueber die positive Umlaufong einer Fläche, deren obere Seite in 

bestimmter TV eise festgesetst ist. 

Auf der Horizontalebene sei irgend ein Gebiet 9 (z. B. ein 
Kreis oder eine Ellipse oder ein Quadrat u. S.V.) abgegrenzt. Ein 
Mensch, welcher auf der Horizontalebene fortschreitet, hat, wenn 
er diese Fläche Ä längs ihres Randes umwandem will, die Wahl 
zwischen zwei einander entgegengesetzten Richtungen. Je nachdem 
er sich für die eine oder die andere entscheidet, wird er während 
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seiner Wanderung die Fläche % entweder bestandig zur Linken oder 
bestandig zur Rechten haben. Wir setzen Folgendes fest: 

Diejenige Eichtung, in welcher man am Bande und auf der 
oberen Seite einer gegebenen Fläclie fortgehen muss, falls man die 
(1.) Fläche selber beständig zur Linken haben unll, soll die positive Rich- 
tung ihres Bandes, und die Wanderung, welche man alsdann ausfuhrt^ 
eine positive UmlQufung der Fläche genannt werden. 

Diese Definition ist unmittelbar auch auf den Fall anwendbar^ 
dass die Fläche mehrere Randcurven besitzt. Sind z. B. in der 
Horizontalebene zwei concentrische Kreis- 
flächen @ und S' gegeben y und zwar (£ 
grösser als S\ und bezeichnet man die zwi- 
schen den beiden Kreisperipherien liegende 
ringförmige Fläche mit Ä: 

so ist die positi'^e Umlaufung der Fläche S 
durch den Pfeil s, ebenso die positive Um- 
laufung der Fläche S' durch den Pfeil d 
dargestellt. Hingegen wird die positive Um- 
laufung der ringförmigen Fläche % nicht durch s und s\ sondern 
durch s und 6 dargestellt sein. Denn in der That sind s und 6 die- 
jenigen Richtungen^ in denen man die beiden Randcurven von % zu 
durchwandern hat^ falls man dabei das angrenzende Gebiet dieser 
Fläche % stets zur Linken haben will. 

Will man also den ganzen Rand der ringförmigen Fläche % 
positiv durchlaufen^ so hat man zuerst den Rand der grossem Kreis- 
fläche S positiv (d. i. in der Richtung s) sodann aber den Rand der 
kleinern Kreisfläche S' negativ (d. i. in der zu s' entgegengesetzten 
Richtung 6) zu durchwandern. 

Ein auf der Horizontalebene markirter Punkt kann als eine 
unendlich kleine Kreisfläche angesehen werden« Demgemäss soll 
unter der positiven Umlaufung des Punktes diejenige verstanden wer- 
den^ bei welcher jene kleine Kreisfläche in positiver Richtung um- 
laufen vnrd. 

Lässt man eine gerade Linie um ihren festen Ausgangspunkt in 
solcher Weise rotireu; dass sie dabei beständig in der Horizontal- 
ebene bleibt) so soll diese Rotationsbewegung eine positive genannt 
werden, sobald die einzelnen Punkte der Linie um jenen festen Punkt 
in positiver Richtung herumlaufen. Hieran schliesst sich unmittel- 
bar eine gewisse Festsetzung; die wir in Betreff des auf der Hori- 

1* 
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zontalebene anzunehmenden Coordinatensystems machen; es ist fol- 
gende : 

Das Coordinatensystem soll stets der Art beschaffen gedacht tverden, 
(2.) da/s die x-Axe einen Winkel von 90^ zu be- y 
schreiben hat, falls sie durch eine positive RotOr 
tion um den Änfangsptmkt in die Lage der 
y-Axe gelangen will. 

Man kann übrigens nEkchträglich diese 

Festsetzung auch so einkleiden: Die beiden Axen 

des Coordinatensystems sollen stets so zu einander 

(3.) liegen, dass der im Anfangspunkt auf der oberen 

Seite der Fläche Stehende und in der Richtung der x-Axe Fortsehende 
die y-Axe mit ausgestreckter Linken markirt*). 

Ganz analog ist diejenige Beziehung, welche [nach (1.)] bei einer 
gegebenen Fläche Ä zwischen der posi- 
tiven Randrichtung s und der auf diesem 
Bande errichteten innern Normale n statt- 
findet. Denn der auf der obern Seite der 
Fläche Stehende und in der positiven Rich- 
tung s ihres Randes Fortsehende hat ja 
ebenfalls die Fläche selber, mithin auch die 
auf dem Rande errichtete innere Normale 
n zur Linken. Also der Satz: 

Versteht man bei irgend einer Fläche unter s die positive Riehtung 
(4.) des Randes, femer unter n die auf dem Rande errichtete innere Nor- 
male, so liegt jederzeit s zu n wie x zu y, d. i. wie die x-Axe zur 
y-Axe. 

Die meisten der hier angestellten Betrachtungen und Fest- 
setzungen sind unmittelbar übertragbar auf den Fall krummer Flär 
chen, wobei jedesmal vorauszusetzen ist, dass eine bestimmte Seite 
der gegebenen krummen Fläche als obere Seite bezeichnet wird. 
Nimmt man z. B. (wie später stets geschehen wird) bei der Kugel- 
fläche die Aussenseite zur obern Seite, so wird unter der positiven 
Umlaufung einer gegebenen Kugelcalotte diejenige zu verstehen sein, 
in welcher man auf dieser äussern oder obern Seite den Rand der 




*■) Fügt man schliesslich zu diesen beiden Axen x und y als dritte Axe, 
nämlich als z-Axe^ noch das im Anfangspunkt auf der oberen Seite der Fläche 
errichtete Perpendikel hinzu, so erhält man dasjenige Axensystem (x, y^ z), welches 
zu Ende des vorhergehenden Paragraphen mittelst der linken Hand definirt 
worden ist. 
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/Galotte zu durchwandern hat, falls man dabei die Calutte beständig 
zur Linken haben will. 

■ 

§3. 
Über gewisse Ourven- resp. Band-Integrale. 

Auf der Horizontalebene sei ein bestimmtes Goordinatensystem 
Xj y festgesetzt. Femer seien F== V{x, y) und W=^ W{x, y) beliebig 
gegebene Functionen. Denkt man sich nun auf 
der Horizontalebene irgend eine Curve AB 
gezeichnet, so ist unter dem über diese Curve 
erstreckten Integral 

B 

(!•) fWdV 

A 

bekanntlich der Ausdruck zu verstehen: 

(2.) Tr„(F, - FO + W'wCn - FJ + 

+ W^«^(F>- F„) + 

Dabei bezeichnen 1, 2, 3, 4 — a, /J, — die auf einander folgen- 
den Punkte der Curve. Was ferner die ^i, Fg, • • • • und TF^j, 
Wjj, • • • • betriflFt, so ist unter Vp der Werth von V im Punkt |), 
andererseits unter W^ der Werth von W in irgend einem Punkte 
jnoisdwn p und q zu verstehen. 

Bemerkung. Sind V = V{x, y) und W = W(x, y) längs der gege- 
benen Carve AB eindeutig und stetig^ so hat das durch (1.) respective (2.) 
definirte Integral einen bestimmten endlichen Werth; wie man solches nach 
bekannten Methoden zu beweisen im Stande ist. Den Beweis dieses Satzes 
und ähnlicher Sätze hier wirklich mittheilen zu wollen liegt atuserhalb der 
Grenzen, welche der Verfasser im vorliegenden Werke sich gesteckt hat. 

Man kann das Integral von WdV über die gegebene Curve 
nach Belieben entweder von Ä nach jB, oder von B nach Ä er- 
strecken. Bezeichnet nun aß [vgl. die vorstehende Figur] ein be- 
liebiges Element der Curve ABy so werden die allgemeinen Glieder 
dieser Integrale 

B A 




fWdV und jWdV 

A B 



respective lauten: 

Waß{Vß - Va) und Wap{Va — F^), 

mithin entgegengesetzte Werthe haben. Hieraus folgt, dafs die beiden 
Integrale selber ebenfalls entgegengesetzte Werthe besitzen. Es ist also: 
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(3.) CwdV + fWdV=0, 

Wir wollen jetzt das Integral (1.) für den Fall einer näheren 
Untersuchung unterwerfen, dass die gegebene Integrationscurve AB 
eine in sich zurücklaufende ist. Und zwar werden wir hierbei zu 
Anfang voraussetzen, dass V identisch mit x oder y sei, nämlich 
mit folgender Aufgabe beginnen. 

Es sei 81 eine auf der Horizontalebene beliebig gegebene Flächey 
und W ^=W{Xjy) eine Fundion, die auf Ä überall eindeutig und 
stetig ist Es soll das über den Band von 31 in positiver BicMung 
hinerstreckte Integral 

(4.) r Wdx = Pr„ (x, - xO + W„ (X, - a;,) + • • • 

untersucht loerden. 

Es seien a, a und 6, ß diejenigen Punkte, in denen der Band 
der Fläche % von irgend zwei zur y-Axe parallelen, und einander 
unendlich nahen Linien ge- . 
schnitten wird. Der den bei- 
den Elementen ab und ßa ent- 
sprechende Theil des Integrales 
(4.) lautet alsdann: 

(a.) T = Wat {x, — Xa) 

+ Waß {Xa — Xß\ 

Bezeichnet man nun den posi- 
tiven Abstand der beiden Pa- 
rallelen aa und bß von ein- 
ander mit.d^;, so ist offenbar 
Xt — Xa'= dx, und ebenso /Uy^ — Xa = dx] so dass man erhält: 

(b.) r=(Fa,- Wai,)dx. 

Wab ist der Werth von W in einem beliebigen Punkte zwischen a 
und 6, und kann daher z. B. durch Wa ersetzt werden; ebenso Waii 
durch Wa. Somit folgt: 

(C.) T^{Wa- Wa)dx, d. i. (Wa— Wa)dx, 

Nun kann aber. die Differenz Wa — Wa, weil W auf ?[, mithin 
auch längs der Linie aa eindeutig und stetig ist, in folgender Weise 
dargestellt werden: „ 




dy 



dy, 



\ 
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die Integration hinerstreckt über alle Elemente dy der Linie aa. 
Somit folgt aus der Formel (c): 



a 



(d.) T^-f^dxdy, 



a 

die Integration erstreckt über alle Flächenelemente dxdy des zwi- 
schen aa und bß gelegenen Flächenstreifens, 

Denkt man sich in dieser Weise sämmtliche Theile T des In- 
tegrals (4.) berechnet, und air diese Theile zusammenaddirt, so er- 
hält man schliesslich für jenes Integral den Werth 



(5.) f^Wd^-Sf^W'^'"^^' 

WO die Integration rechter Hand sich ausdehnt über alle zur Fläche 
9 gehörigen Flächenelemente dxdy. 

Stillschweigend haben wir bei Ableitung dieser Formel (5.) 
vorausgesetzt, die Fläche % besitze nur eine Randcurve, überdies 
auch noch vorausgesetzt, dass diese eine Randcurve von jedweder 
zur y-AxQ parallelen Linie immer nur in zwei Punkten getroffen 
werde. Wie nun aber die Fläche % auch beschaffen sein mag^ stets 
wird man sie durch irgend welche Linien ö in kleinere Stücke zer- 
legen können, deren jedes jenen Voraussetzungen entspricht. Dem- 
gemäss wird also die Formel (5.) correct sein für jedes dieser ein- 
zelnen Flächenstücke. Addirt man aber alle so sich ergebenden 
Formeln zusammen, so wird man, weil [zufolge (3,)] die den Curven 
6 zugehörigen Integraltheile sich gegenseitig zerstören, wiederum 
zu einer Formel gelangen von der in (5.) angegebenen Gestalt. 
Also der Satz: 

Ist die Ftmction W = W{x, y) auf einer gegd)enen Fläche Ä 
eindeutig und stetig, so gut die Formel: 

(6.) f^Wdx = -ff^^ dxdy, 

WO die Integration links über sämmtliche Bandcurven von 9 und 
zwar über jede in ihrer positiven Richtung erstreckt ist, während die 
Integration rechts über sämmtliche Flüchenelemente dxdy der Fläche 
9 sich ausdehnt 

In ganz analoger Weise ergibt sich nun andererseits auch fol- 
gende Formd: 

(7.) /, Wdy ^+Jf^^ dxdy, 



/ 
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wobei über die Integrale links und rechts dasselbe m bemerken ist, 

wie bei (6.). 

Bemerkung. Das Integral linker Hand in der vorletzten Formel (6.) 
lautet: 

Dasselbe ist positiv hinerstreckt zu denken über den gcmzen Band der 
gegebenen Fläche $1, und wird also eine 
Summe von n Integralen sein, falls ^~im 
Ganzen n Randcurven besitzt. Versteht man 
z. B. unter ^ die schon früher besprochene 
ringförmige Fläche, welche in beistehender 
Figur von Neuem dargestellt ist, so wird 
jenes J eine Summe zweier Integrale sein, 
deren eines über die äussere Randcurve 
in der Richtung s, und deren anderes über 
die innere Bandcurye in der zu s' entgegen- 
gesetzten Richtung a hinläuft. 

Genau dasselbe gilt von dem Integral 
linker Hand in der letzten Formel (7.)- 

Genügen U = U(x, y) und V = V{x, y) den an W gestellten 
Anforderungen, so ist nach (6.) und (7.): 




f Vdy = -\- II '. dxdy, 



und folglich 



f^iUdx + Vdy) = -ff^ (f ~ 1^ dxdy. 



Demgemäss erhalten wir folgenden Zusatz: 

Sind die Functionen U == U{Xf y) und V = V{Xy y) auf einer 
gegebenen Fläche 81 eindeutig und stetig, utid setet man überdies 
voraus, dass der Ausdruck 

(8.) Udx + Vdy 

ein vollständiges Differential sei, dass mithin U und V der Bedingung 

/) TT 7^ V 

ff~ ^^ 'd~ ^^^^^^^> ^ ^i^<i ^^ **^ sämmtlicfie Bandcurven von 
% in positiver Richtung erstreckte Integral 
(9.) / {Udx + Vdy) stets =0 sein. 

Wir wollen jetzt annehmen U= U{x, y) und F= V(x, y) 
waren von solcher Beschaffenheit, dass nicht nur ?7, V selber, son- 
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p TT /) V 

dem auch ^ und -^ auf Sl eindeutig und stetig sind. Alsdann 

d V 
können wir die Formel (6.) z. B. anwenden auf W = V ^- y ebenso 

dv 

(7.) auf W= ^"ä"' ^^^ erhalten hierdurch: 

mithin durch Addition: 

J 9( »/e/ ^\(7x' cy oy oxt ^ 

Also der Satz: 

Sind die Functionen U = U(x, y) und V = V(x, y) auf einer 

gegebenen Fläche Sl eindeutig und stetig, und gilt Gleiches auf Ä 

dV dV 

auch von -g— und y-, so findet die Formel statt: 

(10.) f^^^^=ff^(^ Vy-j!, S ^""^y' 

wobei über die Integrationen links und rechts dasselbe zu unederholen 
isty wie bei (6.). 

§ 4. 
Die oomplezen Grössen. 

Sind Xy y reelle Grössen und ist i = ]/ — 1, so heisst (x -\- iy) 
eine complexe Grösse. Gleichzeitig heissen alsdann x und y die bei- 
den Componenten dieser complexen Grösse. Die complexen Grössen 
begreifen als specielle Fälle in sich sowohl die reeUen, wie die rein 
imaginären Grössen. In der That reducirt sich der Ausdruck {x + iy) 
für y = auf das reelle x, und für rc =» auf das rein imaginäre iy. 

Sind irgend zwei complexe Grössen {x + iy) und (x^ + iyi) 
einander gleich, so folgt daraus, dass ihre Componenten eimseln ein- 
ander gleich sind. Denn aus 

x + iy = Xi + iy^ 
einlebt sich: {x — a?j) = i(yi— y), oder, falls man zum Quadrat erhebt: 

(X - x,y + (y - vxf = 0. 

Und hieraus folgt, weil x, y, x^, y^ reell sein sollen, sofort: 

X = x^ und y = y^. Q, e. d. 
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Zwei complexe Grössen können also nur dann einander gleich seinj 
wenn ihre Convponenten einzeln einander gleich sind. Mit andern 
Worten: Ist der Werth einer complexen Grösse ;? = (a? + iy) gegeben, 
so sind hierdurch die Werthe ihrer beiden Componenten x und y bereits 
mitbestimmt umgekehrt wird, wenn x und y gegeben sind, hier- 
durch auch der Werth von z = {x -{- iy) bestimmt sein. Demgemäfs 
kann man jede complexe Grösse j? = (a; + ^V) geometrisch durch 
einen Punkt darstellen, dessen Coordinaten x und y sind. 

§5. 
Fnnotionen eines oomplezen Argamentes. 

Ist irgend eine Function zweier Argumente: 

F=F{x,y) 

gegeben, so kann dieselbe stets als Function ei'nes einzigen Argu- 
mentes angesehen werden. Setzt man nämlich 

z = X -^^ iy, wo i = }/ — 1, 

so werden durch Angabe des Werthes von z die Werthe von x und y, 
und folglich auch der Wei'th von F bereits mitbestimmt sein; sodass 
also F lediglich von z abhängt. 

Dabei ist indessen stillschweigend vorausgesetzt, x und y seien 
reelle Variablen. Denn denkt man sich x und y als cotnplexe Gros- 
sen, so sind offenbar durch Angabe des Werthes von z = x -^ iy 
die Werihe von x und y noch keineswegs mitbestimmt. 

Wir wollen nun in der That für x und y irgendwelche com- 
plexe Grösse S = a; + ix^ und i; = y + iy^ substituiren und fol- 
gende Frage uns vorlegen: Welche Beschaffenheit muss die Fimdion 

F=F{i,ri) = F{x + ix„ y + iy,) 

besitzen, wenn dieselbe nur von dem einen Argument (5 + ^^y) ^ 
hängen soll? 

Giebt man den complexen Variablen 5, iy irgend welche Zu- 
wüchse di, dr^y so lautet der correspondirende Zuwachs von jP: 

oder, ein wenig anders geschrieben: 

'•^- (w + ' if) ^-4^ + (^- *^) '-^^■ 

Soll nun F nur von dem Binom (5 + ^v) abhängen, so muss dF 
stets = sein, so lange dieses Binom ungeändert bleibt, also stets 
= sein, so lange (d| -f- idi^) = bleibt. Dieser Anforderung 



Allgemeine Grundlagen. 11 

aber wird offenbar, wie die vorstehende Formel zeigt, nur dann ent- 
sprochen werden, wenn F der Bedingung GenQge leistet: 

dF . .dF ^ 

Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Sind 5 und ri complexe Variable, so wird eine 
Function voti der Fonn: 
(1.) F =1^(1,1,) 

stets und nur dann eine Function von (S + *^) ^'^i wenn sie der 

Bedingung entspricht: 

dF . .dF ,, 

Solches constatirt, gehen wir jetzt erst zu dem Fall zweier 
reellen Argumente x, y über, indem wir dabei folgende, durch ihre 
Einfachheit sich empfehlende Definition an die Spitze stellen: 

DefinitiOD. — Sind x und y zwei reelle Variable, so soll jede 
Function von der Form 

(2.) F=F{x,y) 

eine Function von (x + iy) genannt^werden , sobald ihre Beschaff en- 
licit von saldier Art ist, dass sie diesen Nanien verdient bei unum- 
schränkter, d. i. complexer Variabilität von x und y. 

üebrigens kann man dieser Definition , auf Grund des Theorems 
(1.), auch folgende Fassung geben: 

Dieselbe Definition in etwas anderer Form. — Sind x und y 
zwei reelle Variable, so soll eine Function von der Form 

(3-) F = F{x, y) 

stets ufid nur dann eine Funktion von {x + iy) genannt werden, wenn 
sie der Bedingung Genüge leistet: 

dF , . dF f^ 

ox ' oy 

Etwas stärker accentuirt als diese Riemann'sche Ausdrucksweise ist 
die Cauchy'sche, von der hin und wieder ebenfalls Gebraucfi gemacht 
werden soll. Cauchy bezeichnet nämlich Functionen von {x + iy), genau 
in demselben Sinne wie sie hier deßnirt sind, als monogene Func- 
tionen von (x + iy)- 

Beispiele. — Dass Ausdrücke, wie 

siu (rc + iy), cos (x + iy), e*^"'^, »log (x + iy) etc. etc. 
als Functionen von {x + iy), oder nach Cauchy als monogene Functionen 
von {x + iy) zu bezeichnen sind, unterliegt nach diesen Definitionen [vgl. 
namentlich (2.)] keinem Zweifel. 
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Hingegen wird ein Ausdruck von der Form 

F = Ax* + V^Bxy + Cy«, 

wo A^ B, G Constante sind, im Allgemeinen keine monogene Function von 
{x -f- iy) sein. Soll der Ausdruck auf diesen Namen Anspruch erhalten, 
so muss noch (3.) die Bedingung erfüllt sein: 

dF..dF ^ 
ex ' oy 

d. i. die Bedingung: 

{Ax + By) + % {Bx + Gy) « 0, 
d. h. es mufs 

A + iB^O und B + iG = 0, 
mithin * 

B^iA und G^iB ^ — A 

sein. Alsdann aber nimmt F die Gestalt an: 

F = A{x* + %ixy - y«), d. i. « ^ (a; + iy)\ 
also in der That die Gestalt einer monogenen Function. 

Es sei F irgend eine gegebene Function von (x + iy), oder, 
nach der Cauchy'sehen Nomenclatur, eine monogene Function von 
(x + iy)'i so dass also [vgl. (3.)] die Gleichung stattfindet : 

dF . .dF ^ 

(4.) ä^ +•* ä^ = ^• 

Wir wollen nun annehmen, es sei gelungen, diese Function in die 

Form zu versetzen: 
(5.) F=U+ir, 

wo l/= U{x,y) und V =^V(Xyy) irgend welche reelle Functionen der 
reellen Variablen x, y vorstellen. Substituirt man diesen Werth (5.) 
in (4), so folgt: 

(6.) m^^iW^.o, 

oder, was dasselbe ist: 
Und hieraus folgt weiter 

fQ\ du dv ^ , dii.dv ^ 

(8.) -« -— = und ^ h ä— = 0. 

^ ^ ex dy öy ex 

Also der Satz: Gelingt es, eine von (x + iy) abhängende Func- 
tion F, oder, schärfer ausgedrückty eine monogene Function F von 
(x + iy) in die Form zu versetzen: 

(9.) • F= U-^iV, 

wo U = U{x, y) und V = V{x, y) irgend welche reelle Futictionen der 
redien Variablen x, y vorstellen, so werden diese U, V stets den 
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eiden Differentialgleichungen Genüge leisten: 

du dv ^ -j du . dv ^ 

^- = und "ä — H ^— = 0. 

ox dy oy ' dx 

Beispiele. — Setzt man: 

' (A.) F^{a: + iy)\ d. i. « [x^ - y»J + i i^xy], 

80 ist offenbar Z7 = as* — y* und F «« 2a;y. Und diese beiden Functio- 
nen entsprechen in der That den beiden Gleichungen (9.a). 

Setzt man femer, indem man unter a und h irgend zwei reelle Gon- 
stauten versteht: 

(B.) F^{a + ih) {pc + iy)\ d. l (a + ih) ([«» - t/T + i'{^xy]), 

oder, was dasselbe ist: 

F - \a{x^ -y')-h (2xy)] + i [b(x^ - y") + a {2xy)], 

so ist offenbar: 

f/ = a (x* — y*) — 2bxy, 

Und man überzeugt sich leicht davon, dass diese Ausdrucke U, V den 

Gleichungen (9.a) entsprechen. 

Setzt man femer 
(C.) F = Bin (x + iy), 

so erhält man: 

U « \(e^ + e~^) sin x, 

F«-^(cy — c"«') cosÄ, 

d. i. Ausdrücke, die wiederam den Gleichungen (9.) entsprechen. 

Man kann den letzten Satz auch umkehren. Entsprechen näm- 
lich irgend zwei Functionen V =ü{x,y) und V=»V{x,y) den bei- 
den Gleichungen (8.), so folgt hieraus, indem man rückwärts von 
(8.) zu (7.) zu .(6.) geht: 

d{U+iV) , . d{U + iV) _ Q 
dx "^ dy * 

also, falls man {U -{- iV) mit F bezeichnet: 

dF , .dF ^ 
ox ' cy 

Zufolge der Definition (3.) ist daher dieses F eine Function von 
(x + iy). Also der Satz: 

Sind ü = ü(Xt y) und V = V(x, y) irgend toelche reelle Functio- 
nen der reeUen Variablen x, y, und toeiss man, dass diese Functio- 
nen den beiden Differentiaigleichufigen 

nn\ du dV ^ ^ ^ü i ^y A 

(10.) -«- ^ - = und ^ — h >.- = 

^ ^ ox dy dy * dx 
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Genüge leisten^ so mrd das Binom 

F= ü+iV 

eine Function von (x + iy), oder, schärfer ausgedrückt, eine monogene 
Function von (a? + iy) sein, 

Nacllträgliches. — Abweichend von der in (2.), (3.) adoptirten 

Bezeichnungsweise, konnte man, falls x, y reelle Variable sind, jed- 

u?ede Function derselben 
(11.) F=F(x,y) 

als eine allein von (x + iy) abhängende Function auffassen, wie 
solches sich ergiebt auf Grund der zu Anfang dieses Paragraphs 
angestellten einfachen Ueberlegung. 

Und dies ist in der That die Cau^i^^sche Auffassungsweise. 
Cauchy nennt nämlich jedwede Function F{x,y), von welcher Beschaf- 
fenheit sie audi sein mag, eine Function von (x -j- iy), und unterschei- 
det dabei, je nachdem dieselbe der Differentialgleichung 

Genüge leistet oder nicht, zwei Fälle. Im erstem Falle nennt er die 
Function, wie hei (3.) schon bemerkt wurde, monogen, im letztem 
nichtmonogen. 

um auf die betreffenden Cauchy'schen Betrachtungen näher ein- 
zugehen ^ markiren wir auf der Horizontalebene den Punkt z und 
irgend einen Nachbarpunkt z + dz, d. i. diejenigen Punkte 

z '^^ X -\- iy und z -\- dz = (x -\' dx) + t (y -f dy), 

deren Coordinaten x, y imd {x + dx), (y + dy) sind, und bilden 
sodann den Differentialquotienten 

dF 

■ • 

dz 

Der Zähler dF dieses Quotienten repräsentirt den unterschied der- 
jenigen beiden Werthe F und F + dF, welche die betrachtete 
Function F {x, y) in jenen beiden Punkten z und z -j- dz besitzt, 
und drückt sich also aus durch die Formel: 

oder, was dasselbe ist, durch die Formel: 
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Hieraus folgt^ falls man durch dz = (dx -|- idy) dividirt: 
dF 1 /dF .dF\ , 1 /dF . ,dF\ fdx — idy 



dz 



1 (dF .dF\ t fdF dF\r dx^idy '] 

~ 2\dx * dy) ^ 2\dx ^^ dy) [dx + idy\ 



Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Bruch hat aber eine 
einfache geometrische Bedeutung. Be- 
zeichnet man nämlich die Polarcoordina- 
ten des Punktes z '\- dz in Bezug auf 
den Punkt z mit ^ und ^^ so ist 



yi^dx 




(13.) 



dx = ^ cos -ö", 

dy = Q sin d', 
mithin 

dx + idy = Q^^f 

< 

dx — idy = Q€r-*^y 
sodafs also jener Bruch = e~*'^ wird. Somit erhält man: 
dF 



de 



~ 2\dx * dy) "^ 2\dx "^^ dy) 



ii& 



dF 



Der Differentialquotient -^ dependirt also nicht nur von dem 

eigentlich betrachteten Punkte z = {x -^ iy), sondern hängt überdies 
auch von dem Azimuth d' des bei seiner Bildung benutzten Nachr 
barpunktes ab, und wird daher, je nach der zufalligen Wahl dieses 
Nachbarpunktes ; jedesmal einen andern, im Ganzen also unendlich 
viele Werthe besitzen; es sei denn, dass der in (13.) im letzten Gliede 
enthaltene Ausdruck 

dx ' dy 
= wäre. Denn in diesem Falle reducirt sich der Ausdruck (13.) auf 



(14.) 



äF _ l^/dF . dF \ 

dz ~ 2 \dx * dy)' 



(15.) 



d. i. auf einen von d' unabhängigen Ausdruck. Man gelangt daher, 
mit Bücksicht auf die in (12.) gegebene Definition, zu folgendem Satz: 
Ist die vorgelegte Function 

F=F{x,y) 

eine monogene Function von (x + iy) ww^ setzt man {x + iy) = jer, 

60 wird der Differentuüquotient 

dF 
dz 
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unabhängig sein von der Wahl des hei seiner Bildung angewandten 
Nachbarpunktes z 4" dg*), 

Ist hingegen jene Function eine nichtmonogene Fundion von 
(x + iy) oder is, so wird der genannte l>ifferentialquotient wesentlich 
abhängen von dem Azimuth des Nachbarpunktes z -j- dz^ also von der- 
selben unendlichen Vieldeutigkeit sein, wie dieses Azimuth. 

Man kann also, falls man will, die Eintheilung der Functio- 
nen F = F{x, y) in monogene und nichtmonogene basiren auf das 

Verhalten des DiflFerentialquotienten -• Und thut man dies so 

(MtZ 

erhält man die eigentliche Cauchy'sche Definition dieser Begriffe. 

§ 6. 
Ueber Curven-Integrale soloher Fnnotionen, die von einem oom- 

plezen Argument abhängen. 

Unter dem über eine gegebene Curve AB erstreckten Integral 

B 

fWdV 

A 

haben wir [pg. 5] den Ausdruck verstanden : 

+ Wai,(rß-r„) + .... 

Demgemäss wird, falls irgend zwei von 

^ = (^ + iy) 

abhängende Functionen f(z) und tp(z) ge- 
geben sind, unter dem über die Curve AB 

erstreckten Integral 

ß 

A 

folgender Ausdruck zu verstehen sein: 

(2.) fi2 (92 — 9i) + /aa (% — ^a) + f^fii^ß ^ 9«) + , 

wo die Indices dieselbe Bedeutung haben sollen wie früher [p. 5], 




dF 

*) Es würde nicht correct sein, za sagen, dass --7— (in diesem Falle der 

monogenen Function) in jedwedem Punkte z immer nur einen Werth habe. Denn 

es kann z. B. . — ^^— ;- . - 

F ^yx + ty >=^yz 

dF 
sein. Und dann wird -j— , ebenso wie F selber, in jedem Punkte z zwei Werthe 

dz 

besitzen. 



A 
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Für ftin solches Integral gilt wiederum [vgl. (3.) p. 6] die Formel: 

J). Ä. das Integral besitzt entgegetigesetste Werthey wenn man dasselbe 
über eine geg^ene Curve AB das eine Mal von A nach B, das andere 
Mal umgekehrt von B nach A erstreckt. 

Man kann sich die Aufgabe stellen, ein solches Integral, falls 
die Functionen f{z) und (p{z) nebst der Curve gegeben sind, wirfc- 
lieh zu berechnen, und hierbei wird es angemessen sein, mit fol- 
gendem einfachen Beispiele zu beginnen. 

In der Horizontalebene sei eine Kreisfläche S gegeben vom 
Radius 2J und mit dem Mittelpunkt c = (a -(- ib). Die peripheri- 
schen Punkte derselben mögen mit je? = (rr + iy) bezeichnet werden. 
Es soll das in positiver Richtung über den Rand dieser Kreisfläche 
erstreckte Integral 
:4.) J = f^{z-cYdz 

berechnet werden, und zwar sei n eine gegebene positive oder ne- 
gative ganze Zahl, 

Bezeichnet man die Polarcoordinaten des Punktes z == (x -{- iy) 
in Bezug auf den Mittelpunkt 

c = (a + *^) Dai^ -ß? ^ [wo 22 

den Radius der Kreisfläche vor- ' V /^ /^ 

.stellt], so ist offenbar: 

X — a = li cos d^f 

y — b = R sin 0", 

folglich : 

z — c = Re'^. 



r>.) 



/ 






\ 



/ 



Diese Formel (5.), in welcher 
Cj R gegebene Constanten sind, 
macht die Variable z abhängig 



y 



X 



von dem Azimuth d-, und ergiebt durch Diflferentiation : 
r)a.) dz = iRe*^^d». - 

Sabstituirt man jetzt die Werthe (5.), (5a.) in (4.), so erhält man: 



a;r 



••V) 



J=iRn-\-lJif.n-\-l)i^^d^, 




Denn es sollte die Integration. positiv erstreckt werden über den gan- 

Noumann: AbePsche Integrale. 2 Aufl. 2 



18 Erstes CapiteL 

zen Band der Kreisfläche; so dass also die dem Äzimuth ^ ent- 
sprechenden Integrationsgrenzen in der That -^ = und ^ =2% sind. 
Durch wirkliche Ausführung der Integration ergiebt sich nun: 

(7.) J=i^+x^___i. 

Hieraus folgt sofort, dass J = ist, ai^sser für w = — 1. Denn 

f ür n = — 1 nimmt der Ausdruck (7.) die unbestimmte Form — an. 

Am einfachsten erledigt sich dieser Ausnahmefall mittelst der 
früheren Formel (6.). Diese nämlich giebt für « = — 1: 

(7 a.) J=ifd^y d.i. J = 2jti. 



Also der Satz: Beschreibt man um einen Punkt c eine Kreisflädie 
® von helid)igeni Radius, bejseichnet man fertier die peripJieriscJien Punkts 
dieser Fläche mit z, und versteht man endlich unter n eine beliebige 
positive oder negative ganze Zahl, so wird das über den Rand der 
Kreisfläche in positiver Richtung erstreckte Integral 

(8.) J^{z-cydz stets =0 

sein, ausser wenn n = — l ist. Für diesen Ausnahmefall ergiebt 
sich die Formel: 

(8a-) f^(0—cydz = 27ci, d.l f^^^ = 2nl 

Uebrigens repräsentiren diese Formeln nur specielle Fälle vou 
viel allgemeineren Formeln, die man Cauchy verdankt und zu deren 
Ableitung wir im folgenden Paragraph uns hinwenden wollen. 

§ 7. 
Die Cauohy'sohen Theoreme. 

Es sei Stt eine in der Ilorizontalebene beliebig gegebene Fläche, 
die also z. B. beliebig viele Randcurven besitzen kann. Ferner sei 
/*= f{z) eine monogene Function von js? = (a; -j- iy), welche auf Sl 
allenthalben eindeutig und stetig ist. Denkt man sich also diese 
Function durch Sonderuflg des Reellen imd Imaginären in die Form 
versetzt: 

so werden U = U(x, y) und F= V{x, y) Functionen sein, die eben- 
falls auf 31 eindeutig und stetig sind. Ueberdies werden dieselben 
[Satz p. 12J den Gleichungen Genüge leisten: 
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' du dV ^ . du , dV ^ 

-ö Q = ^^ und A + -r— = 0, 

so dass also die Ausdrücke 

Udy + Frfa? und f/öfrr — Vdy 

I vollständige DiflFerentiale sind. Demgemäss sind [Satz p. 8] die 
über sämmtliche Randcurven von 31 in positiver Richtung erstreck- 
ten Integrale 

J iUdy + Vdx) und f(üdx-Vdy) 

beide = 0. Nun ist aber : 

r(s)de = {U + iV)(dx -\- idy) = {Udx — Vdy) + i{Udy+ Vdx), 

mithin 

J^mdg ==J^{üdx - Vdy) + if^iUdy + Vdx); 

und die hier auf der rechten Seite befindlichen Integrale sind die- 
jenigen, von denen soeben nachgewiesen wurde, dass sie = sind. 
Somit folgt: 

f^f{z)d, = 0. 

Also der Satz: Ist eine monogene Fundion f{s) auf einer gege- 
Ißenen Fläclte % eindeutig und stetig, so wird das über sämmtliche 
Itandcurven von Sl in positiver Richtung erstreckte Integral 

(9.) S^fl^)'^^ ^^^^ =^ 

srin. Aus diesem Satz ergieht sich z. B. als ganz specicllcr Fall die 
früherjß Formel (8.), vorausgesetzt, dass man dan dortigen n einen de)' 
Wertlie 0, 1, 2, 3 . . . heüegt 

Hält man fest an den über Sl und f{z) gemachten Voraus- 
setzungen und versteht man überdies unter c = (a + i^) irgend einen 
festen Punkt innerhalb %, so wird der Satz auf die Function 

(1.) 9>W = ^-:e 

nicht mehr anwendbar sein. Denn diese Function ist im Punkte c 
unendlich gross^ also unstetig. Beschreibt man aber um c eine kleine, 
völlig innerhalb 31 liegende Kreisfläche % und bezeichnet mau das 
von 81,, nach Absonderung dieser Kreisfläche ®, noch übrig blei- 
bende Stück mit 31': • - 

81' = 31 — 6, 

so wird (p (z) auf dieser netten Fläche 81' allenthalben eindeutig und 

2* 



J 
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stetig sein. Auf diese neue Fläche 21' und die Function q){ß) ist a 
daher der vorhergehende Satz sofort anwendbar, wodurch sich er- 
giebt: 
(2.) f^, 9 W dg = 0, 

die Integration positiv erstreckt über sänimtliche Randcurven von W. 
Diese Curven bestehen aber aus den Randcurven der ursprünglichen 
Fläche ?l und überdies aus dem Rande von S. Und zwar wird 
man bei einer positiven Umlaufung von 31' die Randcurven von 31 
in ihren positiven Richtungen, hingegen die Randcurve der Kreis- 
fläche K in ihrer negativen Richtung zu durchwandern haben. Dem- 
gemäfs nimmt die Formel (ß.) die Gestalt an: 

(3.) f^ip{s)d0-f^.pig)d0^O, 

das eine Integral positiv erstreckt gedacht über den Rand von 31, das* 
andere ebenfalls positiv über den von S. Dabei ist Gebrauch ge- 
macht von dem Satz (3.) p. 17. 

Substituirt man in (3.) für q>(e) seine eigentliche Bedeutung (1,), 
so erhält man: 

r mdz ^ r mdz 

\^') J <^ z — c J d z — c' 

oder, falls man den Werth von f{z), wie er bei Sonderung des Reellen 
und Imaginären sich herausstellt, mit 

(5.) f(z)^U + iV 

bezeichnet: 

(0.) r fM^^^r Ht + ,; r ly^ 

^ 9^ ^ z — C J {^Z — c ^ J ^ z — c> 

oder, falls man für die Punkte z der Kreisperipherie [ebenso wie 
früher pg. 17] z — c = Be^*^, mithin dz = iTi&*^d%' setzt: 



9( 







Diese Formel bleibt richtig, wie klein man den Radius ü der 
um c beschriebenen Kreisfläche (S auch wählen mag. Lässt man 
aber diesen Radius zu Null herabsinken, so verwandeln sich die bei- 
den Integrale rechter Hand respective in 2%JJc und 27t Vc, wo Uc 
und Vc die Werthe von U und V im Punkte c vorstellen. Somit 
erhält man also: 



(8.) f^(^'; = 2m(U. + iV,), 
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oder mit Büaksicht auf (5.): 

•(9-) /3,?-c-=2«»7-(c). 

Erläaterüng. — Das in (7.) enthaltene Integral 

in 

füd& 



erstreckt sich über den Rand der Kreisfläche @ und entspricht also, falls 
man den kleinsten und grössten Werth von U längs dieses Randes respec- 
tive mit U* und ü" bezeichnet, der Formel: 

U'J\l& <fuä& < U"fd», 



d. i. der Formel: 

"IkV < JUiW < 2nU", 



Lässt man aber den Ereisradius M gegen convergiren, so convergiren 
27iU* und 2n V" beide gegen 2» ^^. Gleiches gilt daher von dem zwischen 
diesen beiden Grössen liegenden Integral 

Jud». 



Mit andern Worten: Dieses Integral nimmt, falls man B zu Null werden 
lässt, den Werth ^nU^ an. « 

In analoger Weise wird offenbar andrerseits auch das letzte Integral 
in (7.) behandelt werden können. U. s. w. 

Auf Grund der Formel (9.) gelangen wir schliesslich zu folgen- 
dem Satz, der, ebenso wie der vorhergehende Satz [pg. 19], von 
Cauchy herrührt: 

Ist eine monogene Function f{z) auf einer g€gd>enen Fläche % 
eindeutig und stetig, so lässt sich der Werth dieser Fufiction in 
jedwedem Punkte c, der innerhalb 31 liegt, durch folgendes Integral 
darstellen: 

(10.) ^(^) = 2^,/2lTi:c' 

die Integration positiv erstreckt über sämmtliche Randcurven von Ä. 
Dieser Satz ist also z. B. anwendbar auf f{z) =^ z\ falls n eine posi- 
tive ganze Zahl vorstellt, ebenso auf f{z) =^ j^ == l. Im letztem FaUe 
ergiebt sidi die Formel: 



1 — ^ r ^^-. 

^ZniJvz — c 



11.) 'znitJ ^ 

Und diese ist identisch mit der früheren Formel (8a.), pg. 18. 
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BeUaufige Aufgabe. — Wir stellen uns die Aufgabe, diejenige 
monogene und auf ?l eindeutige und stetige Function f{z) zu er- 
mitteln, welche längs des Randes von 31 constant, etwa = K ist. 
Zufolge des Satzes (10.) wird der Wertli dieser Function in jed- 
wedem Punkte c innerhalb % lauten: 



^(^') = ^iL 



Kdz 

also nach (11.) sich so schreiben lassen: 

fic) = K 

Also der Satz: Ist eine monogene Function f{z) auf einer ge- 
(12.) gebencn FläcJie^ eindeutig und stetig, und ist ihr Wcrth am Uamie 
von Sl constant, etwa = K, so wird sie auf der Fläche St allcnt- 
halben = K sein. 

Ferner ergiebt sich aus (10.), dass zwei Functionen f{s) und 
fi{z), die auf % eindeutig und stetig sind, und am Ikmdc von 31 
einerlei Werthe haben, auch in jedwedem Punkte innerlmlh 31 gleidir 
Werthe besitzen werden, 

§ 8. 
Ueber die Differentialquotienten einer Function mit oomplezem 

* Argument. 

Durch Vertauschung der Buchstaben fs und c geht die Formel 
(10.) über in: 

(13.) ^(^)=2We/2jc-y 

Ist mithin f{z) auf der FUiclie 81 eindeutig und stetig, so wird diese 
Formel (13.) gültig sein für jedweden Punkt z innerhalb 8; und 
hierbei ist die Integration ausgeddmt m denken über sämmtlidie Rand- 
2) unkte c der Fläche 81. 

Difterenzirt mau nun die Formel (13.) zu wiederliolten Malcu 
nach Sy so folgt: 

}^r (.) = -!- r ^'^'^^^' 

1 ' ^''^ 2ni J2j(c — 5)^' 



1 wy V _ 1 /* f{c) dC^ 

(l'*-) 1.2' ^^)~ 2itiJ ^(c- z)^' 

1.2-3' W 27tt./3i (c — zy 

etc. etc. etc. 
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Diese Formeln (14.) zeigen, dass /'(^), f"{ß)y f'\^\ e^« inner- 
halb % eindeutig und stetig sind. 

Also der Satz: Ist eine Function f{z) auf einer gegebenen Fläche 
15.)^ eindeutig und stetig, so gut Gleiches auf Vi auch von ihren 
sämmtlichen Ableitungen f{0\ f'{^)j f"'iß)j ^^<^- ^^• 

Sind also f{z) und (p{z) auf S eindeutig und stetig, so gilt [zu- 
folge des soeben ausgesprochenen Satzes] Gleiches auch von 9' {z), 
mithin z. B. auch von dem Product: 

Demgemäss ergiebt sich [Satz p. 19]; 

^/•(«)9''Wrf^ = 0, d.i. f^fie)dq>iz) = 0. 

Also der Satz: Sind f= f{ß) und q) ==: q>{z) auf eitler gegebenen 
Fläche eindeutig und stetig, so ist das Ober sämmtliche Bandcurven 
von Sl in positiver Richtung erstreckte Integral: 

[16,) f fdq> stets =0. 

Dieser Satz kann angesehen werden als eine Verallgemeinerung des 
früheren Satzes pg. 19. 

§9. 

Weitere Anwendmig der Cauchy*BChen Sätse. 

Wir stellen uns folgende Aufgabe: Eine Function f{z) sei auf 
der unendliclien Ebene allenthalben eindeutig und stetig. Auch sei 
bekannt, dass ihr Modul auf der unendlichen Ebene nirgends grösser 
als M ist, wo M eine gegebene endliche (positive) Constatde vorstellt; 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 

M ) mod f(z) <. M. 

Ausserdem sei irgendwo auf der unendlichen Ebene ein Punkt c mar- 
kirt. Es soll der Werth der Function im Punkte c näher unter- 
sucht werden. 

Wir beschreiben um den Anfangspunkt z =^ eine Kreisfläche 
%, deren Radius R belid>ig gross sein mag, mindestens aber so gross 
ist, dass der gegebene Punkt c innerhalb % liegt Da nun unsere 
Function f(z) auf der ganzen unendlichen Ebene, mithin auch auf 
% eindeutig und stetig sein soll, so wird sich ihr Werth im Punkte c, 
zufolge des Caucliy'schen Satzes [(10.) pg. 21], darstellen lassen durch 
die Formel: 
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(2.) f^^^^rniJ^T^'c^ 

die Integration über den Rand von % in positiver Richtung liiu- 
erstreckt gedacht. In gleicher Weise ergiebt sich mittelst jenes 
Satzes für den Werth der Function im Anfangspunkte j? = 0, J. i. 
im Mittelpunkte der Kreisfläche % die Formel: 

(3.) m-^i-J^<^- 

Durch Subtractiou der beiden Formeln (2.), (3.) ergiebt sich 
weiter: 

(4.) fi,)-m-±,f^^Jy 

Hieraus aber folgt (mittelst des bekannten Satzes, dass der Modul 
einer Summe kleiner als die Summe der Moduln ist): 

(5.) mod l/(c-) - m\ <i f '"^'-''„ , -oJ/W.-oJ ('if) . 

Nun ist: 

mod c = r, ^^^^^ "^^^^^ 

mod z^li, \x*dz 

^ '^ mod (js — c) = (>, ^? 

mod (dz) = ds, ^"^/ ^ 

wo r, ü, Q die in der nebenstehenden Figur ^^ /? 

angegebeneu Entfernungen vorstellen, und >\^ / j 

wo ferner ds die gegenseitige Entfemuiig der c J 

beiden Randpunkte z und z •■{- dz vorstellt; / 

so dass also dieses ds ein Element der 
Kreisperipherie bezeichnet Ausserdem ist zufolge (1.) 

{ß) . moA f{z)<M 

Mittelst dieser Relationen («.), {ß.) geht die Formel (5.) über in 

(6.) ■ -odi/(c)-AO)]<.;„./;;-ff^ 

Nacli der geometrischen Anschauung [vgl. die Figur] ist aber: 

r + Q>ll, 
d. i. 

() > jK — r; 

und hieraus folgt, weil sowohl q als auch (J? — r) stets positiv 
sind, sofort: 

e R — r 
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Dieser letzten Relation entsprechend; kann die Formel (6.) auch so 
geschrieben werden: 

oder, weil r, li, M bei Ausiilhrung der Integration constarU bleiben, 
auch so: 

8.) mod 1 m - m < ,^^fzr,) • /^ ds. 

Das hier auftretende Integral repräsentirt aber die Länge der Kreis- 
peripherie, und ist also = 2jr7f. Somit folgt: 

Bei der hier augestellten Betrachtung konnte der Kreisradius 
11 helidtiy tp-oss gewählt werden. Die Formel (9.) wird somit gültig 
bleiben, wenn wir das li weiter und weiter, ins Unendliche hin 
wachsen lassen. Demgemäss ergiebt sich: 

0.) mod [f{c) - /(0)J = 0. 

und folglich: /(c) — /(O) = 0, d. i.: 

1.) ■ m = /-(O). 

Nun repräsentirt aber c einen zu Anfang unserer Betrachtung 
auf der Ebene ganz beliebig markirten Punkt. Demgemäss wird die 
Formel (11.) gültig sein, welche Lage wir diesem Punkte c in der 
Ebene auch zuertheilen mögen; und wir gelangen somit zu fol- 
gendem Satz: 

Ist eine Function f{z) auf der unendlichen Ebene überall ein- 
deutig und stetig, und ist ausserdem bekannt, dass ihr Modul eine 
bestimmte mdliclie Grösse M nirgends übersteigt, so wird die Function 
eine (Jonstante sein, 

§ 10. 
Aufstellung eines gewissen später erforderlichen Hülfssatzes. 

Die Function f{z) sei auf einer gegebenen Fläche ?1 eindeutig 
und stetig-^ so dass also [Satz pg. 23] (Gleiches auch gilt von ihren 
Ableitungen: f{z), f\z)y etc. Setzt man nun 

f{z)=U+iV, 

uud beachtet zugleich die aus dieser Formel durch Differentiation 
nach X und y entspringenden Formeln: 
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if (2)= -. h * ^— ' 

80 folgt aus jener Eindeutigheit und Stetigkeit von /'(;sr) und f\s) so- 
fort, dass diese beiden Eigenschaften den Functionen 

U V -^- ^^ — ^- 
' ^ ox^ cx^ dy^ cy 

ebenfalls anhaften, und zwar in allen Punkten der gegebenen Fläche %. 
Zufolge des 8atzes pg. 9 ist daher: 

J j( JJ %^cx oy ry ex/ *^ 

Beachtet man schliesslich die bekannten Relationen 

du rv ^ du . dv ^ rQ i 101 

.^---=0, -+^^=0, [Satz, pg. 12], 

und benutzt man dieselben, um im Integrale rechter Iland das V 
zu eliminiren, so gelangt man zu folgendem Satz: 

Versteht nian unter f{z) eine Function, die auf einer gegebenen 
Fläche % einaeutig mul stetig ist, und bezeichnet tnan den Werth dieser 
Function, wie er bei Soiulerung des Reellen und Imaginären sich heraus- 
stellt, mit 

so ist jederzeit: 

x/;(D'+(:;,)v«'»-/,™''. 

wo die Integration links über die Fläche, und die LMgration rechts 
in positiver liichtung über den Hand von % hinerstreckt isL 

Aus diesem Satz folgt sofort, dass der Werth des Integrals 

niemals negativ sein kann, dass derselbe nämlich jederzeit entweder 
positiv oder Ntdl ist. 

Wir wollen annehmen; es trete der letztere Fall ein, es wäre also 

(1.) S^UdV=0, 

und es wäre demgemäss auch 

Dieses letztere Integral ist, weil die Werthe von ^ , ^- reell sind, 
eine aus mieudlich vielen, und zwar aus lauter positiven Gliedern 
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zusammeugesetzte Summe, uud kann daher nur dann verschwinden, 
wenn alle diese Glieder einzeln genommen Null sind. Somit ergiebt 
sich aus der Gleichung (2.), dass 

/oN du , dU 

^'''^ dx ^^^ dy 

auf der Fläche §( allenthalben gleich Null sein müssen. Und hieraus 
folgt mit Rücksicht auf die bekannten Relationen: 

o = ü und X — k - = 0, 

ex cy cy ^ ex ' 

dass die Grössen 

(4.) ^— und ^— 

^ , ex öy 

auf der Fläche 81 ebenfalls überall Ntill sein müssen. Aus dem 
Verschwinden der Grössen (3.) und (4.) ergiebt sich sodann aber 
augenblicklich, dass U und F auf der Fläche 31 allenthalben con- 
stant sind. Somit gelangen wir zu folgendem Satz: 

Ist die Ftmction f{z) auf einer gegchetien Fläche % eiiideutig und 
stetig, und bezeichnet inan den Werth dieser Function, wie er bei Soti- 
(Icruny des Beeilen und Imaginären sich herausstellt, mit 

f{z)=U+iV, 

SO ist das in positiver liichtung um den Band von % Jwrunwrstreckte 
Integral 

(T),) /^ UdV 

jederzeit positiv oder Null 

Der letztere Fall, dass nämlich dieses Integral gleich Null ist, 
kann nur dann eintreten, wenn der Werth von f{z) auf der Flädie ?l 
allentlialbeti constant ist. 
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Entwicklang einer Fanction nach den Potenzen ihres Argnmentes. 

§ 1. 

Entwioklung einer Function f{z) nach Potenzen von z. 

Die JfocZatinV sehe und Tayior'sche Entwicklung sind, wie 
Cauchy gezeigt hat, unter gewissen Bedingungen und innerhalb ge- 
wisser Grenzen anwendbar auf Functionen eines coniplexen Argu- 
mentes. Die bewundernswerth einfachen und Epoche machenden 
Sätze, zu denen Camhy in dieser Beziehung gelangt ist, sollen im 
gegenwärtigen und folgenden Paragraph näher dargelegt werden. 

Die Cauchy-Maclau- 
rin'sche Reihe. — Die 
Function f{js) sei ein- 
deutig und stetig auf 
einer um den Anfangs- 
punkt z = beschrie- 
benen Kreisfläche S. 
Nach den früheren 
Sätzen [pg. 22J gelten 
alsdann für jedweden 
Punkt z innerhalb (£ 
die Formehl : 







^X 



(^•) 1- V \ f^^^K^) = ^ r T-^—^-sr^ , wo n = 1, 2, 3, . . . 

Und hieraus ergeben sich z. B. für den Mittelpunkt der Fläche, 
d. i. für den Punkt z = 0, folgende Formeln: 



© 



f2a.) 



1 - V \ /^"W = ^' f "-^, wo n = 1, 2, 3, . . - 

In all diesen Formeln ist die Integration über den Rand der Kreis- 
fläche 6 in positiver Richtung zu erstrecken, also im Sinne des in 
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der Figur angegebenen Pfeiles. Ferner sind daselbst z und c Ab- 
breviaturen fiir die Binome: 

=: X -}- iy, c =s a + ib, 

wo Xy y und a, & die rechtwinkligen Coordinaten der betreflfenden 
beiden Punkte vorstellen. 

Führt man, statt dieser rechtwinkligen Coordinaten, die Polar- 
coordinaten ein, setzt man also: 

X = r cos O", a = R cos 0, 

y = r sin d-, h = H sin 0, 
so wird: 
:5.) z = r&^j c = Re'^, 

Nun ist nach dem Binomischen Satz: 

4.) .L-,-i[>+©'+a)*+a)'+-]. 

und ebenso: 

also mit Rücksicht auf (3.): 

;«.) ^.-H'+(i)"+(7)'+(7)'+-]- 

und zwar werden diese Entwicklungen (4.), (5.), (6.) convergent 
und gültig sein, so lange r < jß bleibt, d. i. so lange der innere 
Punkt z nicht Ihart an den Rand der Fläche (£ heranrückt. Sub- 

stituirt man aber in (l.) für den Quotienten die Entwicklung 

z — c 

(6.), so ergiebt sich: 

CO «•)-ii-</J'+7+(D'+(-T+-]®-'-. 

oder, was dasselbe ist: 
(8.) /•(;e,) = Ao + A.«+V* + A3r'+--, 

WO die A folgende Werthe haben: 

A _ _L /" fS^ 

. i_ f mdc 

^ 2 Tri t/ (5 c^ ' 

etc. etc. 

Diese Werthe lassen sich nach (la.), (2 a.) auch so dar- 
stellen: 
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(8.b) A, = ir(0), 

A« = r^r(0), 

etc. etc. 

Also der Satz: Ist die Function f{z) auf einer um den Anfangs- 
punkt jer = beschriebenen KreisfUidie ^eindeutig und stetig y so 
tvird ihr Werth in jedem Punkte innerhalb S darstellbar sein durch 
eine nach steigenden Potenzen von z fortsdireitende Reihe: 

(9.) f{e) = Ao + A,^ + A,;?* + A^r« + . . . ■ 

Die Werthe der hier auftretenden Coefficienten lassen sidi in doppelt^- 
Weise ausdrücken, nämlich einerseits durc/i die Integrale (8.a), anderer- 
seits durch die Differentiaiquotienten (8.b). Demgetnäss kann also 
z. B. die Reilie auch so geschrieben werden: 

(10.) fiz) = m + { r(o) + ,% no) + ^—^ rxo) + • • . 

oder auch so: 

(11.) «.) _ r«.)].=. + 1 [^l^^ + f^ Kf 'L. + . . . 

I Ob diese Formeln (9.), (10.), (11.) auch n-och gültig sind für 

soMie Punkte z, die nicht innerhalb 6, sondern hart am Rande 

von S liegen, bleibt zweifeUiaft 

Bemerkung. ■— Die Integrale (8.a) bleiben in ihren Werthen un- 
geändert, wenn man sie nicht über den Kand von ^, sondern über den 
Rand irgend einer Fläche ^ erstreckt, die den Punkt s =^ enthält^ und 
vollständig innerhalb (i liegt. Bezeichnet man nämlich das von (S, nach 
Absonderung dieser Fläche g, noch übrig bleibende Hngförmüje Flächen- 
stück mit 91: 



so ist die Function 

z 
anf Ä überall eindeutig und stetig, und folglich [Satz p. 19]: 

f{s)dz 



J 



= 0, 
31 ^ 



die Integration positiv erstreckt über den lland von 31. Will man aber 
den Band von 31 positiv umlaufen, so hat man erstens den Rand von ^ 
ebenfalls positiv, sodann aber den Rand von ^ negativ zu durchwandern. 
Somit geht die letzte Formel über in: 

f(z)dz 






z"" 



-H 
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Auch das Bestglied der Reihe (9.) lässt sieh auf dem hier ein- 
geschlagenen Wege leicht finden, in folgender Weise: Für jede 
ganze Zahl n ist bekanntlich: 

ß» ^ 

C ~~" Z 

oder, falls man durch (f* dividirt: 

C — Z C ' C* ' c 

oder, ein wenig anders geordnet: 



= JL4-l4-_4-...4-f I---- 

/• ~ r« ' /?3 • 1^ ^.« - 1 I ^« 






C — 5 



Substituirt man die^n Werth des Quotienten ^-- im Integral (1.), 
so nimmt jene Formel (1.) folgende Gestalt an: 

oder, mit Rücksicht auf (8.a), folgende Gestalt: 

^•) /"W = (Ao + A,^ + A,^2 + . . . + A«_i^»-^) + Ö„, 

wo Q„ die Bedeutung hat: 

Und dieses ö„ repräsentirt also das aufzustellende Hcstglied. 

Die Laurent'sche Betrachtung. — Es seien 6 und ß' zwei con- 
centrische, um jß? = beschriebene Kreisflächen , und 6 grösser als 
£'; femer sei SR die zwischen den beiden Kreisperipherien liegende 
ringförmige Fläche: 

jR = e _ r. 

Versteht man nun unter f'(/) eine auf 91 eindetitige und stetige 
Function, so wird nach dem Cauchy'schen Satz [pg. 22] der Werth 
dieser Function für jedweden auf SR liegenden Punkt darstellbar 
sein durch die Formel: 

14.) ^W — ä^Jgj^TZ^. 

die Integration positiv erstreckt über alle Randpunkte c der Fläche 
SR. Will man aber den Rand von SR positiv durchlaufen, so hat 
man zuerst den Rand von (£ ebenfalls positiv, sodann aber den 
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Rand 7on (S' negativ zu durchwandern. Die Formel (1.) kann daher 
so geschrieben werden: 
(15.) /•(,) = J_ rAc)le_ 1 /> mäi 

das eine Integral positiv erstreckt über die Randpunkte c der Fläche 
S, und ebenso das andere positiv erstreckt über die Randpunkte c 
der Fläche S'. 

Sind nun r, R, R die Abstände der Punkte 0, c, c vom Mittel- 
punkte j? = der beiden Kreise (mithin li und jR' die Radien der 
Kreise), so ist offenbar K <Cr <C R. Mit Rücksicht hierauf ergiebt 
sich [vergl. (4.), (5.), (6.)]: 

.1-. - K> +(:)■+(:)'+ (7)' +•■]. 

und andererseits: 

.-^7-U' +©■+©•+ er +-1 

Dies in (15.) substituirt, erhält man: 
(16.) f(z) = [Ao + A.;J + A,^ + A^.^^» + • ■ -J 

+ [K>2-^ + ^'lZ-^ + Aä^^» + a;,^-* +•••!, 

wo die A, A' die Bedeutungen haben: 

etc. etc. etc. etc. 

Also der Satz: Ist die Function f{z) eindeutig und stetig auf 
einer ringförmigen Fläche 91, die von zwei um den Anfangspunkt 
e = beschriebenen Kreisperipherien begrenzt ist, so wird ihr Wcfih 
in jedem zwischen diesen beiden Peripherien liegenden Punkte z dar- 
stellbar sein durch die Reihe: 

(18.) f{z) = [Ao + ^z + A,^« + A«^» + . . .] 

+ [Air-^ + ^\z-^ + Ai;2r-3 + Ai;^* H ]. 

Und zwar sind die Coefficienten A, A' dargestellt durch die Integrale 
(17.). Von diesen Integralen laufen die einen positiv herum um die 
von der grösseren PeripJierie begrenzte Kreisfläche K, und die andern 
ebenfalls positiv um die von der kleineren Pefupherie begrenzte Kreis- 
fläche 6'. 
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Ob die Entwicklung (18.) noch gültig ist für solcJie Punkte 0, 

die nicht zwischen den beiden Peripherien^ sondern unmittelbar auf 

einer derselben sich befindest, bleibt zweifelhaft. 

Bemerkung. — Jene Integrale (17.) bleiben übrigens, ihren Werthen 
nach, nngeändert, wenn man sie nicht über den Rand von (S oder (^\ son- 
dern statt dessen über irgend eine zwischen diesen beiden Rändern sich 
hinziehende geschlossene Carve hinerstreckt. Der Beweis hierfür ergiebt 
sich in ähnlicher Art, wie der Beweis für die Bemerkung pg. 30. 

§ 2. 
Entwioklang einer Funoüon f(z) nach Potemsen von {s — c). 

Die Cancliy-Taylor'sclie Reihe. — Die Function f{z) sei eindeu- 
tig und stetig auf einer um den Punkt c^= a -{- ib beschriebenen 
Kreisfläche 6. Wir führen ein neues mit Xy y paralleles Coordina- 
tensystem i, ri ein, dessen Anfangspunkt in c liegt, und bezeichnen 
jeden beliebigen Punkt in Bezug auf das eine und andere Coordi- 



19.) 

20.) 



,y 



natensystem respecti- a 
ve miti?= X + iy und 
£=5 + *^'-^lsdanni8t: 

y = b + ri, 
mithin: 
(x + iy) = (a + ib) 

+ (6 + in), 

d. i. ^ = c + g, 
und folglich: 
fiz) = f{c + C). 

Die linke Seite dieser 
Formel ist nach un- 
serer Voraussetzung 
eindeutig und stetig 
für alle Punkte z der um c beschriebenen Kreisfläche ®. Gleiches 
gilt daher von ihrer rechten Seite. D. h. die Function f(c + S) ist 
eindeutig und stetig für alle Punkte ( innerhalb der um l^^O beschrie- 
benen Kreisfläche (S. Somit folgt aus dem Satze (IL) sofort: 

f(c + - [f{c + Ö]f »0 + f [^^^1„„ 




>ar 



t 



■ jL \ä^no + m .... 

' i-aL dt* Jf=o~ 



d.i. ne+i) = m + \ac)-{-^nc)-{-..-- 

N«nmann, AbeVsche Integrale. 2. Aufl. 3 
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oder, falls man für g [vgl. (19.)] seinen Werth {g — c) einsetzt: 

/•W = /•(«) + '-^V'(c) + ^-fV"(c) + ••• • 

Also der Satz: Ist die Function f{z) eindeutig und stetig auf 
einer um den Punkt c hesdiritbeneii Kreisfläche 6, so wird ihr Werih 
in jedem innerhalb ® liegenden Punkte z darstellbar sein durch dir 
Beihe: 

(21.) m^f(c) + i^V'c^) + (±=AV» + f :i^rw+ • • • • 

Dabei ist vorausgesetzt, dass z wirklich innerhalb @, nicht etiva hart 
am Rande von S sich befindet 

Erweiterung der Lanrenfschen Betrachtung. — Ebenso wie hier 
aus der Madaurin'schen Reihe (11.) die Taylor^sche Reihe (21.) ab- 
geleitet worden ist mittelst einer parallelen Verschiebung des Coor- 
dinatensystems, in analoger Weise wird sich auch aus der Laurent^ 
sehen Reihe (18.) eine gewisse allgemeinere Reihe ableiten lassen. 
Man gelangt dabei, wie leicht zu übersehen, zu folgendem Satz: 

Ist f{z) eindeutig und stetig auf einer ringförmigen Fläche SR, 
die von zum um den Punkt c beschriebenen Kreislinien begrenzt ist, 
so gilt für jeden zwischen diesen beiden Kreislinien beßndlicJiefi 
Punkt z folgende Entwicklung: 

m = [An + A, (^ - (?) + A, (^ ~ c)« + • • •] 

+ VKoiz - cr^ + f<,{z - c)-^ + K,{z - c)-» + •••], 

wo die A, A' Constanten bezeuJinen. 

§ 3. 
üeber die Oonstams einer Function f(z) auf einem kleinen Linien- 

oder Flächenelement. 

Von einer Function f(z) sei bekannt, dass sie auf einer gege- 
benen Fläche ^ eindeutig und stetig ist. Auch befinde sich inner- 
halb % ein kleines Linien- oder Flächenelement A, auf welchem f(z) 
constantj = K ist. Es soll die Beschaffenheit dieser Function näher 
untersucht werden. 

Sind c und c^ irgend zwei Punkte des Elementes >l, so ist 
f(c) = f(Ci) = K, mithin : 

fM - f(c) ^ Q 

Hieraus folgt, falls man c^ auf A unendlich nahe an c heranrücken 
lässt: 

f'{c) = 0. 



(22.) 
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Aus der gemachten Voraussetzung, dass f in allen Punkten c 
des Elementes A constant, = K ist, hat sich also ergeben, dass der 
Diflferentialquotient /" in all diesen Punkten = ist. Hieraus aber 
ergiebt sich nun in gleicher Weise, dass der zweite Diflferential- 
quotient f" in all diesen Punkten ebenfalls = ist. U. s. f. Dem- 
gemäss gelten für jedweden Punkt c des Elementes k die Formeln : ^ 

fic) = K, und f\c) = r{c) - r\c) ^ 0. 

Beschreibt man jetzt um c eine innerhalb 9 liegende Kreis- 
flache 6, so ist f{z) auf S (ebenso wie auf 8) eindeutig und stetig, 
mithin in jedwedem Punkte z dieser Fläche S darstellbar durch die 
Reihe (21.): 

f{z) = f{c) + '—' f\c) + (^ -A' ric) + -^^4 r (c) + • . ., 

woraus mit Rücksicht auf (23.) folgt: 

/•(!-) = £ 

Aus der zu Anfang gemachten Voraussetzung, dass die Function 
f(ji) auf k constant, = K sei, hat sich also ergeben, dass sie diesen 
Constanten Werth K auch besitzen muss auf jeder um irgend einen 
Punkt c des Elementes k beschriebenen Kreisfläche (S, falls nur 
diese letztere vollständig innerhalb % liegt In gleicher Weise 
weitergehend, wird man jetzt zeigen können, dass sie diesen con- 
stauten Werth K auch besitzen muss auf einer um irgend welchen 
Punkt c, der Fläche @ beschriebenen Kreisfläche (S^, falls nur diese 
letztere wiederujn vollständig innerhalb SSl liegt. U. s. f. 

Mittelst einer solchen Kette von Kreisen S, (S^, (Sg, . . ., deren 
jeder sein Centrum im Innern des vorhergehenden hat; und die 
sämmtlich innerhalb % liegen, kann man aber jedweden innerhalb 
% gelegenen Punkt erreichen, also nachweisen, dass f{£) in jedem 
solchen Punkte »» K ist. 

Also der Satz: Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche 

9 eindeutig und stetig , und ist überdies bekannt, dass sie auf 

(26.) einem innerhalb Ä befindlichen Linien- oder Flächenelement k einen 

Constanten Werth hat, so unrd sie diesen selben constanten Werth 

auch besitzen in sämmtlichen Punkten der Fläche % 

Mit andern Worten: Ist die Function f(js) auf einer Fläche 8 
eindeutig und stetig, so kann innerhalb 8 kein auch noch so klei- 
(27.) nes Linien- oder Flächenelement k vorhanden sein, auf welchem die 
Function constant wäre; — es sei denn, dass sie innerhalb % allent- 
halben constant ist. 

3* 
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§4. 

Darstellting einer Fnnotion f{z) im Bereich, d. i. in der Umgebung 

eines einzelnen Punktes. 

Die Function f{z) sei auf einer gegebenen Fläche Ä eindeutig 
und stetig. Ferner sei c irgend ein Punkt innerhalb 8, und 6 eine 
um c beschriebene Kreisfläche, die ebenfalls innerhalb Sl liegt. Als- 
dann ist f{z) in jedem Punkte e der Fläche 6 darstellbar durch die 
CiMiCÄj/-Taytor'sche Reihe (21.): 

(28.) /•(^) = A, + A,(;^-c) + A,(;^-c)« + , (auf 6). 

Möglicherweise ist A^ gleich Null, vielleicht auch A^ und Ai, 
vielleicht auch Aq, A^ und Aj, u. s. f. Ein Nullsein sämmtlicher 
A's in infinitum ist aber ofPenbar nicht denkbar; — denn sonst 
würde ffjs), nach (28.), auf 6; also, nach (26.), auch auf ?l cdlent- 
halben Null sein. 

Schliesst man diesen singulären Fall also aus, so wird die 
Entwicklung (28.) stets die Form haben: 

(29.) f(g) = (z^cY[fiin + K-^i{^-c) + K-^^(k — cy + ], (auf 6), 

wo A« eine von Null verschiedene Coustante, und n eine endliche ganze 
Zahl vorstellt. 

Die durch die Reihe 

A„ + A„ + i(2? — c) + A« + 2(^ — cy + 

dargestellte Function ist, ebenso wie ihre einzelnen Glieder, auf der 
Fläche 61 eindeutig und stetig. Sie besitzt im Centrum c dieser 
Fläche den von Null verschiedenen Werth A», und wird daher in 
unmittelbarer Nähe des Centrums c ebenfalls von NuU verschieden 
sein. Man wird also die um c beschriebene Kreisfläche 6 so weit 
zu verkleinern im Stande sein, dass jene Function auf S nirgends 
verschwindet. 

Also der Satz: Ist f{z) auf einer gegebenen Fläche 8 eindeu- 
tig und stetig j und marJcirt man innerhalb % irgend einen Punkt c, 
so u^erden die WerthCy wdche f{z) auf einer um c beschriebenen hin- 
reichend kleinen Kreisfläche (£ besitzt, in folgender Weise darstell- 
bar sein: 

(30.) f(j^) = (^ - cY E{z). 

Dabei bezeichnet n eine endliche Zahl aus der Beihe 0, 1, 2, 3, . . ., 
und E(z) eine Function, die auf S eindeutig, stetig und nichtver- 
schwindend ist. 
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Mau hat hinzuzufügen: Dieser Satg gilt unter aUen Umständen, 
ausser tvenn f(z) auf Ä allenthalben = ist. 

Bemerkung. — Functionen, die eindeutig, btelig und nichtverschtoin' 
dend sind, werde ich stets mit E oder E oder H, oder auch wohl mit den 
entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnen; wobei bemerkt sein mag, 
dass derartige Functionen ihren Charakter behalten, wenn man sie mit 
einander multiplicirt oder dividirt. Sind z. B. 

E{z), E,{z), E,(z), E,{z), E,{z) 

Functionen^ die auf einer gegebene a Fläche 91 eindeiUig, stetig und nicJU- 
verschtoindend sind, so gilt Gleiches auf 91 auch von der Function 

1 

E(z)' 
ebenso von dem Product: 

and ebenso von dem Quotienten 

§5. 
Die Pole oder polaren Unstetigkeiten einer Function. 

Gegeben sei im Baume irgend welche Fläche, gleichgültig, ob 
eben oder krumm] und auf dieser Fläche irgend ein Punkt c. Um 
c herum denke man sich auf jener Fläche ein kleines Flächenstück 
abgegrenzt; c selber mag gewissermassen als der MittdpunJU dieses 
Flächenstückes angesehen werden; und demgemäss mögen die von 
c nach dem Rande des Flächenstücks hinlaufenden kürzesten Linien 
als die Badii vectores des Flächenstücks betrachtet werden. 

Definition: Ein solches um den gegebenen Punkt c herum abge- 
grenztes Flächenstück soll in Zukunft für den Fall, dass seine Badii 
(\.) vectores hinreichend Mein, dabei aber sämmtlich von Null ver- 
schieden sind, mit einem besonderen Namen bezeichnet, nämlich das 
Bereich des Punktes c genannt u?erden. 

Was dabei in jedem einzelnen FaU unter hinreichend klein 
zu verstehen ist, wird abhängen von jedesmaligen näheren Umständen, 

Liegt der Punkt c auf der Horizontalebene, so wird sein Be- 
reich dargestellt sein durch eine kleine ebene Fläche von beliebi- 
ger Gestalt, die z. 6. kreisförmig, ellipsenförmig, quadratformig, 
trapezförmig u. s. w. sein kann. 

Denkt man sich nun femer auf der gegebenen ebenen oder 
krummen Fläche die Werthe irgend welcher Function f ausgebreitet, 
so mag folgende Bezeichnungsweise eintreten: 
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Defilütion: Ist die Funäion f in irgend einem Punkte c unstetig, 
jedoch der Art unstetig, dass ihr reciproker Werth -z im Bereich 

(2.) des Punktes stetig bleibt, so soll der Punkt c ein Pol der Function^ 
f, und die Unstetigkeit, mit welcher die Function in diesem IMte her 
haftet ist, eine polare Unstetigkeit genannt werden. 

Es sind sehr verschiedene Arten von Unstetigkeitspunkten denk- 
bar. Wie nun aber die Unstetigkeit , welche eine Function f in 
einem Punkte c besitzt, auch immer beschaffen sein möge, jederzeit 
wird dieselbe entweder darin ihren Grund haben, dass der Werth 
von f bei c einen endlichen Sprung macht , oder darin, dass jener 
Werth bei c ins Unendliche aufspringt. Gehört die bei c vorhan- 
dene Unstetigkeit zur ersten Kategorie, so wird sie nicht nur bei 
der Function selber, sondern, wie man augenblicklich übersieht, aach 
bei ihrem redproken Werth bemerkbar, folglich keine polare Unste- 
tigkeit sein. Innerhalb der ersten Kategorie kann sich demnach 
kein polarer Unstetigkeitspunkt befinden. Daraus folgt mit Noth- 
wendigkeit, dass sämmtliche polare Unstetigkeitspunkte zur eweikn 
Kategorie gehören, d. h. in einem Aufspringen des Functionswerthes 
ins Unendliche ihren Grund haben. Somit ergiebt sich folgender Satz: 
Ist der Pimkt c ein Pol der Function f, so wird der Werth vm 

(3.) /* in c jederzeit unendlich gross sein. 

Oder mit andern Worten: Ist der Punkt c ein Pol ßr die 

Function f, so tvird er jedermt ein Nullpunkt für die Function j sdn. 

Es sei SSi eine in der Horizontalebene abgegrenzte Fläche, fer- 
ner f = f(0) eine Function, die auf 81 eindeutig, und, mit Ausncäime 
einzelner Pole a^, a^, . . ., stetig ist. Ueberdiess existire innerhalb 
21 ein kleines Linien- oder Flächenelement A, auf welchem /' constant, 
== K ist. Wir stellen uns die Aufgabe, die Beschaffenheit dieser 
Function daher zu untersuehen. 

Um die Pole a^, a^, . . . lassen sich [vgl. (2.)] Kreisflächen 

®i7 ^if • - * ^^^ solcher Kleinheit beschreiben, dass -j auf denselben 

eindeutig und stetig ist. Gleichzeitig wird alsdann f selber eindeutig 
und stetig sein auf der Fläche 

© = Sl_((5^ + (5^ + ....), 

d. i. auf demjenigen Flächenstück ©, welches von Sl, nach Abson- 
derung der Kreise Sj, ®2; * * *> ^^c^i übrig bleibt. Auch kann man 
jene Kreise so klein sich vorstellen, dass das Element X oder wenig- 
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v/i^> stens ein Theil desselben auf © liegt. Alsdaim aber ergiebt sich 
g^ , sofort [Satz pg. 35], dass /" auf © allenthalben = K ist, also z. B. 

auch am Rande von ©;, wo 6, irgend eine der Kreisflächen S^, ^^, 

©3 . . . vorstellt. 

Die auf der Kreisfläche (Sy eindeutige und stetige Function -j 
hat daher am Rande von (S^ den constanten Werth ^ • Hieraus 

folgt [Satz pg. 22], dass sie diesen constanten Werth ^ auch inner- 

Iialb @y besitzt, dass mithin /* selber innerhalb 6y überall «» K ist. 

Alles zusammengefasst ergiebt sich also, dass die Function /' 

einerseits auf @ und andererseits auch auf 61,(^2, allenthalben 

== K ist. Also der Satz: 

Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche % eindeutig, und 

mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall stetig, 

(4.) so kann auf Sl Icein auch noch so Meines Curven- oder Flächenelement 

existiren, auf welchem die Function constant wäre; — es sei denn, 

dass sie auf SR, allenthalben constant ist. 

Die Punkte, in denen eine solche Function f(js) einen gegebe- 
nen Werth K hat, können also nur vereinzelt vorkommen, ebenso 
z. B. auch diejenigen Punkte, in denen sie Null wird. Also der Satz: 

Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche % eindeutig , fer- 
ner mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole a^, «2, . • . daselbst 
(5.) stetig, und bezeichnet man ihre Nuüpunkte auf der Fläche S mit ß^, 
ß^, . . . , so werden alle diese Punkte 

vereinzelt liegen, D. h,: Je zum derselben werden stets durch irgend 
welchen (wenn auch noch so Meinen) Zwischenraum von einander ge- 
trennt sein. 

Erlänterong. — Dass die Pole a discret liegen, wird vorausgesetzt 
[vgl. den Wortlaut des vorstehenden Satzes]. Dass alsdann aber die Null- 
punkte ß ebenfalls discret liegen, ist soeben hetoiesen worden. Und dass 
endlich auch je zwei Punkte a und ß durch irgend welchen Zwischenraum 
getrennt sein werden, ist leicht zu übersehen. Um jeden Pol cc kann man 

nämlich eine Kreisfläche c von solcher Kleinheit beschreiben, dass ^^■ 

innerhalb c eindeutig und stetig ist. Alsdann wird innerhalb dieser Fläche 
c die Function f{z) nirgends yersch winden können, so dass also innerhalb 
c keiner der Punkte ß anzutreffen ist. Q. e. d. 
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§6. 

Die Ordnungszahlen einer Fnnotion f{z). 

Die Function f{z) sei auf einer gegebenen Fläche Ä eindeut^ 
und mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole a^, a^; . . . daselbst auch 
überall stetig. Ihre Nullpunkte auf % mögen bezeichnet sein mit 
ßij ßt ' • • Endlich mag jedweder Punkt dieser Fläche, welcher 
weder zu den a's noch zu den /S's gehört; mit y benannt werden. — 
Wir wollen die Function im Bereich eines jeden solchen Punktes 
a, ß oder y näher untersuchen. 

Zufolge (2.) ist die Function ^ eindeutig und stetig im Bereich 

des Poles a, also [Satz pg. 36] auf einer um a mit hinreichend kleinem 
lladius beschriebenen Kreisfläche Qa, darstellbar durch die Formel: 



^ = (^_«)Pi?(^), (aufe„), 



wo p eine endliche Zahl aus der Reihe 0^ 1^ 2, 3^ . . . vorstellt. 
Hieraus folgt sofort: 

(6.) / W = (^ — a)-^ £(£?), (ebenfalls auf 6«), 

wo E(z) = -gT-r eine Function vorstellt, die, ebenso wie E{z) sel- 
ber, auf der Kreisfläche S« eindeutig, stetig und nichtverschwindend 
ist. Aus dieser Formel (6.) folgt übrigens sofort, dass p nicht = 
sein kann. Denn wäre p = 0, so würde f{js)y zufolge (6.), auf S« 
stetig sein. Dies aber ist nicht möglich, weil der Mittelpunkt a der 
Fläche Sa nach imserer Voraussetzung ein Pol, d. i. ein polarer t/n- 
stetigkeitspunkt der Function f^s) sein soll. 

Die Function f(/) ist also im Bereich (§.„ eines Poles a stets 
durch eine Formel (6.) darstellbar, in welcher p eine endliche Zahl 

aus der Beihe 
(6a.) 1, 2, 3, 4, 

vorstellt Und hieraus folgt, dafs f(z) im Pole a noÜiwendiger Weise 
"unendlich unrd; was in Einklang steht mit dem Satze (3.) 

Weiter: Der Punkt ß ist [vgl. (5.)] von allen Punkten a durch irgend 
welche Entfernungen getrennt. Die Function f{z) ist daher im Bereich 
des Punktes ß eindeutig und stetig, also [Satz pg. 36] auf einer um ß 
mit hinreichend kleinem Radius beschriebenen Kreisfläche @^ darstell- 
bar durch die Formel: 

(7.) f(z) => {z - ß^Eie), (auf®^), 

wo q eine endliche Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, .... vorstellt. 
Nun kann aber q nicht = sein. Denn sonst würde die Formel 



< 
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L) übergehen in f{z) = E(xf), mithin*) f{ß) im Punkte ß nicht ver- 
hwinden; — was der Definition von ß widerspricht. Es repräsen- 
tirt somit q eine endliche Zahl der Reihe 

Weiter: unter y sollte irgend ein von den a's und /J's verschiedener 
Punkt verstanden sein, also ein Punkt, der von sämmtlichen as und /3's 
durch irgend welche Entfernungen getrennt ist. Demgemäss wird 
sich um y als Mittelpunkt eine Kreisfläche 6y beschreiben lassen 
von solcher Kleinheit, dass alle a und alle ß ausserhalb (Sy liegen. 
Auf dieser Fläche (Sy ist daher die Function f{B) eindeuUff, Stetig 
und nidit verscfiivindend; was angedeutet werden kann durch die 
Formel: 
(8.) /W = E(5), (auf©,). 

Wir können schliesslich die Formeln (6.), (7), (8.) zu einer ein- 
zigen Formel zusammenfassen und gelangen alsdann mit Bücksicht 
auf (6a.) und (7a.) zu folgendem Resultat: 

Ist f{z) auf einer gegebenen Fläche Ä eindeutig und mit etwaiger 
Ausnahme einzelner Pole stetig, und markirt man irgendwo auf 
der Fläche Ä eifien Punkt c, so tvird die Function f{z) auf einer um 
c beschriebenen hinreichend kMnen Kreisfläche ® stets darstellbar sein 
durch die Formel 
CJ.) M-{^-cyE{d), (auffS), 

wo II eine endliche Zahl aus der Beihe 

• • • ~~ i), Ä, — 1, U, 1; ^; «5, 

vorsteilt, während E{si) eine Function bezeichnet, die auf S eindeutig, 
stetig und nichtverschunndend ist. 

Jene Zahl /t, die sogenannte Ordnungszahl der Function f{z) 
im PufücteCy ist negativ, positiv oder Null, jenachdetn c ein Punkt 
a, ß oder y ist. Dabei sind unter den a die Pole, unter den ß die 
Nullpunkte der Function f(z), und unter den y alle übrigen Punkte 
SU verstehen. 

Auf Grund dieser Definition der Ordnungszahlen lassen sich dieselben 
für rationale Functionen von g sofort angeben. Sind z. B, A, B, C be- 
liebig gegebene complexe Constanten (jedoch von. einander verschieden), 

so wird die Function 

(z — Ay {z — B)* 



m 



{fi — C)»° 



*) Es ist beständig im Auge zu behalten, dass mit E{z), £{z) oder H{z) 
Functionen bezeichnet werden, die eindeutig, stetig und nichtverschunndend sind. 
Vgl. die Bemerkung auf pg. 37. 



42 Zweites Capitel. 

in den Punkten A, f und C resp. die Ordnungszahlen 3, 4 und (— 10), in 
allen übrigen Punkten aber die Ordnungszahl besitzen. Auch übersieht 
man sofort, dass diese Function f{z) auf der Horizontalebene überall ein- 
deutig und mit Ausnahme eines einzigen, in C liegenden Poles daselbst- 
auch überall stetig ist. 

Aus der auf (£ gültigen Formel (9.) folgt durch logarithmische 
DifPerentiation : 

f(z) z — c'^ £(2) ' 
oder, falls man positiv über den Band Ton (S integrirt: 

WO H{z) =» -^TgT, ebenso wie EQs) selber [vgl die Bemerkung pg. 37] 

auf der Kreisfläche (S eindeutig, stetig und nichtverschmndend ist. Dem- 
gemäss ist [Satz pg. 23] das letzte Integral = 0, während das vor- 
letzte [nach (8a.) pg. 18] = 2?ri ist. Man erhält daher: 

» 

Bezeichnet man also die Pole und Nullpunkte der Function f{z) auf 
der gegebenen Fläche 21 promiscue mit Cj, c^, .... Cg, und denkt 
man sich um diese Punkte hinreichend kleine Kreisflächen (S^, 6^' 
. . . . @p beschrieben, so wird für jede solche Fläche S» die Formel 
gelten: 

wo fix die Ordnungszahl von f(ßi) im Punkte Cx vorstellt 

Repräsentirt nun @ dasjenige Flächenstück, welches von der 
gegebenen Fläche %, nach Absonderung der kleinen Kreisflächen 
@i, 6^, . . . (S^, noch übrig bleibt: 

© « a - (El + e, + . . . . + e,), 

so werden auf © weder Pole noch Nullpunkte von f{z) vorhanden 
sein. Folglich ist f(z) auf © eindeutig, stetig und nichtverschtüin- 
dend. Gleiches gilt daher auf © [vgl. Bemerkung pg. 37] auch von 

j^' Somit folgt [Satz pg. 23]: 

die Integration positiv erstreckt über den ganzen Rand von ©. Will 
man aber den ganzen Rand von © positiv durchwandern, so hat 
man zuerst die Randcurven der ursprünglichen Fläche 2( positiv, so- 
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dann aber die Randcurven der Flächen (i^,(S^, ....(S^g negativ zu durch- 
laufen. Die Formel (12.) kann daher so geschrieben werden: 

oder mit Bücksicht auf (11.) auch so: 

Also der Satz : Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche 
?l eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und bezeichnet man ihre 
auf Ä vorJhandenen Pole und NuUpunkte promiscue mit Cj, c^, . . . c^, 
femer ihre in diesen Punkten vorhandenen Ordnungszahlen mit fti, ft^» 
^ffy so ist stets: 

15.) ^^ + p,.... + ^,=^./^^f)=^.y*^diog/-(^), 

die Integration positiv erstredet über sämmtliche Bandcurven der 
Fläche a. 

Da übrigens unter c^, c,, . . . c^ sämmtliche Pole und Nullpunkte 
der Function f(z) verstanden sind, so wird sie in jedwedem andern 
auf Ä befindlichen Punkte die Ordnungszahl haben [Satz (9.)]; 
so dass also die linke Seite der Formel (15.) die Summe sämmt- 
licher Ordnungszahlen repräsentirt, welche f(z) auf 5 überhaupt be- 
sitzt Man kann daher den vorstehenden Satz auch so ausdrücken: 

Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche 81 eindeutig und 
bis auf einzelne Pole stetig, so wird die Summe M ihrer sämmtlichen 
auf % vorhandenen Ordnungszahlen den Werth besitzen: 

116) f^ = ^if^^^ogfiz), 

die Integration positiv erstreckt Über den Band von 9(. 

Dieser allgemeinen Formel (16.) subsumiren sich, beiläufig be- 
merkt, die früheren Formeln (10.), (11.) als specielle Fälle. 

§7. 

üeber Ausdrücke, die axu9 mehreren Fnnotionen f{z) auf rationale 

Weise zusammengesetEt sind. 

Es seien f^=iaf{z) und /i ^= f^(z) irgend zwei Functionen, die 
auf einer gegebenen Fläche % eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig sind. Es sollen die aus f und /| zusammengesetzten Func- 
tionen 
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Kf+KJi und /•/; und ^ 

/l 



näher untersucht werden, wo K, K^ beliebige Constanten vorstellen. 
Zunächst ist klar^ dass diese drei neuen Functionen, ebenso 
wie fnnAf^ selber, auf der Fläche 91 überall eindeutig sein werden. 
Ferner ist zu bemerken, dass die heiden ersten nur in denjenigen 
Punkten unstetig sein können, wo /' und f^ unstetig sind, und dass 
andererseits die dritte nur in denjenigen Punkten unstetig sein kann, 

wo f und -^ unstetig sind; dass also all' jene drei Functionen, ebenso 

wie f und f^ selber, auf der Fläche Ä immer nur in einzelnen Punk- 
ten unstetig sein können. Zu untersuchen bleibt nun aber, welcher 
Art diese Unstetigkeiten sind, ob dieselben polarer ^ oder ob sie 
irgend welcher anderer Natur sind. 

Markirt man innerhalb 31 einen beliebigen Punkt c, so sind f 
und f^ [Satz (9.)] auf einer um c beschriebenen hinreichend kleinen 
Kreisfläche S darstellbar durch: 

(18.) [^^rx^i^ (^^f®)' 

wo f( und f(i endliche ganze Zahlen, die Ordnungszahlen von /' und 
fi in c vorstellen, während E und E^ Functionen bezeichnen, die 
auf 6^ eindeutig, stetig und nichtverschwindend sind. Demgemäss 
ist die Function 

auf @] darstellbar durch die Formel: 

<P = K{z — cYE + Zi (jEf - cy-E^, (auf ©), 

woraus durch Multiplication mit {z — c)^ sich ergiebt: 

(19.) {z - c)"^ <D = [K{z - cy-^^^ E+K^(z- c)^+''» E,], (auf 6). 

Nimmt man nun für N eine positive ganze Zahl von solcher 
Höhe, dass (^+ fi) und (^+ (a^) beide positiv sind, so repräsen- 
tirt der hier in der eckigen Klammer stehende Ausdruck eine Func- 
tion von Zf die auf S eindeutig und stetig ist, also eine Function, 
die [nach Satz (9.)] innerhalb eines um c beschriebenen hinreichend 
kleinen Kreises c darstellbar ist durch 

WO a eine endliche positive ganze Zahl vorstellt, und E eine Func- 
tion bezeichnet, die auf C eindeutig, stetig und nidUverschunndend ist. 
Diese neue um c beschriebene Kreisfläche c wird je nach Umständen 
bald identisch mit S, bald kleiner als S sein. 
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Demgemäss nimmt die Formel (19.) für diese neue Fläche c 
die Gestalt an: 

(0 - c)^<D == (^ - cy E, (gültig auf c). 

Hieraus folgt sofort: 

>0.) <D = (;^ — cy-^ E, (auf c), 

niithin 

21.) l. = (^_c)iyr-.H, (aufc), 

wo H = g^, ebenso wie E selber, auf c eindeiUig, stetig und nicht- 
verschtvindend ist Zufolge (20.), (21.) ist also auf c fetweder <!> 
oder ^ stetig, jenachdem (jß — N) positiv oder negativ. Die Func- 
tion ist somit im Bereich c des zu Anfang beliebig raarkirten 
Punktes c entweder stetig, oder doch nur der Art unstetig, dass 
wenigstens ihr reciproker Werth daselbst stetig bleibt. Mit andern 
Worten : Sie wird in c entweder stetig sein, oder daselbst doch nur 
mit einer polaren Unstetigkeit behaftet sein. Also der Satz: 

Sind f = f{is) und f^ = /i {z) auf einer gegebenen Fläche % ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleiches vofi der Function 

(22.) = Kf-^KJ,, 

vorausgesetzt y dass man unter Kund K^ irgend welche Constanten versteht. 
Was ferner die Functionen 

betriflft, so ergiebt sich durch Substitution der Werthe (18.): 
(23.) ^ =<*-''>''■''.' ^' (auf®), 

WO E = EEi und H = -g- Functionen vorstellen , die, ebenso wie 

E und El selber, auf der Fläche 6 eindeutig, stetig und nichtver- 
schwindend sind. Aus diesen Formeln (23.) folgt sofort, dass P 
und Q im Mittelponkte c der Fläche (S nur mit einer polaren Un- 
stetigkeit behaftet sein können. In der That wird z. B., zufolge 

(23.), enttceder P oder -p auf 6 stetig sein, jenachdem (ft -f- ft J posi- 
tiv oder negativ ist. ü. s. w. 

Auch folgt aus (23.), dass die Ordnungszahlen von P und Q 
im Punkte c respective = (/li -f- (a^) und = (ft — /üJ sind. Also 
der Satz: 
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Sind f= f{z) und /i = f^{z) auf einer gegebenen Fläche Ä ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleiches mich von den 
Functionen 

(24.) P = ffi und Q = ^' 

Sind ferner fi und ft^ die OrdnungszaJden der Functionen f und f^ in 
irgend einem Punkte c der Fläche 81, so werden die dortigen Ordnungs- 
zcdüen von P und Q die Werthe (ji + ft,) und (ft — |iij besitzen. 

Haben z. 6. f und f^ auf 8( überall dieselben Ordnungszahlen, 
so wird Q^ überall die Ordnungszahl besitzen^ mithin im Bereich 
eines jeden Punktes c der Fläche % [Satz (9.)] darstellbar sein durch 

Q = {z-cyE{z)=^E{z). 

Mit andern Worten: Es wird alsdann Q in jedwedem Punkte c der 
Fläche % eindeutig, stetig und nichtverschunndend sein. Also der Satz: 
Sind die Functionen f = f{z) und f^ = /i (z) auf einer gegebenen 
Fläche 81 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und besitzen über- 
dies diese beiden Functionen auf % überall dieselben OrdnungszaMen, 
so wird ihr Quotient 

(25.) e = |- 

a/uf der. Fläche 81 überall eindeutig, stetig und nichtv er schwin- 
dend sein. 

Die Sätze (22.); (24.) lassen sich übrigens sofort verallgemei- 
nerU; und ftihren alsdann zu folgendem Besultat: 

Sind die Functionen f = fi{z), f^ = ^(^), • - • • fn= fn(/) auf 
einer gegebenen Fläche 81 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, 
so gilt Gleiches von jedwedem Ausdrucke: 

(26.) V = Ratf.(/i,/i, ..../;), 

der aus f^, f^j • * • • fn c^f rationale Weise zusammengesetzt, ist^ aiso 
z. B. auch von den Ausdrücken: 

(27.) P = /•/,.../•„ md ^ = /'^'"i: . 

faUs man nur über F^, F^, ... Fp dieselben Voraussetzungen macht, 
wie über f^, f^, .. .fn. 

Sind femer [J^t, (x^, . . . ^ und Mp Mg, . . . Mp die Ordnungszahlen 
der Functionen f^, /i, . . . fn und F^, F^, . . . Fpin irgend einem Punkte 
c der Fläche 81, so werden die dortigen Ordnungszahlen von P und 
Q lauten: 

(28.) (fi, + ^, . .. + ft«) und [(fi, + fi, . . . + ^«) - (Mi + M, ... + M,)]. 
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Zu den Functionen f, F, auf welche diese Sätze anwendbar sind, 
gehört selbstverständlich auch diejenige, deren Werth auf ä allenthalben 
= 1 , deren Ordnungszahl also dasdbst überall = ist. 

Femer gehört zu diesen Functionen f, F, auf welche die Sätze 
anwendbar sind, z. B. auch diejenige, welche durch das Argument 
selber dargestellt ist. Denn die Function f(z) = z ist eindeutig und 
stetig auf jedweder Fläche ^, falls nur alle Punkte derselben im 
Bildlichen liegen. Somit ist dem Satz (26.) folgender Zusatz bei- 
zufügen: 

Versieht man unter 
>9.) V = Ratf. (z) 

irgend eine rationale Function von z, so unrd V auf der Fläche St 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Dabei ist vorausgesetzt, 
dass die Flädie Sl mit all' ihren Punkten im Endlichen liegt, — eine 
Voraussetzung, die wir übrigens stillschweigend bei den mit 9( bezeich- 
neten Flädien stets supponirt haben. 

Es sei jetzt f = fiß) eine beliebig gegebene Function, die auf 
einer Fläche 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole ^stetig ist. Ihre 
Pole und Nullpunkte auf der Fläche % seien bezeichnet mit cc^, a^j 
. . . Ua und ßi^, ß^, ... ßb, ferner ihre dortigen Ordnungszahlen mit 
( — Pi), (— a); . . . {— Pa) und Qi, ^2; . . . Qb] sodass also die p 
und q [vgl. den Satz (9.]) lauter positive ganze Zahlen vorstellen. 

Genau dieselben Eigenschaften besitzt offenbar auch die ratio- 
nale Function: 

. (^ - ßi^ (^- fe)^ ...(z^ ß,fö 

^^^•^ ^^^ {z- a,r (^- «,)^... (^-«>' 

Nach dem Satze (29.) ist nämlich ^^(z) auf S( eindeutig und bis auf 
einzelne Pole stetig. Auch erkennt man aus der Beschaffenheit des 
Ausdrucks (30.) sofort, dass die Pole und Nullpunkte von W{z) re- 
spective in a^yU^, . , . Ua und ßi, ß^, ... ßb gelegen sind. Und über- 
dies erkennt man [mittelst des Satzes (9.)], dass die in diesen Punk- 
ten' vorhandenen Ordnungszahlen der Function '^{z) respective durch 
(— 'A)> ( — JPs)? • • • (~ Pa) und q^, q^, ... qb dargestellt sind. 

Da nun aber f{z) und V(jßf) auf Ä eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig, femer überall mit denselben Ordnungszahlen ver- 
sehen sind, so folgt aus dem Satze (25.) sofort, dass der Quotient 

m 
VW 

aaf % eindeutig^ stetig und nichtverschunndend ist. Man gelangt daher 
zu folgendem Resultat: 
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Ist die Function f{e) auf einer gegebenen Fläche Ä eindeutig und 
bis auf einzelne Pole stetig, und bezeichnet man ihre auf Ä liegenden -, j 
Pole und Nullpunkte respective mit cc^, ag, . . . a« **wrf ^i, ft, . . . ßi^y 
femef* ihre dortigen Ordnungszahlen respective mit (— Pi), (— - 1>2)> • • • " 
( — Pa) wwrf q^, q^y . • ' qt} so wird sie auf der Fläclie Ä darstellbar 
sein durch die Formel: 

(31.) f{B) = ^ ^-^Ll ^Jl 5^ 1^ EU) , 



wo E{z) eine Function vorstellt, die auf^ eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend ist. 

Versteht man insbesondere unter 3( eine um den Anfangspunkt 
z = beschriebene Kreisfläche, so wird die auf Sl eindeutige und 
stetige Function 

innerhalb % entwickelbar sein [Satz pg. 30] in eine Maclaurin'sche 

Reihe 

A + Bz + Cs^ + Di^+ ..,', 

so dass man also zu folgendem Satze gelangt: 

Ist die Function f(z) auf einer um den Punkt z = beschrie- 
benen Kreisfläche % eindeutig und bis auf einzelne Pole cc^, a^, , . . cca 
stetig, und bezeichnet man ihre Ordnungszahlen in diesen Polen mit 
( — Pi), ( — pj), . . • ( — pa), so wird dieselbe ymerhaJb % darstellbar 
sein durch die Formel: 

(SO N f(g) i= A + B, + Oz'+-Dz> + ... 

{,62.) rW (,_„_)P.(,_^),....(,_„^)P. ' 

WO A, By C, D, . . . Constanten sind, während die p's (ihrer Defini- 
tion zufolge) positive ganze Zahlen vorstellen. 

Besitzt insbesondere die Function f{z) auf der Kreisfläche 91 nur 
einen einzigen Pol, und liegt dieser im Mittelpunkte von % d. i. in 
jer s=a 0, so nimmt der Satz die speciellere Gestalt an: 

Ist die Function f{z) auf einer um z ^=0 beschriebenen Kreisfläche 
% eindeutig, und bis auf einen in jet «= gelegenen Pol stetig, so wird 
dieselbe innerhalb 81 darstellbar sein durch die Formel: 

(33.) a,)^±±ii±^ii±2^±^, 

d. i. durch die Formel: 
(34.) f{z) = Asr-p + B^r-i'+i ^ Cr-^"^^ + Djfr^+« + . • - , 

wo A, B, C, D, . . . , Constante sind, während p eine positive ganze 
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Zcihl vorstellt Es repräsentirt nämlich ( — p) die OrdnungszcM von 
f(js) in jenem Pole «= 0. 

§ 8. 

Ueber die Differentialqnotienten einer Fmiction f{is), 

Ist die Function f(js) auf einer gegebenen Fläche 81 eindeutig 
1.) und stetig, so gut Gleiches daseTbst auch von ihren sämmtlichen Dif- 

ferentialquotienten -~ , -jrr y ^^- ^fc- 

So lautet der früher [pg. 23] erhaltene Satz. Wir wollen jetzt 
nun aber das Verhalten der Differentialquotienten für den Fall unter- 
suchen , dass die ursprüngliche Function mit irgend welchen Polen 
behaftet ist. 

Die Function f(0) sei also auf % eindeutig und his auf einzelne 
Pole stetig. Markirt man alsdann auf % einen beliebigen Punkt Cf 
so ist [Satz pg. 41] f(z) innerhalb einer um c beschriebenen hin- 
reichend kleinen Kreisfläche S darstellbar durch die Formel: 

(2.) ag) = (g-cyEig), (auf©), 

wo fL die Ordnungszahl von f(ß) in c vorstellt, während E(/) eine 
Function bezeichnet, die auf (S eindeutig, stetig und nichtverschunn- 
dend ist. In Folge dieser Eigenschaften ist E{z) innerhalb der Kreis- 
fläche S entwickelbar in die Cauchy-Taylor'sche Reihe: 

WO Aq verschieden von ist. Denn andernfalls würde E(js) im Cen- 
trum c der Kreisfläche S verschwinden, was dem Charakter dieser 
Function widerspricht. 
Man erluUt also: 

(3.) fiz) ^{g-cy [Ao + Me-c) + Ai'>-cy + ...-], (auf 6), 

und hieraus durch Differentiation: 

(auf ®). 
Ist nun (i von v&rschiedm, so hat diese Formel die Gestalt: 

(5-) ^ = (-» - '^Y-'\ß^ + B,{z- c) +B,(^_c)» + ...], (auf e), 

WO Bq (ebenso wie das frühere Ä^ von verschieden ist. 

Ist hingegen ft = 0, so verschwindet in (4.) der erste Coeffi- 
cient: /ü^o* Möglicherweise verschwinden aber gleichzeitig auch noch 

Nenm an n, Abel'sche Integrale. 2. Aufl. 4 
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einige der folgenden Coefficienten. Denn die Ai, A^, A^, ... sind 
unbekannte Constanten, die ebensogut Null, wie von Null yerschieden 
sein können. Im Falle ft = besitzt daher die Formel (4.) die Gestalt: 

(6.) ^-={s>-cy[C, + C,is>-c) + C,is,-cy-\-...], (auf(5), 

WO p eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, . , . vorstellt, und Cq eine von 
verschiedene Constante bezeichnet. 

Die in (5.) in der eckigen Klammer stehende Function ist auf 
S eindeutig und stetig, Sie besitzt im Mittelpunkt c dieser Fläche 
den von verschiedenen Werth Bq, folglich in unmittelbarer Nach- 
barschaft von c ebenfalls von verschiedene Werthe. Man kaun 
daher @ zu einer concentrischen Kreisfläche c von solcher Klein- 
heit zusammenschrumpfen lassen, dass jene Function innerhalb c 
nicht bloss eindeutig und stetig, sondern auch nichtverschumdend ist. 
Analoges gilt von der in (6.) in der eckigen Klammer stehenden 
Function. 

Innerhalb einer um c beschriebenen, hinreichend kleinen Kreis- 
fläche c nehmen daher die für /li ^ 0, respective för ft = gelten- 
den Formeln (5.) und (6.) folgende Gestalt an: 

(7.) f,^0:^~^=^iz-cy-^Eis,), (aufc), 

(8.) ^ = O:^ = (4r-c>>H(0), (auf c), 

WO p eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, ... vorstellt, während E(e) und 
H(£^) Functionen bezeichnen, die auf c eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend sind. 

Diese Formeln (7.), (8.) zeigen, dass die Function -~^ im Punkte 

c entweder stetig oder aber polarunstetig ist; sie zeigen ferner, dass 
die Ordnungszahl dieser Function im Punkte c entweder = (ft — 1) 
oder =p ist. Also der Satz: 

Ist die Function f(js) auf einer gegebenen Fläche 9( eindeutig und 
bis auf eimelne Pole stetig, so gut Gleiches auf % auch von dem Dif- 

ferentialquoUenten 

dm ' 

de ' 

Sind femer ii und \i die Ordnungszahlen von f(js) und -~^ in 

irgend einem Punkte c der Fläche %, so ist: 

(9.) /^' = |ii — 1, faUs [jlSo, 

hingegen: 
(10.) /*' «= 0, 1, 2, 3, 4, . . . . , falls |ii = 0. 
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/ Oder mit andern Worten: Besitzt die Ordnungszahl [i im Punkte c 
einen der Werthe: 

^ = ...._3, -2, -1, +0, +1, +2, +3, .... 

so wird der zugehörige Werth von (i respecHve dargestellt sein durch: 

^'= . . . . - 4, - 3, - 2, +i>, + 0, + 1, + 2, . . . . 

wo das p eine unbekannte Zahl aus der Beihe 0, 1, 2; 3, ... . re- 
präsentiri, 

Demgemäss hat also -~ der Lage nach genau dieselben Pole 

wie die ursprüngliche Function f{z); während hinsichtlich der Null- 
punkte eine derartige üfhereinstimmung im Allgemeinen nicht existirU 



Drittes Oapitel. 
Fnnctionen in ihrer Ansbreitnng auf der Kngelfläche. 

§ 1. 

Die Horisontalebene und die Kngelfläche als Träger gegebener 

Fxinotionflwerthe. 

Soll irgend eine Function f{z) in ihrem ganzen Umfange unter- 
sucht werden, so wird man als Träger ihrer Werthe die ganze un- 
endliche Horizontalebene anzuwenden haben. Die bisher gefundenen 
Sätze beziehen sich aber nur auf endliche Flächenstücke 9(. Und 
man wird daher mittelst dieser Sätze die Werthe der Function 
in den unendlich fernen Punkten der Horizontalebene nicht mehr zu 
untersuchen im Stande sein. Wie sich dieser Uebelstand beseitigen 
lässt, soll in diesem und dem folgenden Paragraph gezeigt werden. 

Es sei der höchstgelegene m X 

und (y der tiefstgelegene Punkt 
einer Kugelfläche vom Durchmesser 
1 ; femer sei MN die die Kugel- 
fläche in berührende Horizanial- 
ebenc] und in dieser Ebene befinde 
sich (wie bisher) ein rechtwink- 
liges Axensystem xOy, dessen 0' 
Anfangspunkt in liegt. Die nebenstehende Zeichnung repräsentirt 
irgend welchen durch die Linie 00' gehenden Durchschnitt der 
räumlichen Figur. 

Wir denken uns zuvörderst die Werthe der gegebenen Function 
f{z) in gewöhnlicher Weise auf der Horizontalebene MN ausgebrei- 
tet, und verpflanzen sodann diese Werthe von jener Ebene nach der 
Kugelfläche hin, indem wir dieselben auf geradlinigen, gegen 0" con- 
vergirenden Bahnen nach der Kugelfläche hingleiten lassen. In sol- 
cher Weise wird z, B. auf den Kugelflächenpunkt Z [vgl. die Figur] 
derjenige Werth f{z) fallen, welcher ursprünglich in sich befand. 
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Durch dieses Verfahren verwandelt sich die ursprüngliche Aus- 
breitung der Function auf der Horizontalebene in eine Ausbreitung 
derselben auf der Kugelfläche, 

Beispiele. — Die Fanction /" = ( — j ist auf der Horizontalebene ein- 

detUigy und in den unendlich fernen Punkten durchweg = 0. Projicirt 
man nun die Werthe dieser Function in der angegebenen Weise auf die 
Eugelfl&che, so WM auf den tiefsten Punkt (/ derselben von allen Seiten 
her ein und derselbe Werth, nämlich der Werth 0. Es wird daher diese 
Function auf der Eugelfläche im Punkte <0' eindeutig sein, und selbstver- 
ständlich auch in jedwedem andern Punkte der Eugelfläche. 

Analoges gilt von der Function /* = ^r^ , welche in den unendlich fer- 
nen Punkten der Horizontalebene durchweg «» oo ist. Verpflanzt man also 
die Werthe dieser Function nach der Eugelfläche, so wird auf den Punkt 
(/ von allen Seiten her ein und derselbe Werth, nämlich der Werth cx> 
fallen. Es ist mithin diese Function f ^= z^ wiederum auf der Eugelfläche 
überaU eindeutig. 

Was wir bei diesen beiden Beispielen sehen, gilt aber nicht allge- 
mein für jede Function. So ist z. B. die Function 

/ =• Sin jS = sm (x + ty) = I sin x — ) + ♦ l ^^s x I 

auf der Horizontalebene überall eifideutig. Und trotzdem wird sie bei 
ihrer Ausbreitung auf der Eugelfläche im Punkte 0' unendlichvieldeutig 
sein. Denn diese Function besitzt, wie man leicht übersieht, in den un- 
endlich fernen Punkten der Horizontalebene oder (anschaulicher ausge- 
drückt) in den einzelnen Punkten einer in der Horizontalebene um mit 
unendlich grossem Radius beschriebenen Ereisperipherie verschiedene Werthe. 
Und air diese verschiedenen Werthe fallen, beim Uebergange zur Eugel- 
fläche, auf den Punkt 0\ 

§2. 
Die Antipodenebene als Träger der Fanotionswerthe. 

Durch Ausbreitung der Werthe einer Function auf der Kugel- 
fläche wird erreicht, dass wir alsdann all' diese Werthe im End- 
lichen vor uns ha- 
lben ; wobei aber der 
Nachtheil eintritt, 
dass als Träger die- 
ser Werthe nicht 
mehr eine ebene, 
sondern eine Jbrum- 
me Fläche dient. ^' ^' ^' ^' 

Um diesen Nachtheil zu beseitigen, constmiren wir eine $weiie 
Horißontaid)€ne M'Ky welche die Kugel in C/ berührt, und welche 
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zur beqnemeven Unterscheidung die Äntipoderubene heissen mag. [ 
Projicirt man nun die auf der Eugelääche ausgebreiteten Funddons- ^ 
werthe auf geradlinigen^ yon auslaufenden Bahnen nach der Änti- > 
podenebene, z. B. [vgl. die Figur pg. 53] von Z nach /, so sind alsdann li 
sämmtliche Functionswerthe auf dieser Antipodenebene ausgebreitet. 

Diese Antipodenebene erstreckt sich aber nach allen Seiten ins 
Unendliche^ sodass wir jetzt schiesslich denselben Uebelstand haben, 
der mit der ursprünglichen Ausbreitung der Function auf der Hori- 
zontalebene verbunden war. 

Bei jeder der drei Ausbreitungsmethoden (auf der Horizontal- 
ebene, auf der Eugelfläche und auf der Antipodeuebene) ist also 
der störende Umstand vorhanden, dass die angewandte Fläche ent- 
weder eine unendliche oder aber eine krumme ist. Um beide Uebel- 
stande zu vermeiden, zerlegen wir die Eugelfläche durch irgend eine 
geschlossene Curve fit/ (z. B. durch ihren Aequator oder durch einen 
Parallelkreis) in zwei Teile © und ©', von welchen der eine den 
Punkt Q, der andere den Punkt (7 enthält, und projiciren sodann 
die Functionswerthe des Theiles © von (X aus nach der Horizon- 
tal-, und die des Theiles ©' von aus auf die Antipodenebene. 
Solches ausgeßhrt ge- ^^ 

dockt y sind alsdann 
sämmtliche Werthe der 
gegebenen Function aus- 
gebreitet auf gwei ebe- 
nen endlichen Flä- 
chenstücken 91, W, von 
denen das eine in der 
Horizontal:, das andere 

in der ÄnHpodenAene liegt. Die Werthe, welche auf der Eugelfläche 
längs der Curve [iv vorhanden waren, kommen bei dieser Ausbrei- 
tung doppelt vor, indem sie sowohl auf den Rand von $[, wie auf den 
von 91' fallen; so dass also die Bandwerthe von % identisch sind mit 

denen von Ä'. 

§3. 

Die Horizontalebene, die Eugelfläohe und die Antipodenebene sind 

ansusehen aLs venohiedene Zxusitände ein und derselben Fläche. 

Man kann die Horizontalebene, die Eugelfläche und die Anti- 
podenebene als verschiedene Zustände ein und derselben biegsamen, 
dehnbaren und zusammenziehbaren Fläche auffassen. Auch kann 
man die Uebergänge dieser Fläche aus dem ersten in den zweiten 
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und dritten Zustand in solcher Weise sich vorstellen^ dass je drei 
Punkte, wie 0, Z, [vgl. 
die Figur pg. 53] nichts 
anderes sind als drei ver- 
schiedene Lagen ein und 
desselben Flächenpunktes. 

Die [in der nebenstehen- 
den Figur] mit a, cc, d be- 
zeichneten Seüen der drei 
Flächen sind alsdann 'wnier- 

einander identisch, und ebenso andererseits auch b, ß, b\ Da man 
nun bei der Horizontalebene a als die obere und b als die untere 
Seite zu bezeichnen hat, so erscheint es notwendig, mit dem erstem 
Namen auch a und a, mit dem letztern ß und V zu belegen. 

Bei der Antipodenebene wird also, ebenso wie bei der Horizontair 
ebene, unter der obern Seite die der Kugelfläche abgewendete m ver- 
stehen sein. Und andererseits wird bei der Kugelfläche selber unter 
der obern Seite ihre Aussenseite m verstehen sein. 

Bei der Untersuchung der auf der Horizontalebene ausgebrei- 
teten Functionswerthe haben wir [in den vorhergehenden Capiteln] 
häufig die Worte links und rechts gebraucht. Und zwar haben wir 
bei Anwendung dieser Worte unsem Standpunkt stets auf der obern 
Seite der Horizontalebene gewählt. Demgemäss wird es für den 
stetigen Fortgang unserer Betrachtungen geboten sein, unsern Stand- 
punkt auf dieser obern Seite auch dann noch beizubehalten, wenn 
jene Ebene im Verlauf der Untersuchung in die Eugelfläche oder in 
die Antipodenebene übergeht. 

Nehmen wir also an, die Kugelfläche sei ein Bild unserer Erd- 
kugel, und unser Wohnort auf der Erdkugel sei in 0. Dann werden 
wir selber denjenigen Standpunkt hctben, welcher zur Beurtheilung der 
auf der Horizontalebene ausgebreiteten Functionswerthe geboten ist. 
Und gleichzeitig werden unsere bei 0' wohnenden Antipoden einen 
Standpunkt haben, une er erforderlich ist zur Beurtheilung der auf der 
Antipodenebene ausgebreitelen Functionswerthe, Dies ist für die 
Zukunft unveränderlich festzuhalten. Und hierin liegt auch der 
Grund für die Wahl des Namens Antipodenebene. 

Nachdem in solcher Weise die öbem Seiten der betrachteten 
Flächen fixirt sind, können solche Ausdrücke wie positive oder negor 
tioe Umlaufimg sofort angewendet werden, ohne dass dabei irgend 
ein Missverständniss zu befürchten wäre. 
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Will man nämlich ein beliebig gegebenes Flächenstück in j»^tl^w^< 
tiver Richtung umlaufen ^ so muss man [vgl. die Regel pg. 3] 
der öbem Seite des Flächenstücks längs seiner Randes in solclü 
Richtung fortschreiten, dass man dabei das Flächenstück selber 
LdnTcen hat. 

Die obere Seite der Kugelfläche ist aber ihre Aussenseite. W^ilJ 
man also z. B. das ^ 

Flächenstück @ längs 
seiner Randcurve [iv 
posüiv umlaufen , so 
hat man längs dieser 
Curvevon Westennach 
Osten zu wandern, falls 
man nämlich für den 

Augenblick als .21 

Nordpol und 0' als Südpol der Kugel bezeichnet Will man hin- 
gegen das andere Flächenstück @' positiv umlaufen, so hat man 
längs [IV in entgegengesetsster Richtung, nämlich von Osten nach Westen 
fortzuschreiten. 

Ferner bemerkt man, dass die positiven Umlaufungen der bei- 
den Flächenstücke @ und 9[ unter einander harmoniren. Denken 
wir uns z. B. in Cf einen leuchtenden Punkt, so wird, falls wir sel- 
ber das Flächenstück @ positiv umlaufen, gleichzeitig unser auf die 
Horizontalebene geworfener Schatten in positiver Richtung um 8 
herumlaufen. 

In ähnlicher Weise harmoniren unter einander die positiven 
ümlaufungen von ©' und Ä', wobei ein leuchtender Punkt in an- 
zubringen sein würde. 

§4. 

Die Coordinatensysteme xOy und xCfy in der Horizontal- und 

Antipodenebene. 

Ebenso wie wir das Axensystem in der Horizontalebene mit 
xOy bezeichnet haben, ebenso wollen wir das in der Antipoden- 
ebene festzusetzende Axensystem xCfy nennen. Und zwar mögen 
die Axen Ox und ffx' parallel und von gleicher Richtung sein. Sie 
mögen beide liegen in der Ebene der nebenstehenden Zeichnung. 

Der in auf der öbem Seite der Horizontalebene Stehende und 
in der Richtung Ox Fortsehende wird alsdann die Richtung Oy 
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markiren mit ausgestreckter Linken [Satz (3.) pg. 4]. Daraus folgt, 
dass der Punkt y hinter der Ebene der Zeichnung liegt. 

Andererseits wird 
[zufolge desselben Sa- 
tzes] der auf der obem 
Seite der Antipoden- 
ebene in 0' Stehende 
und in der Richtung 
(Xx' Fortsehende die 
Richtung OV^^it aus- 
gestreckter Linken Ä' 
markiren. Hieraus folgt, dass der Punkt y' vor der Ebene der Zeich- 
nung liegt, dass mithin (Xy und Oy entgegengesetzte Richtungen sind. 
Sind also xOy und x'O'y die in der HorieontaU und Antipoden- 
ebene festgesetzten Axensysteme, so haben Ox und Cf od gleiche Rich- 
tung , hingegen Oy und Cfy' entgegengesetzte Bichtfingen. 

Es mag dabei noch auf folgenden Umstand aufmerksam gemacht 
werden. Die Ebenen xOy und x O y sind zwei Tangentialebenen der 
Eugelfläche. Denkt man sich die eine derselben als eine bewegliche Tan- 
gentialebene, so wird man dieselbe durch Verschiebung ihres Contact- 
punktes stets in eine solche Lage versetzen können, dass mit (/, femer 
Ox mit (/x und gleichzeitig Oy mit (X^y zur Deckung gelangt. 

Es seien z, Z, / irgend drei einander correspondirende Punkte. 
Alsdann sind die beiden Dreiecke OO'z und OCfz' ähnlich dem Drei- 
eck Off Z, also auch unter einander ähnlich. Hieraus folgt: 

{Oz) {oa) 



d. i 



{Oz){az') — {()or)\ 



0.) 



(-^.) 



Bezeichnet man also die Entfernungen 
{Oss) und {(y z') mit r und r', und 
setzt man ausserdem fest, da>ss der Kugel- 
durchmesser (00') = 1 sein solle, so 
erhält man: 

rr' = 1, 

Es seien nun z und z' zugleich die Abbreviaturen für die die- 
sen Punkten z und / zugehörigen Binome; also 

z:^x + iy, 

z = X'\-%y, 

wo X, y die Coordinaten des Punktes z im Coordinatensystem xOy^ 




(3.) 



{x'== r cos •fr, . 
W= — r sinfr, 



(4.) 



(5.) 
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und x'f y' die Coordinaten von / im Coordinatensystem xO'y vor 
stellen. Alsdann ergiebt sich: 

{a; = r cos d", 
y = r sin «■, 

wo 0* das in beistehender 
Figur*) angegebene Azi- 
muth repräsentirt. Hier- 
aus folgt weiter: 

X -{- iy ^= re^^y 

^ + ^y = r'e~»^, 

also mit Rücksicht auf (1.) : 

{x + iy) {x' + iy ) = 1. 



H 




JCX' 



Also der Satz: Zwischen je zwei einander correspondirenden 
Punkten z = x -{- iy und / = rc' + iy der Horizmtalr und Anti- 
poden^)ene findet stets die Relation statt: 

(6.) (x + iy) {af + iy') = 1, d. i. zii = 1. 

Dabei ist vorausgesetzt, dass der Durchmesser der Kugel = 1 sei 
dass femer in jenen beiden Ebenen die x-Axen gleiche RictUung, und 
die y-Axen entgegengesetzte Rvehturig haben ^ wie solches näher an- 
gegeben tüurde im vorhergehenden Satz [pg. 57]. 

§ 5. 
Eine rationale Function von z in ihrer Ausbreitung auf der 

Kugelfläohe. 

Die Werthe irgend welcher Function f{z) erleiden, falls man 
die Horizontalebene in die Eugelfläche, und diese wieder in die Anti- 
podenebene übergehen lässt, keine Grössen -Veränderung, sondern nnr 
eine Orfe -Veränderung. Derselbe Werth nämlich, welcher ursprüng- 
lich in z war, kommt später nach Z, und schliesslich nach /, falls man 
nämlich unter z, Zy z irgend drei einander correspondirende Punkte 
versteht [Figur pg. 57]. 

Demgemäss wird also z. B. auch die rationale Function 



(7-) 



= 



z- C 



in je drei solchen Punkten z, Z, ^ ein und denselben Werth haben. 

*) Diese Figur soll die vorhergehende von Neuem darstellen, dieselbe 
betrachtet aus der Yogelperspective. 
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Dabei sollen Aj B, C beliebig gegebene reelle oder complexe Con- 
stanten vorstellen. 

Nun kann man aber^ weil bei je drei correspondirenden Punkten 
z, Zy fl die Relation (6.) stattfindet: ;2?/ = 1, hiervon Gebrauch 
machen^ um jenem in Zy Z, / vorhandenem Werth (7.) eine andere 

Form zu geben, indem man z=— substituirt. In solcher Weise 

ergiebt sich: 

(1 - Az') (1 ^ Bz') 
^ ~ JEf' (1 - Gz) 

Auch wird es bequem sein, diesen den drei Punkten s, Z, z 
gemeinschaßlichm Werth O bei z in der Form (7.), hingegen bei / 
in der Form (8.) zu verwenden. 

Thut man dies, und berücksichtigt man dabei den Satz (29.) 
pg. 47, so ergiebt sich aus (7.), dass die Function O auf jedem 
endlicJien Stück der Horizontalebene eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig ist. und ebenso • ergiebt sich alsdann aus (8.), dass O 
dieselben Eigenschaften besitzt auf jedem endlichen Stück der Anti- 
podenebene. 

Denkt man sich also, wie früher, die Eugelfiäche durch eine 
Curve fiv in zwei 
Theile © und ©' zer- 
legt, und die mit diesen 
Theilen correspondi- 
renden Theile der Ho- 
rizontal- und Antipo- 
denebene mit Sl und 
Sl' bezeichnet, so wird 
<l> eindeutig und bis auf 



Ä 




31' 



einzelne Pole stetig sein sowohl auf Sl wie auf Sl', mithin diese Eigen- 
schaften auch besitzen auf @ und @' [vgl. die folgende Erläuterung]. 
Demgemäss wird also O diese Eigenschaften besitzen auf der ganzen 
Xugdfläche. 

Man übersieht nun sofort, dass man in genau derselben Weise 
verfahren kann bei jeder beliebigen rationalen Function von z, und 
gelangt also zu folgendem 

Satz. — Eine rationale Function von z unrd bei ihrer Ausbrei- 

(9.) tung auf der Kugelfläche daselbst überall eindeutig, und bis auf einzelne 

Pole daselbst auch überall stetig sein. 

Erläntening der vorhergehenden Schlnssfolge. — Sind z und Z zwei 
auf 9 und @ einander corregpondirende Punkte, so wird eine in z stetige 
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Function (t> offenbar in 7j ebenfalls stetig sein. Ist andereraeits <t> in ^ . 
mit einem Vo\ behaftet, also daselbst unstetig, jedoch in solcher Weisedä 

dass der reciproke Werth - im Bereich des Punktes z stetig- bleibt, so 

wird dieses -r- auch stetig sein in dem Bereich des correapondirendeo 
Punktes Z. Folglich wird in Z ebenfalls einen Pol haben. Q. e. d. 

Nimmt man insbesondere eine ganze rationale^ z. B. die Function 
(10.) O = (^ - ^) (^ - JB) (je - G), 

so lässt sich dieser den drei Punkten jer, Z, / gemeinsdiattliche Werth 

mittelst der Substitution j? «= — auch so darstellen: 

z 



(11.) <!> 



_ (1 ~ Az) (1 — Bz') (1 — Cz') 



Ä» 



Aus (10.) ersieht man, dass <t> eindeutig und stetig ist auf St, mithin 
auch auf ©. Andererseits ersieht man aus (IL)» dass <l> auf 3' 
eindeutig und iis auf einen in Of liegenden Fol stetig ist, dass mithin 
O diese Eigenschaften auch auf @' besitzt. Demgemäss ist also 
die Function <t) auf der Kugelfläche eindeutig^ und bis auf einen in ff 
liegenden Pol stetig. Genau dasselbe wiederholt sich offenbar bei 
jeder beliebigen ganzen rationalen Function. Also der 

Satz. — Eine ganze rationale Function von z wird hei ^rcr 

(12.) Ausbreitung auf der Kugel fläche überall eindeutig, und, bis auf einen 

bei Cf d, i, bei z = oo liegenden Pol, daselbst überall stetig sein. Mau 

kann nämlich die Punkte und 0' nach den zugehörigen Werthen 

von z respective mit z = und mit ;? «= oo bezeichnen. 

§6. 

Ueber die Umkehrbarkeit der Sätze des vorhergehenden 

FaragraphB. 

Ist eine nicht näher bekannte Function f(z) auf der Kugel- 
fläche überall eindeutig und stetig, so gilt offenbar Gleiches auch von 
ihrem Modul. Es wird also dieser Modul auf der Kugelfläche überall 
stetig, mithin auch überall endlich sein. Ist mithin M der grösste 
Werth dieses Moduls, so repräsentirt M eine bestimmte endliche 
Constante von positivem Werth. 

Demgemäss ist also f(z) auf der Horizontalebene überall eindeu- 
tig und stetig, und gleichzeitig ist der Modul von f{z) daselbst 
überall < M. Hieraus aber folgt [Satz pg. 25], dass f{z) eine Con- 
stante ist. Also der 
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Satz. — Ist eine Function f{e) hei ihrer Ausbreitung auf der Kugel- 
fläche (Menthcüben eindeutig und stetig, so wird sie eine Constante sein. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Function f{z) sei auf der Eugel- 
fläche überall eindeutig, und bis auf einen bei je := oo (d. i. in (/) 
liegenden Pol daselbst auch überall stetig. Es soll die Beschaffen- 
heit dieser Function näher untersucht werden. 

Zerlegt man die Eugelfläche durch irgend einen Parällelhreis 
§iv in zwei Theile © und ©', und bezeichnet man die correspon- 
direnden Theile der Horizontal- und Äntipodenebene mit 9[ und %', 




14.) 



so ist f(e) auf ©', mithin auch auf 8t' eindeutig, und bis auf den 
Pol (/ stetig. Folglich ist f(0) [Satz (34.) pg. 48J innerhalb dieser 
Kreisfläche Sl' darstellbar durch die Formel: 

f{0) = Ä/'P + Bd-P^"^ + Cs-P^^ h^^"' 

+ ^ + B/ + 5/*+ T/» + , (gültig auf «'), 

wo A^ByCy--' P, Q, Ry S^ T, Constanten sind, während p eine 

positive ganze Zahl l'epräsentirt. 

Solches constatirt, soll jetzt die Differenz untersucht werden: 

15.) q>(js) = f{ß) - [Ä/-P + J5/-^+i + C/-^+« h P/-^], 

welche, da j?/ => 1 ist, auch so sich darstellen lässt: 

IG.) q>(g) = f{z) — [AzP + BaP-^ + C^p-^ [- Pis\. 

Nimmt man diese neue Function q>(/) in der Gestalt (15.), so folgt 
aus der Formel (14.) sofort, dass sie auf 91' identisch ist mit 

Q + Rz + Ä/» + r/» H , 

dass sie also auf 91', mithin auch auf @' überall eindeutig und stetig 
ist. Und nimmt man andererseits die neue Function g>(/) in der 
Gestalt (16.), so folgt mit Rücksicht auf die über f(0) gemachten 
Voraussetzungen, do,8s q>{js) auf 91, mithin auch auf @ überaü ein- 
deutig und stetig ist. 
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Beides zusammen genommen, ergiebt sich also, da^ss ^{p) ^ 
Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit auf der pan^en £k 
gel fläche besitzt, dass also [zufolge des yorhergehenden Satzes (13. 
fp{ig) eine Constank ist. Demgemäss erhalten wir aus ^16.^: 

(17.) fi^) = Consi + ÄzP + B^P-^ + CeP-^ f- J^^, 

und gelangen daher zu folgendem 

Satz. — Ist die Function f(z) auf der Kugelfläche iiherall ein- 
(18.) deutig, und bis auf einen lei z= oo (d. i. in <T) gelegenen JPol daseU'.^ 
auch überall stetig, so wird sie stets eine ganze rationale JFunc^^ 
von z sein. 

Wir gehen jetzt zu der allgemeinsten Aufgabe über, die sich 
hier darbietet. Es sei nämlich f{z) eine Function, die auf der K^iffä- 
flmhe eindeutig, rnid bis auf einzelne unbekannte Pole stetig ist. £^ 
soll die Beschaffenheit von f{z) näher untersucht werden. 

Möglicherweise liegt einer der unbekannten Pole in 0\ AH 
diejenigen Pole aber, die nicht in ff liegen, mögen mit a^, tx^j-'-a^ 
benannt werden, und zur Zerlegung der Kugelfläche in zwei Theile 
© und ©' [vgl. die vorhergehende Figur] mag ein Parallelkreis ftf 
benutzt werden, der so nahe an ff liegt, dass all' jene mit a^, a^y-'-^s 
bezeichneten Pole innerhalb ® liegen. Sind nun wieder % und 9' 
die mit © und ©' correspondirenden Theile der Horizontal- untl 
Antipodenebene, so wird f{z) auf ©, mithin auch auf 8t eindeutig, 
und bis auf die Pole a^,a^,'"aa stetig sein, also [Satz (32.) pg. 4S] 
auf der Kreisfläche Sl darstellbar sein durch die Formel : 

wo Ä, B, C, /),••• Constanten vorstellen, während die ^s positive 
ganze Zahlen sind. 

Solches constatirt wollen wir jetzt das Product untersuchen: 

(20.) 9> W = fi^ • [(^ - ^lY' (z-a^)P-'"{z — aa^a]. 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck ist eine 
r(xtionale Function von z, also [nach Satz (9.)] auf der Kugelfläche 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Gleiches gilt aber, nach 
unserer Voraussetzung, auf der Kugelfläche auch von f(z), und daher 
[Satz pg. 46] auch von dem Product q>(z). 

Diese neu eingeführte Function q>(z) ist mithin auf der Kugel- 

(21.) fläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Es handelt sich 

darum, diese noch unbekannten Pole zu ermitteln« Und zu diesem 
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- ; Z v^ecke sind nacheinander die beiden Theile @ und @' der Eugel- 
icv flache zu durchmustern. 

Zuvörderst folgt aus der Gleichung (19.), dass die neue Function 
11 9>(^); (20.); auf 8t darstellbar ist durch 

dass sie also auf %, mithin auch auf @ überall stetig ist. Sie kann 

- satnü auf % oder © Tceinen Pol haben, 

. , Was femer Ä' oder ©' betrifift, so besteht ^{z)y nach (20.)^ 

, aus zwei Factoren. Der erste Factor f{z) kann [zufolge unserer 

Construction] auf ©' nirgends einen Pol haben^ also auch nirgends 

unendlich werden, — ausser vielleicht in C. Und der ssweite Factor, 

\ der in (20.) in eckige Klammern eingeschlossen ist, kann, wie sein 

Anblick zeigt, auf @' ebenfalls nirgends unendlich werden, ausser 

für jgf = oo, d. i. in CJf, Demgemäss wird also auch das Product 

q>(z) dieser beiden Factoren auf @' nirgends unendlich sein können, 

j ausser in ff. Und hieraus folgt weiter, dass (p{z) auf ©' keinen 

"1 Pol besitzen kann, ausser in ff. 

Mit Rücksicht auf diese Ergebnisse (22.), (23.) wird jetzt also 
der Satz (21.) dahin auszusprechen sein, dass die Function (p(z) auf 
der ganzen Kugelfläche eindeutig und mit etwaiger Ausnahme eines in 
(J liegenden Poles daselbst auch überall stetig ist. Hieraus aber folgt 
[mittelst des Satzes (18.)], dass q>{z) eine ganze rationale Function 
von z ist. Solches constatirt, ergiebt sich jetzt aus (20.), dass f(z) 
eine gebrochene rationcde Function von z ist. Also der 

Satz. — Ist die Function f(z) auf der Kugelfläche eindeutig und 

n bis auf einzelne Pole stetig^ so wird sie stets eine rationale Function 
von z sein. 

Genauer genommen, ist übrigens offenbar hinzuzufügen, dass 
der Satz nur dann Giltigkeit hat, wenn die Anzahl jener einzelnen 
Pole eine endliche ist. 
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Einffthnuig der Riemann'sehen ebenen Flächen und der 

Riemann'schen Kngelflächen. 

§ 1- 

Heber die Biemann^sohen Windnngsfläohen. 

Ein Strahl, welcher von einem festen Punkte c ausgeht, um ^ 
drehbar ist, und nun längs irgend einer im Räume gegebenen Leit- 
curve fortgleitet; wird einen Kegelmantel beschreiben. Ist die Leit- 
curve eine in sich zurücklaufende, so gilt Gleiches auch von dem 
Kegelmantel. 

Befindet sich die Leitcurve auf einer um den Punkt c mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kugel, so heisst bekanntlich derjenige Ober- 
flächentheil dieser Kugel, welcher von der Leitcurve umschlossen 
wird, die Oeffnung des Kegelmantels. 

Wir wollen uns nun auf der um c beschriebenen Kugel eine 
Leitcurve denken, welche etwa die Form einer 8 besitzt, nämlich 
annehmen, dass diese Curve, ebenso wie es bei der 8 der Fall ist, 
durch einen Zug entsteht, welcher zuerst nach Ausführung einer 
Wendung sich selber durchschneidet, und welcher sodann nach Aus- 
führung einer zweiten, entgegengesetzten Wendung in seinen Anfang 
zurückläuft. Der Punkt, in welchem jene 8 formige Curve sich sel- 
ber durchschneidet, mag der Doppelpunkt der Curve genannt und 
mit d bezeichnet werden. 

Lassen wir den von c ausgehenden Strahl dem Zuge dieser 
Leitcurve folgen, so wird der von ihm beschriebene Kegelmantel, 
ähnlich wie jene Curve selber, zuerst nach, Ausführung einer Wen- 
dung (in der Linie cd) sich selber durchsetzen/ und sodann nach 
Ausführung einer zweiten, entgegengesetzten Wendung in seinen An- 
fang zurücklaufen. Es wird demnach dieser Kegelmantel zwei Oeff- 
nungen besitzen, von welchen die eine dem unteren, die andere dem 
oberen Theile der 8 entspricht. 
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Wir haben hier eine Fläche vor uns, welche in einer gewissen 
Linie sich selber durchsetzt Mit Flächen solcher Art werden wir in 
Zukunft häufig zu thun haben; und es wird daher zweckmässig sein, 
wenn wir uns hier zu Anfang sogleich mit einer gewissen Grund- 
vorstellung bekannt machen, welche — wie gezwungen sie im ersten 
Augenblick vielleicht auch erscheinen mag — bei jenen Flächen in 
Zukunft beständig festgehalten werden muss. 

Wir setzen nämlich ein für allemal festy dass ztvischen zwei Flä- 
chentheilen, welche einander in irgend einer Linie durchsetzen, längs 
1.) dieser Linie hin kein Znsammenhang, also auch keine Nach- 
barschaft stattfifiden soll. 

Denkt man sich z. B. im Räume zwei gleich grosse Kreisflächen, 
welche einander längs eines Durchmessers durchsetzen und unter 
irgend welchem Winkel gegen einander geneigt sind, so werden 
diese beiden Kreisflächen als zwei von einander völlig getrennte 
Flächenstücke anzusehen sein; nämlich als zwei Flächenstücke an« 
zusehen sein, welche unabhängig von einander ihre Lage im Räume 
ändern können, mithin an beliebige und beliebig weit von einander 
entfernte Stellen des Raumes versetzt werden können. 

Sobald von einem Punkte die Rede ist, welcher auf einer ge- 
gebenen Fläche fortgeht, oder fortschreitet, oder fortläuft, so versteht 
man darunter bekanntlich jederzeit einen Punkt, welcher seine Lage 
auf der Fläche stetig ändert, also einen Punkt, der von jedweder 
Stelle der Fläche immer nur zu einer benachbarten Stelle sich fort- 
bewegt. Die aufeinander folgenden Lagen eines solchen Punktes 
werden demnach in ihrer Gesammtheit eine Curve bilden, welche 
aus lauter zusammenhängenden Punkten der Fläche besteht. 

Zwei Flächentheile können als zwei Systeme von Punkten ange- 
sehen werden; die Punkte des einen Systems sind alle unter ein- 
ander zusammenhängend, ebenso auch die des andern. Durchsetzen 
aber die beiden Flächentheile einander, so findet — nach der von 
uns angenommenen Vorstellung — zwischen den Punkten des einen 
und denen des andern Systems längs der Durchsetzungslinie kein 
Zusammenhang statt 

Der auf einer gegebenen Fläche fortlaufende Punkt wird daher, 
weil seine Bahn aus lauter zusammenhängenden Punkten besteben 
muss, sobald er auf seinem Wege zu einer Linie gelangt, in welcher 
der Flächentheil, auf dem er sich gerade befindet, von einem andern 
Flächentheile durchsetzt wird, niemals in diesen andern Flächentheil 
hinübergehen können. Oder mit andern Worten: 

Keumann, Aberscho Integrale. 8. Anfl. 5 
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Bei einer Linie, in welcher gtvei Theile einer Fläche eina 
durchsetzen, ist die Bewegung eines auf der Fläche fortlaufenden Pi€'9tk' 
(2.) tes nothwendig immer der Art, als tväre der eine von diesen beulen 
Flächentheilen gar nicht vorhanden. 

Wir haben früher, um die Werthe irgend einer Function räiiin- 
lieh auszubreiten; bald eine ebene Fläche, bald eine Kugdfläche be- 
nutzt. Unter Umständen wird es zweckmässig sein, zu diesem Be- 
huf irgend welche andere Flächen in Anwendung zu bringen. Jeder 
Punkt der gerade gewählten Fläche wird alsdann der Träger eines 
gewissen Functionswerthes werden. Trifft es sich, dass hierbei j?m- 
sammenliängende Flächenpunkte auch jederzeit mit stetig zusammen- 
hängenden Functionswerthen belastet sind, so wird die Function eine 
auf jener Fläche überall stetige zu nennen sein. 

Wiederum wird hierbei, falls zwei Theile der in Anwendung ge- 
brachten Fläche einander durchsetzeUj wohl zu beachten sein, dass 
zwischen den Punkten des einen und denen des andern Theiles längs 
ihrer Dnrchsetzungslinie kein Zusammenhang stattfindet. 

SoU demnach irgend eine Function auf einer solchen Fläche ste- 
tig sein, so wird dmu^ was ihre Werthe auf jenen beiden einander 
durchsetzenden Flächentheilen anbelangt, nur erforderlich sein, dckss jeder 
(3.) von diesen beiden Theilen für sich allein betrachtet mit lauter 
stetig zusammenhängenden Werthen belastet ist — gleichgültig, o& 
die Werthe, welche der eine^ und tvelche der andere Tlrnl in der Nähe 
ihrer Durchsetztmgslinie besitzen, untereinander gleich oder verschie- 
den sind. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen kehren wir zu dem zu 
Anfang betrachteten Kegelmantel zurück. Wir wollen uns diesen 
Kegelmantel als eine materielle Fläche denken, und wiederum an- 
nehmen, sein Scheitelpunkt befinde sich im Mittelimrüct, und seine 
8 formige Leitcurve auf der Oberfläclie irgend einer Kugel. Der Kreis, 
in welchem die Kugel von einer durch ihren Mittelpunkt gelegten 
Horizontalebene geschnitten wird, mag der Aequator genannt wer- 
den; und jene 8 formige Leitcurve mag auf der Kugel eine solche 
Lage haben, dass die eine Schleife derselben oberhalb, die andere 
unte^'halb des Aequators, dass mithin ihr Doppelpunkt d gerade im 
Aequator liegt. Während nun der Doppelpunkt jener Curve im 
Aequator ungeändert liegen bleibt, mag sich die eine Schleife auf 
der obern, die andere auf der untern Halbkugel mehr und mehr 
ausdehnen; die Ausdehnung mag so weit fortschreiten, bis zuletzt 
die eine Schleife von oben, die andere von unten her dem Aeqtiotor 
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unendlich nahe kommt. Gleichzeitig werden sich alsdann die den 

beiden Schleifen entsprechenden Theile des Kegelmantels mehr und 

mehr abplatten, und zwar so weit 

abplatten^ bis zuletzt beide Theile^ der 

eine von oben, der andere Yon unten 

her^ fast vollständig in die Horizontal- 

d>ene hineinfallen. 

In dem gegenwärtigen Zustande 

wird alsdann der Kegelmantel eine 

Fläche repräsentiren, von welcher die 
Horizontalebene überall doppelt be- 
deckt isty es mag diese Fläche eine 
Windungsfläche, und ihr Scheitelpunkt 
ein Wmdungspunkt genannt werden. 

Die Windungsfläche kann auf beliebige Weise begrenzt, oder 
auch tmbegrenzt sein. Denken wir uns z. B. unsere Windungsfläche 
von ihrem Scheitelpunkte aus nur bis zu der um c beschriebenen 
Kugelfläche hin fortgesetzt, so wird die Begrenzungslinie derselben 
eine kreisförmige Gestalt besitzen. Und zwar wird, weil längs der 
Linie cd hin zwischen den beiden daselbst einander durchsetzenden 
Flächentheilen kein Zusammenhang stattfindet, zwischen den beiden 
im Punkte d einander durchkreuzenden Theilen der Begrenzungs- 
linie ebenfalls kein Zusammenhang vorhanden sein. Es wird dem- 
nach die Begrenzung der Windungsfläche aus einer einstigen Curve 
bestehen, welche nach zwei vollen Kreisumläufen in sich selber 
zurückkehrt. 

Wir würden übrigens, wie wir sofort übersehen, eine solche 
kreisförmig begrenzte Windungsfläche auch dadurch erhalten kön- 
nen, dass wir zwei ebene Kreis- 
flächen übereinanderlegen, diesel- 
ben längs zweier übereinanderlie- 
genden Radien aufschlitzen, und 
sodann die entgegengesetzt liegen- 
den Ränder des oberen und des 
unteren Schlitzes mit einander zusammenheften, nämlich den Rand 
a mit /S', und a mit /). 

Ein auf der Windungsfiäche fortgehender Punkt wird, sobald 
er die Linie cd passirt, aus dem unteren Blatt der Fläche in das 
obere, oder auch umgekehrt aus dem oberen in das untere gelangen. 
Aus diesem Grunde wird es zweckmässig sein, die Linie cd eine 
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Uebergangslinie zu nennen. Ein üebergang aus dem unteren Bla^V^/l 
in das obere hinein kann übrigens auf doppelte Weise bewerkstellig'^ 
werden. Denkt man sich nämlich einen Beobachter, welcher in c 
auf der horizontal liegenden Windungsfläche steht und nach d hin 
fortsieht; so kann dieser üebergang entweder von livücs unten nacli 
rechts oben, oder auch umgekehrt von rechts unten nach links oben 
erfolgen. Charakteristisch für die hier betrachtete Fläche ist es, 
dass ein auf derselben fortlaufender Punkt den Windungspunkt zwei- 
mal umkreisen muss, ehe er in seine Anfangslage zurückkommt. 

Durchaus unwesentlich ist es, dass wir uns bis jetzt die Ueber- 
gangslinie geradimig gedacht haben; es kann dieselbe eine Our^e 
von beliebiger Krümmung sein. Wir brauchen nämlich die beiden 
ebenen Kreisflächen, welche zuletzt zur Construction der Windungs- 
fläche in »Anwendung gebracht wurden, nicht gerade längs eines 
Hadius hin aufzuschlitzen, sondern können dieselben auch längs 
irgend einer andern vom Mittelpunkt nach dem Rande hingehenden 
Curve aufschlitzen. Wenn wir alsdann wiederum die entgegengesetzt 
liegenden Ränder des oberen und unteren Schlitzes zusammenheften, 
so haben wir eine Windungsfläche, in welcher die Uebergangslinie 
durch eine Curve von beliebiger Gestalt repräsentirt ist 

Zur Construction einer Windungsfläche sind bis jetzt zwei Me- 
thoden angegeben worden. Eine dritte Methode zur Construction 
einer solchen Fläche ist folgende: 

Man markire in der Horizontalebene einen Punkt c, und construire 
sodann in dieser Ebene eine zweimal um c herum- und schliesslich 
in sich zurücklaufende Curve, und bezeichne den 
Doppelpunkt derselben mit d. Diese Curve be- 
trachte man als die Leitcurve eines Kegels, des- dj 
sen Scheitelpunkt irgendwo im Baume liegt; und 
denke sich sodann diesen Scheitelpunkt auf irgend 
welchem Wege näher und näher an den Punkt c 
herankommend; dann wird sich die Mantelfläche 
des Kegels mehr und mehr abplatten, bis sie zu- 
letzt vollständig mit der Ebene der Leitcurve zu- 
sammenfällt. In diesem Endzustande wird dann die Mantelfläche 
des Kegels wiederum eine Windungsfläche sein. Der Punkt c wird 
den Windungspunkt, und die Linie cd die Uebergangslinie vorstellen. 

Es wird zweckmässig sein, hier zugleich andere Windungs- 
flächen, nämlich Windungsflächen höherer Ordnung, mit in unsere 
Betrachtung hineinzuziehen. 
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Die letzterwähnte Leitcurve lief nach zwei vollen Umdrehungen 
in ihren Anfang zurück. Nimmt man statt dieser eine Curve, die nach 
m vollen Umdrehungen in ihren Anfang zurückläuft; so erhält man*. 

für m = 1 eine getoöhnliche einblättrige Fläche (Windungsfläche 
0*®' Ordnung; bei. einer solchen Fläche wird irgend ein beliebiger 
Punkt als der Windungspunkt derselben zu bezeichnen sein), 

für m = 2 die soeben betrachtete, der letzten Figur entspre- 
chende zweiblättrige Windüngsfläcfie (nach Biemann's Ausdrucks weise: 
eine Windungsfläche 1**' Ordnung), 

ferner f ür ♦» = 3 eine dreiblättrige Windungsfläche (nach Rie- 
mann: eine Windungsfläche 2*®' Ordnung). U. s. w. U. s. w. 

Bemerkungen. — Man ersieht hieraus, dass eine einblättrige Win- 
dungsfläche nichts anderes ist, als eine gewöhnliche einblättrige Fläche 
(z. B. eine Kreisfläche), und also gar keine Uebergangslinie besitzt. 

Ferner ergiebt sich aus den angestellten Betrachtungen sofort, 
dass eine jertmblättrige Windungsfläche mindestens eine Uebergangs- 
linie besitzt. Doch kann sie deren auch 

mehr haben. In der That kann man eine ^ 

solche zweiblättrige Fläche z. B. erhalten /^ y"^ 

unter Anwendung der nebenstehenden / X 

Curve, welche [ebenso wie die der vor- 1/ 

hergehenden Figur] nach zwei vollen Um- ^' y'^ / / 

laufen in sich zurückkehrt. Diese besitzt ^^^^Kc^^^^y""^ 

alsdann ofiPenbar aber drei Uebergangs- 

linien, welche in der Figur durch Punktirung angegeben sind. 

Eine dreiblättrige Windungsfläche besitzt, wie man leicht über- 
sieht, mindestens zwei Uebergangslinien. Diese beiden können ent- 
weder irgend welchen Winkel mit einander bilden, oder auch dicht 
ueben einander, respective über einander liegen, wie solches leicht 
zu übersehen ist. U. s. w. U. s. w. 

§2. 

Heber die stetige Umformimg einer Windungsfläohe in eine 

gewöhnliche einblättrige Fläohe. 

Liegt auf der Horizontalebene ein in sich zurücklaufender Faden 
(etwa ein Gummifaden), dessen einzelne Elemente biegsam, dehnbar 
und auf der Ebene verschiebbar sind, so kann man diesen Faden in 
stetiger Weise aus der Gestalt 1. in die Gestalt 2., sodann in die 
Gestalt 3., endlich in die Gestalt 4. übergehen lassen; [vergl. die 
folgende Figur]. 
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blick B und P die Längen der beiden erzeugenden Badiefi, wrui -w^ ta^- 

(D die von ihnen beschriebenen Botationsunnkelf so soll bcstäncfir/ 

p = y^R und cd = - 

seiuy wo in eine beliebig gegebene jwsüive ganze Zahl vorstellt Lässig iühd 

mm das Azimuth w von 0^ bis m . 360^, mithin das Azimutki o voi. 

0^ bis 360^ anwachsen, so wird sich, auf diese Weise und unter sonst 

-geeigneten Dispositionen, die eine Fläche in eine m-blattrige Wirtcittng:^ 

fläcJie, die andere in eine gewöhnliche einblättrige Fläche verwandeiü. 

Erlänterang. — Die Flächen (Rf^RS) und (Po PI) entstehen und ^wacb- 

sen gleichzeitig. Während aber das Wachsen der erstercn auf vollst/ freie 

und willkürliche Weise vor sich geht, ist das Wachsen der letztem auf 

bestimmte Weise gebunden an das der erstem. 

Wir wollen uns beide Flächen materiell denken. Die Fläche (J?^ 22 1!> ) 
wird in dem Augenblick, wo ihr erzeugender Radius einen Rotations trinke) 
von 360*^ beschrieben hat, zwei Randgebiete R^ und R besitzen, ^v-elche 
dicht neben einander liegen. Zwischen diesen beiden Randgebieten mag 
aber keine Vereinigung eintreten. Wir wollen nämlich den erzeug'enden 
Radius, sobald er nach einer Drehung von 360^ zu seiner Anfangslage It^ 
zurückgekehrt ist, in seiner Rotationsbewegung weiter fortfahren lassen, 
und gleichzeitig wollen wir das von ihm nachgeschleppte, neu entstehende 
Flächengebiet, ohne mit dem bei R^ schon vorhandenen in Zusammenhacg: 
zu treten, über dieses hinweg sich fortschieben lassen. Die Fläche {It^ Uly) 
wird alsdann die Gestalt einer Schraubenfläche annehmen, in welcher die 
Anzahl der über einander liegenden Blätter mit jeder Umdrehung des er- 
zeugenden Radius um Eins zunimmt, und bei welcher eine Vereinig^ang 
der bei R^ und R liegenden Randgebiete nun weiterhin völlig unmög- 
lich ist. 

Wir ändern gegenwärtig unsere Vorstellungen. Die Fläche {R^HS) 
mag nicht geradezu wie eine Schraubenfläche ^ sondern in etwas anderer 
Art wachsen. Während nämlich bei Entstehung einer Schraubenfläche das 
im Wachsen begriffene obere Blatt der Fläche beständig auf dem schon 
vorhandenen darunter liegenden Blatt sich fortschiebt, nehmen wir an, dass 
bei Entstehung der Fläche (RqRS) das im Wachsen begriffene Blatt die 
schon vorhandenen Blätter beliebig oft, und an beliebigen Stellen durch- 
setzen dürfe, dass also die voranschreitende Begrenzungslinie R des neu 
entstehenden Blattes sich gewissermasseu wie eine scharfe Kante oder 
Schneide verhalte, welche die schon fertigen Blätter nach Belieben durch- 
dringen kann. 

Wir lassen nun die voranschreitende Kante R von ihrer Anfangs- 
lage Rq aus im Ganzen m volle Umdrehungen machen, und lassen die- 
selbe im Verlaufe dieser Umdrehungen in jedem Augenblick nach Belie- 
ben entweder das schon früher entstandene Flächengebiet durchschneiden, 
oder ohne dasselbe zu verletzen ruhig darüber hingleiten; jedoch so, dass 
sie schliesslich nach Ablauf jener m Umdrehungen in ihre Anfangslage B^ 
hineinfällt. Ihre Länge mag sich während jener m Umdrehungen von 
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Augenblick zu Augenblick beliebig geändert haben, zuletzt aber wiederum 
ebenso gross geworden sein, als sie zu Anfang war. Die in solcher Weise 
entstandene Fläche (BqBS) wird alsdann zwei bei R^ und B unmittelbar 
neben einander liegende Randgebiete haben. Lassen wir zwischen diesen 
beiden Randgebieten eine Zusammenschmelzung eintreten, und setzen wir 
ferner [in üebereinstimmung mit den von uns angenommenen Grundvor- 
stellungen; pg. 66] fest, dass in jeder Linie, wo zwei Theile der Fläche 
einander durchsetzen, zwischen diesen beiden Theilen kein Znsammenhang 
vorhanden sein soll, so haben wir eine Fläche vor uns, die nichts Anderes 
ist, als eine m-blättrige Windungsßäche^ deren Windungspunkt in c liegt, 
und deren Rand durch eine einzige nach m vollen Umgängen in sich sel- 
ber zurücklaufende Curve S dargestellt wird. 

Während nun die Fläche (R^BS) in solcher Weise anwächst und 
schliesslich in eine m*blättrige Windungsfläche übergeht, nimmt gleich- 
zeitig die von ihr abhängende Fläche (Pq PI) eine sehr viel einfachere Ge- 
stalt an. Da nämlich die von den Radien B und P gleichzeitig beschrie- 
benen Rotations Winkel w und co in jedem Augenblick durch die Gleichung 

w 
m 

mit einander verbunden sind, der Radius B aber m volle Umdrehungen 
gemacht hat, so wird gleichzeitig der Radius P nur eine Umdrehung aus- 
geführt haben. Und da ferner die Längen jener beiden Radien in jedem 
Augenblick durch die Gleichung 

verbunden sind, der Radius B aber nach Ablauf seiner m Umdrehungen 
wieder seine ursprüngliche Länge B^ angenommen hat, so wird auch der 
Radius P nach Ausführung seiner einen Umdrehung wiederum zu seiner 
anfänglichen Länge P^ zurückgekehrt sein. 

Nach Ablauf des ganzen Processes haben wir also in der 

xy -'Ebene eine m-blättrige Windungs fläche, mit dem Centrum oder 

Windung^mnkt c, andererseits in der Ji^- Ebene eine gewöhnliche ein- 

blättrige Fläche mit dem Centrum y. Zerlegt man die erstere in 

360 Sectoren von je 1 Grad, so besitzen die correspondirenden Sec- 

toren der letztem je — Grad. Dabei wird die gegenseitige Lagerung 

benachbarter Sectoren auf der einen Fläche genau dieselbe sein, wie die 
gegenseitige Lagerung der correspondirenden Sectoren auf der andern. 
Durch geeignete Biegungen und Dehnungen wird man daher die eine 
Fläche mit der andern, und zwar jeden Sector der einen mit dem cor- 
respondirenden der andern zur Deckung bringen können. Demgemäss ist 
die eine Fläche als eine stetige Umformung der andern zu bezeichnen [wie 
solches auf anderm Wege schon früher erkannt wurde, Satz (2.) pg. 70], 
Versteht man jetzt unter correspondirenden Ptinkten der beiden 
Flächen solche, die auf corre^>ondirenden Badien liegen, deren Azi- 
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Lässt man also den Punkt z, unter Vermeidung der drei Stei- 
len C|, C2, C3; irgend weiche Curve 

Z 

durchlaufen, so entsprechen dieser Curve zwei stetige Werthreihen der 

Function 

(3.) f=V{.z- c) (i-c,) {z -c,) . 

Und zwar wird jede dieser beiden Bedien durch Angabe ihres An/attgs- 
werthes längs der ganzen Curve eindeutig bestimmt sein. 

Eine wesentlich andere Frage aber ist die, ob eine solche ^Verth- 
(4.) reihe zu ihrem Anfangswerthe zurückkeJirt, sobald man den Punkt z 
nach irgend welcher, die Stellen c^yC^\ c^ vermeidenden Bewegung schtiess- 
lieh tvieder in seine Anfangslage zurückführt 

Bemerkung. — Die Anwendung des Wortes Contact dürfte im Vor- 
hergehenden um so zutreffender sein, als dasselbe einer nahe liegenden 
geometrischen Vorstellungsweise entspricht. Setzt man nämlich 

f=u + iv, 
mithin 

(-/) = (-«) + •• (- f ), 

imd betrachtet man 1«, v und ( — u), {— v) als zwei Punkte in der ut7- Ebene, 
so werden diese beiden Funkte, während z die Curve (0.) durchwandert, 
irgend welche Bahnen beschreiben. Dabei aber werden diese beiden Punkte, 
so lange die Stellen c^ , c, , C3 von der Curve (0.) vermieden werden, niemals 
mit einander in Contact kommen können. 

Wir gehen über zur Beantwortung der in (4.) gestellten Frage, 
Lässt man den Punkt z eine geschlossene Curve durchlaufen, welche 
Iceinen der Punkte c^, Cg, c^ 
umschliesst, so kehren hier- 
bei [wie die geometrische An- 
schauung zeigt] die Azimuthe 
O*!, d-g, ^3 zu denselben Wer- 
then zurück^ die sie zu An- 
fang dieser Bewegung be- 
sassen. Gleiches gilt selbst- 
verständlich von r^, Tg, r^, 
und zufolge (2 a.) also auch 
von f Denn es sollte unter 

yr^r^r^ stets der positive 

Werth dieser Wurzel verstandn werden. 

Lässt man hingegen den Punkt z eine geschlossene Bahn durch- 
laufen, welche eir^en der Punkte Cj, Cg, Cg, z. B. den Punkt c^ um- 
schliesst, so wird ^^ um +2« wachsen, während -d-g, ^^ und r^, 




Einfohrung der JRiemcmn^Bcheji Flächen. 



77 



rg, rg zu ihren anfänglichen Werthen zurückkehren. Hieraus folgt, 
dass die Function /*(2a.) bei einem solchen Umlauf einen Werth er- 
erlangt, der zu ihrem an- 
ninglichen Werthe entgegen- 
gesetzt ist. 

Lässt man femer den 
Punkt eine geschlossene 
Curve durchlaufen, welche 
zwei der Punkte c^, c^^ a 



s> 




z. B. c^ und Og umschliesst, so 
wird jedes der beiden Azi- 
muthe d'i , d^^ um + 2ä wach- 
sen, und zwar entweder beide 
um -|" 23r, oder beide um 
— 2ä. Hieraus folgt, dass 
die Function /*(2a.) bei einem 

solchen Umlauf zu ihrem anzüglichen Werthe zurückkehrt. U. s. w. 
U. s. w. 

Auf Grund dieser Ueberlegungen kann der vorhergehende Satz 
(3.) jetzt weiter vervollständigt und so ausgesprochen werden: Lässt 
man den Punkt z, imter Vermeidung der Stellen c^, Cg, c^, irgend welche 
Curve: z\ e'% e"\ Z 

durchlaufen, so entsprechen dieser Curve zwei stetige Werthreihen der 
gegd>enen Function 

0.) f = y{0 - q) {0 -c;){Z'- cg). 

Jede solche Reihe ^, ^„ ^,„ _- 

ist durch Angabe ihres Anfangswerthes f Vmgs der ganzen Curve ein- 
deutig bestimmt. Lässt man nun jene Gurve^ immer unter Vermei- 
dung der Punkte c^^c^^c^f in sich zurückkehren, also Z identisch wer- 
den mit z, so wird sich für diese Beihe ein Endwerth F herau^llen^ 
welcher mit ihrem Anfangswerth f gleich oder entgegengesetzt ist, 
jenachdem die AnzaM der von der Curve umschlossenen Punkte c^, Cg» Cs 
gerade (0, resp. 2) oder ungerade (1, resp. 3) ist, 

§5. 



Weitere Betraohtnug der Funotion y(z — c^) (z ^ c^){z — Cg). 
Zerlegung ihres ganzen WerthvorrathB in zwei gesonderte Systeme. 

Es seien (-j- f^ und (— /J,) die Werthe von f in irgend einem 
Punkte z^ Wir beschreiben um Zq ein kleines Plächenstück und 
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pflanzen auf diesem Flächenstück sowohl dasjenige Werthsystem 
S{-\- /Jj) auf, welches an (-j- f^) sich stetig anschliesst, als auch 
dasjenige Werthsystem S{ — /J,), welches mit ( — f^) stetig zusam- 
menhängt. 

Wir lassen nun jenes kleine Flächenstück nach allen Seiten 
hin mehr und mehr anwachsen und gleichzeitig die genannten bei- 
den Werthsysteme in entsprechender Weise sich ausdehnen, indem 
wir dabei zu jedem der beiden Systeme immer nur solche Werthe 
hinzutreten lassen, die sich stetig anschliessen. 

Wir haben alsdann zwei im Wachsen begriffene Werthsysteme 
vor uns, deren gemeinschaftliche Peripherie sich ähnlich wie ein im 
Punkt 0Q erregter Wellenring, nach allen Seiten weiter und weiter 
fortbewegt. Geschieht diese Fortbewegung nach allen Seiten hin mit 
gleicher Geschwindigkeit, so wird jene Peripherie, falls sie ursprüng- 
lich kreisförmig war, beständig kreisförmig bleiben. Ist hingegen 
die Geschwindigkeit nach verschiedenen Seiten verschieden, so wird 
jene Peripherie im Verlaufe der Zeit andere und andere Gestalten 
annehmen können, und zwar Gestalten von beliebig unregelmäs- 
siger Form. 

Wie dem auch sei, — jedenfalls wird ein Contact zwischen 
jenen beiden im Wachsen begriffenen Werthsystemen S (+ ^) und 
S{ — /J,), mithin auch die Gefahr einer Verwechselung nietnals ein- 
treten können, falls man nur dafür sorgt, dass die gegebenen Punkte 
^1) ^} % beständig ausserhalb der gemeinschaftlichen Peripherie der 
beiden Systeme bleiben. Um die Hauptsache hervorzuheben: 

So lange die Punkte c^, c^, c^ ausserhalb der gemeinschafüidiefh 

(6.) Peripherie der Systeme S{-\-f^ und S{—f^ bleiben y werden diese 

beiden Systeme ohne gegenseitigen Contact^ mithin eindeutig bestimmt 

sein, und in jedwedem Punkte z entgegengesetzte Werthe besitzen. 

Wir betrachten jetzt die Horizontalebene als eine um den An- 
fangspunkt z = des Coordinatensystems beschriebene, unendlich 
grosse Kreisfläche S, und führen in dieser einen Schnitt aus: CjC^c^rf. 
Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von der Fläche U einen 
unendlich schmalen Flächenstreifen ab, welcher die Punkte C|, c^, Cj 
in sich enthält, welcher nämlich bei c^ beginnt und, über c^ und 
C3 fortlaufend, bis zum Rande der Kreisfläche fö, etwa bis dj sich 
erstreckt. Nadh Absonderung dieses schmalen Streifens bezeichnen 
wir die Fläche mit Ä'. Diese neue Fläche Ä' besitzt demgemäss 
eine Randcurve, welche theils aus dem kreisförmigen Rande von jif, 
theils aus den beiden Uferlinien des Schnittes c^c^c^d besteht. 
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Solches festgeaetzt, m^ nun die gemeinschaftliche Peripherie der 
Systeme S (+^) und S (— ^), vom Punkte e^ aus, in solcher Weise sich 
ausdehnen, dass sie, beständig innerhaß) fi' ^ 

bleibend, dem Rande von S' näher und 
näher kommt und schliesslich in densel- 
ben übei^eht. In solcher Art entstehen 
alsdann zwei die ganze Fläche S' über- i 
deckende Werthsysteme S (+ /"o) und / 
Si—fo), **«. etifolge (6.), okTte gegensei- 
tigen Contact sind, und die iS>erdiess in 
jedwedem innerhalb Ä' liegendem Punkte z 
1.) entgegengesetzte Werthe haben. Es 
kann daher das eine System aus dem 
andern abgeleitet werden durch Multiplication mit (— 1). 

Es bleibt noch übrig, die Werthe der beiden Systeme an den 
Ufern des Schnittes CyC^c^d zu untersuchen.*) Sind k und x zwei zu 
beiden Ufern der Schnittstrecke (cj c^) ein- 
ander gegenüberliegende Punkte, und zieht 
man von k aus eine Curve /, vrelcbe inner- 
halb S' fortschreitend schliesslich nach jc ge- 
langt, so bilden die Werthe, welche das Sy- 
stem S (-f- ff,) längs dieser Curve / besitzt, 
eine stetig zusammenhängende Reihe. Zufolge 
des Satzes (5.) hat aber diese Reihe im An- 
fangs- und Endpunkt der Curve, d. i. in k 
und X entgegengesetzte Werthe. Denn die Curve 
umschliesst nur einen der Punkte c,, c,, Cj, nämlich nur c,. 
tiystem ^(-f ^} hat also in Ä und x entgegengesetzte Werthe. 

Sind hingegen k und x zwei Uferpunkte der Schnittstrecke 
(cgCj), so findet man, auf Grund des Satzes (5.) und unter Anwendung 
der Curve //, dass das System S (+ Q in k und x gleiche Werthe hat. 

Gehören endlich k, x zur Schnittstrecke (cjd), so findet man, 
mittelst der Curve ///, dass das System -S'(+^) in k und x cnt- 
gegengesetzte Werthe hat 

•) Id den Figuren sind die beiden Dterlinien des Schnitt*» c^c^c^d bald 
durch iwei Parallellinien, bald nur dnrch eine einzigt Linie angedeutet. Auch wird 
es hin und wieder »weckmaBsig sein, diesen Schnitt in den Pnnkten Ci,c^,c mit 
kleinen kreiißrmigen Erweiterungen zu versehen, wie solches z. B. geschehen 
ist in der ersten Figar der gegenwartigen Seite. Dnrch diese kreisförmigen 
Brweiteningen wird aUdanu z. B. deutlich zur Anschauung gebracht, dass die 
geuMinten Pnnkte avtterhalb X' liegen. 
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Die Werthe, welche das System S{-\-f^ m beiden Ufern (i& 
(7.) Schnittes c^c^c^d besitzt, sind also längs der Strecke (c^c^) einander ent- 
gegengesetzt, längs der Strecke {c^c^ einander gleich, und längs der 
Strecke (c^d) uoieder einander entgegengesetzt 

Genau dasselbe gilt von dem System S{ — /o), wie man solches 
z. B. schon daraus erkennt, dass die Werthe des einen Systems aus 
denen des andern durch Multiplication mit ( — 1) sich ergeben. 

§6. 



Betraohtong der Function y{e — <^i)ij^ — c^ , , . (z — C2«). 
Ihre Ausbreitung auf einer Biemann'schen Fläche. 

Die soeben durchgeführten Betrachtungen sind sofort übertrag- 
bar auf die cdlgemeinere Function 

(8.) f = y{z-c,){z-c^),..{z^c'^. 

Denkt man sich nämlich wiederum die Horizontalebene als eine un- 
endlich grosse, um z = beschriebene Kreisfläche U, und diese 
Fläche durch einen Schnitt CjCgC^j . . . 
C2nd in eine neue Fläche Ä' verwan- 
delt, so werden sich, falls man die Werthe 
von f in irgend einem Punkte Zq mit 
(+ ^) ^^^ ( — ^) benennt, von diesem 
Punkte aus zwei die ganze Fläche ^' 
überdeckende Werthsysteme /S(+ /i) und 
S{ — /!)) ausbreiten lassen, von denen 
jedes für sich betrachtet auf S' stetig 
ist, und die zusammengenommen den 
ganzen Werthvorrath der gegebenen Func- 
tion repräsentiren. 

Femer wird man, analog dem Satz (7.), finden, dass die Werthe, 
welche das System S{;-\'f^ zu beiden Seiten des Schnittes c^c^c^^-^Cind 
besitzt, längs der Strecke {c^c^ entgegengesetzt, längs {c^c^ einander 

(9.) gleich, längs (Cgcj wieder einander entgegengesetzt sind u. s. /*.; 
so dass also Gegensatz herrscht auf den Strecken {c^c^, (^s^J? (40> 
. . . (c9,_iCa«), andererseits aber Gleichheit in den Strecken (c^c^), 

(^4^5); (^6^); • • • (Cind), 
(10.) Gleiches gilt für das /S'ysfewÄ(— ^). Denn das eine System ent- 

steht aus dem andern durch Mtdtiplication mit (—1); vgl. (6a.). 

Wir denken uns jetzt die Fläche Ä' doppelt, nämlich gegeben 
in zwei genau übereinander liegenden Exemplaren ^' und &', die 
etwa von einander getrennt sein können durch einen unendlich 
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dünnen Zwischenraum. Das System ä(+/o) lassen wir auf Ä', ver- 
pflanzen aber das andere System S( — /J,) von ^' nach S'. Alsdann 
11.) werden diso je zwei übereincmder liegende Punkte der Flächen Ä' und Ä' 
mit einander entgegengesetzten Functionswerthen belastet sein. 

Wir haben alsdann mvei übereinander liegende Schnitte CjCg . . . öf, 
einen im oberen Blatt ^\ den andern im untern Blatt &\ Sind nun 
JCy X zwei einander gegenüberliegende Uferpunkte des öbem, und l, 
A die darunter befindlichen Uferpunkte des untern Schnitts^ so finden 
zwischen den in je vier solchen Punkten vorhandenen Functions- 
werthen einfache Beziehungen statt. 

Gehören z. B. die vier Punkte Je, x, Z, A zu einer der Strecken 
(C1C2), (Cjcj, (CgCg), . . . (c2n-iC2n), 80 siud, zufolgc (9.), iu Jc uud X 
entgegengesetzte Werthe vorhanden. Ebenso aber sind, zufolge (ll.); 
auch die Werthe in den übereinander liegenden Punkten k und { ein- 
ander entgegengesetzt y und ebenso ; aus gleichem Grunde ^ auch die 
Werthe in x und A. Bezeichnet man also z. B. den in k vorhande- 
nen Werth mit K, so hat man in jenen vier Punkten im Ganzen 
folgende Werthe: 



in k: + JT, 
in l: — K, 



k X 



in x: — iT, ~^v^^ 

. - . ^ --^^ 

in A: + £ i \ 



Diese Formeln zeigen, dass in den Uferlinien k und A gleiche Werthe 
vorhanden sind und dass also bei einer Zusammenheßung dieser bei- 
den (einander schräg gegenüberliegenden) Uferlinien von beiden Sei- 
ten her gleiche Werthe zusammenstossen werden. Und ebenso wird, 
jenen Formeln zufolge^ Analoges auch dann eintreten, wenn man 
die beiden Ufer x und l zusammenheftet. 

Gehören andererseits die vier Punkte i, x, ?, A zu einer der 
Strecken {c^c^)^ (Pa^6)> i^a^)? ' • * (p^nd), so lassen sich die daselbst 
vorhandenen Functionswerthe , zufolge (9.) und (11.) 7 so darstellen: 



ink: +K, 
in l: — Ky 



in x: + K, 



H 



in A: - K, j-^ 

£s werden also gleiche Werthe zusammenstossen, wenn man einer- 
seits k mit Xy und andererseits l mit A zusammenheftet 

Denkt man sich die genannten Zusammenheftungen (es sind 
deren je zwei bei jeder einzelnen Schnittstrecke) wirklich ausgeführt, 
so vereinigen sich dadurch die Flächen St' und S' zu einer einzigen 
ztceiblättrigen Fläche (S' + S'). Diese letztere besteht also der Haupt- 
sache nach aus zwei übereinander liegenden unendlich grossen Ercis- 
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flächen, die durch n Doppel brücken mit einander verbunden sind. 
Die erste dieser Brücken zieht sich hin längs der Linie (c^c^), die 
zweite längs (c^c^), die dritte längs {c^Cq) u. s. w., endlich die letzte 
längs (cin—iCin)' Bei jeder solchen Doppelbrücke durchsetzen ein- 
ander zwei Flächentheile. Die Durchsetzung findet statt in einer 
gewissen Linie. In dieser Linie aber findet [zufolge der yon uns 
adpotirten Grundsätze p. 65J 

I zwischen den beiden einander S>^ 

durchsetzenden Flächentheilen / ^ 

kein Zusammenhang statt. 

Im Einklang mit unsem früheren Benennungen können wir jede 
von jenen Doppelbrücken als eine in der zweiblättrigen Fläche vor- 
handene U^ergangslinie, und die beiden Endpunkte einer solchen 
Doppelbrücke oder Uebergangslinie als Windungspunkte bezeichnen. 
In der That wollen wir das einen solchen Punkt umgebende Gebiet 
der zweiblättrigen Fläche (Ä' + S') als eine Windungsfläche d. i. als 
eine continuirliche Kegdfläche uns vorstellen, so dass also jene zweiblätt- 
rige Fläche (S' -f- S') in ihrem Innern durchweg stetig verläuft, wäh- 
rend sie äusserlich begrenzt ist von zwei unendlich grossen Kreislinien. 

Der ganze Werthvorrath der Function f (8.) war reprilsentirt 
durch die beiden auf ii' und S' ausgebreiteten Systeme iS(+ fo) und 
8 ( — /J)). Und diese beiden Systeme schmelzen, bei der Vereinigung 
jener beiden Flächen, in stetiger Weise zusammen zu einem einzigen 
System. Also der Satz: 

Der ganze WerthvorrcUh der Function 

kann in eindeutiger und stetiger Weise auf einer gewissen zwei- 
hlätbigen Fläche (ß' + S') ausgebreitet werden. 

Diese Fläche (Ä' + S') mag hinfort eine Riemann'sche Fläche 
heissen, Sie besitzt 2n Windungspunkte: Cj, Cg, . . . C2» und n Ueber- 
gangslinien: (C|C^), (CjcJ, (c^Cq), . . . (c2«~iC2„). Jede soldie Ueber- 
gangslinie iM übrigens nur bestimmt in Bezug auf ihre beiden End- 
punkte, und ganz willkürlich hinsichtlich ihres Verlaufs ztvischen diesen 
beiden Punkten, 

Bemerkung. — Die beiden Flächentheile, welohe einander in einer 
Uebergangslinie dorchsetzen, sind in unmittelbarer Nähe dieser Linie mit 
sehr verschiedenen, nämlich mit entgegengesetzten Fnnctionswerthen be- 
lastet. Trotzdem ist die Function auf der in Rede stehenden zweiblätt- 
rigen Fläche als stetig zu bezeichnen; zufolge des Satzes (3.) p. 66. 

Zweite Bemerkung. — Die gegebene Function f (12.) geht für r » cx) 
liber in + f" , und besitzt also an den unendlich fernen Stellen der Fläche 
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(Ä' + S') im einen Blatt den Werth + ä", im andern den Werth — 2". 
Um die Vorstellung zu fixiren, wollen wir dem obem Blatt Ä' den Werth 
-j- ff", mithin dem untern Blatt S' den Werth — s^ zuschreiben. 

§7. 
Fortsetzung. XTmformnng der ebenen Biemann'sohen Fläohe 

in eine kugelförmige. 

Die horizontal liegende Fläche (Ä' + ß') bringen wir im Punkte 
0, d. i. im Punkte z = 0, mit einer Kugel vom Durchmesser 1 in 
Berührung, und bezeichnen den ßf ^ N 

tiefsten Punkt dieser Kugel mit (7. 
Sodann unterwerfen wir die Fläche 
(S' + ß) einer Umformung, bei 
welcher sich die einzelnen Punkte 
dieser Fläche von allen Seiten her 
auf geradlinigen Wegen gegen den 
Punkt 0' hinbewegen, und zwar so ^ 

weit gegen 0' fortbewegen, bis sie auf die Kugelfläche fallen. Nach Aus- 
führung dieser Umformung werden also z. B. diejenigen beiden Punkte 
der Fläche, welche zu Anfang bei z übereinander lagen, gegenwärtig 
bei Z übereinander liegen. Auch wird bei 0' das obere Blatt derFläche 
sich schliessen, und ebenso auch das untere-^ sodass also die Fläche 
bei 0' dieselbe BeschafiPenheit besitzt, wie z. B. bei 0, nämlich daselbst 
aus zwei platt übereinanderliegenden Flächentheilen besteht, die durch 
einen unendlich dünnen Zwischenraum von einander getrennt sind. 

In dieser neuen Gestalt wird die Fläche zu bezeichnen sein als 
eine eweibUUtrige Kugelflädie, die n Uebergangslinien und 2n Win- 
dungspunkte besitzt. 

Die Function j^ ist auf der gewöhnlichen einblättrigen Kugel- 
flache überall stetig bis auf einen bei z s=s 00, d. L in 0' liegenden 
Pol [vgl. den Satz (9.) pg. 59]. Die hier betrachtete Function f{l2.) 
besitzt aber auf dem äussern Blatt unserer zweiblättrigen Kugelfläche 
in unmittelbarer Nähe von 0' den Werth jef~ [vgl. die zweite Be- 
merkung pg. 82]. Folglich besitzt sie auf diesem ätissem Blatt im 
Punkte 0' einen Pol. Und ebenso ergiebt sich, dass sie auf dem 
innem Blatt bei 0' ebenfalls einen Pol hat. Also der Satz: 

Der ganze Werfhvorrath der Function 



(13.) /'= V(^ - <^l) (ß - Cg) . . . (^ - Cin) 

kann in eindeutiger Weise ausgebreitet werden auf einer gewissen zwei- 

blättrigen Riemann'schen Kugelfläche St, weiche 2n Windungspunkte: 

6* 
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q, C2,... C2h wwJ n Ud)ergangslinien: (c^ Cg), (Cj, cj, (cgCg)» • • • (^«—1 ^) 

Auf dieser Fläche SR isf die Function Oberaü stetig bis (mf ewei 
Pole, welche bei = 00 übereinander liegen, von einander getrennt durdi 
den unendlich dünnen Zwischenraium, der sswischen den beiden Blättern 
der Fläche 91 sich hinzieht. 

§8. 

Betrachtung der Function y{z — c^ (z — c^ . . . {0 — Cg^-i). 
Ihre Aiubreitong auf einer Biemann^sohen Eugelfläche. 

Die Function 



(14.) . f 



-m /(z — c^)iß — c;)...{ßi — CgJ 



-<^2» 



unterscheidet sich yon der früheren (13.) nur durch einen constan* 
ten Factor^ und ist also ebenso wie diese ausbreitbar auf der von 
uns construirten Fläche 9t. . Dabei sind q, c^, ^; • • • irgend welche 
Constanten, die beliebig gewählt und beliebig geändert werden dür- 
fen. Nur wird jede solche Aenderung begleitet sein von einer ent- 
sprechenden Aenderung der Fläche 9i. 

Lässt man z. B. die Constante c%n wachsen und schliesslich = 00 
werden, so wird gleichzeitig der Windungspunkt c^n der Fläche 91 
nach 0' rücken. Andererseits aber geht die Function f (14.) für 
c%n = 00 Über in: 

f=y(z — q) (^ — Cg) \ß — dn^i). 

Also der Satz: Der ganze Werthvorrath der Function 



(15.) f=Vl^-—Ci){z — c^) {z — C2„-.i) 

kcmn in eindeutiger Weise ausgebreitet werden auf einer gewissen zwei- 
blöMrigen Riemann' sehen KugelfläcJie 91, wel4)he 2n Windungspufikk: 
^li ^; ^j • • • C2„_i, 00, und n Uebergangslinien: (c^Cg), (C3C4), ... 
(C2n-3Ca«-a), (C2«-1; <x>) bcsitzt. 

Auf dieser Fläche 91 ist die Function überall stetig bis auf einen 
im Windungspufüct z ^^ 00 gelegenen Pol. 

§9. 

Die Versohiebbarkeit der Uebergangslinien. 

Bei unseren früheren Operationen [pg. 78] wurde in der da- 
maligen Fläche ^ ein Schnitt c^c^c^d construirt, der aber von c^ 
nach Cg auf belidngem Wege fortschreiten durfte, ebenso von c^ nach 
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C3 u. s. f. Hieraus folgt sofort, dass die später entstandene üe&er- 
gangslinie c^ c^ ebenfalls von c^ nach C2 auf beliebigem Wege fort- 
schreitet. 

Man kann daher jede solche Uebergangslinie, falls man nur 
ihren Anfangs- und Endpunkt festhält, im üebrigen beliebig ver- 
schieben. Auch zeigt sich leicht, dass eine derartige Verschiebung 
keinerlei Störung hervorbringt. Sind nämlich, im senkrechten Durch- 
schnitt betrachtet, AB und aaßb die beiden in einer Uebergangs- 
linie einander durchsetzenden Flächentheile, 

A a ß h 



a B 

so wird dieser Durchchnitt bei einer Verschiebung der Uebergangs- 
linie folgendes Aussehen erhalten: 

A b 



a OL ß B 

Es tritt also bei dieser Verschiebung ein gewisses Stück a/3 des 
Flächentheils ab aus der obern in die untere Etage, während gleich- 
zeitig Umgekehrtes beim Flächentheil AB erfolgt. 

Von einer solchen Procedur wird aber z. B, die Stetigkeit der 
auf dem Flächentheil aaßb ausgebreiteten Functions werthe in keiner- 
lei Weise afficirt. Waren diese auf dem Flächentheil aa/36 etwa 
stetig vor der Verschiebung der Uebergangslinie, so werden sie da- 
selbst auch stetig sein nac% der Verschiebung. U. s. w. Kurz, man 
gelangt zu folgendem Satz: 

Ist eine Function auf einer Biemann'schen Fläche ausgdyreüety so 
toird manj ohne dass dadurch in der Eindeutigkeit oder Mehrdeutigkeit^ 
(16.) i^ ^ Stetigkeit oder Unstetigkeit der Function irgend welche Aenderung 
hervorgerufen wUrde^ die Ud)ergängslinien dieser Fläche belidng ver- 
schieben können, faUs man nur ihre Anfangs- und Endpunkte unge- 
ändert lässt. 

§ 10. 



Betrachtung der Pnnotton f^V —^-^ -^--—^—-^^—^ . 

Bezeichnet man die Entfernungen des Punktes z von den festen 
Punkten Cx, y» mit r^, Qx und die Azimuthe dieser Entfernungen 
gegen die a;-Axe mit d^tt, r«, und setzt man demgemäss 
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etc. etc. etc. etc. 

so kaun die gegebene Function 



'^^•'' ^ ^ (^"-yi)(«-y;)...(^-y.) 

auch so geschrieben werden: 

wo in der letzten Formel unter der Cubikwurzel ihr reeller positiver 
Werth verstanden werden soll. 

Diese Function f wird = in den Punkten c, ferner = oo in 
den Punkten y. Für jede andere Lage des Punktes z besitzt sie aber 
drei Werthe von der Form /*, ifif, rj^f, falls man nämlich unter ti 
die Constante versteht: 

(3.) ri = e'^ = cos y-^J + i sin {^^J • 

Diese drei simultanen Werthe f) rif, r^f ändern sich, falls man den 
Punkt z unter Vermeidung der Stellen c, y irgend welche Curve 

(<y.) Z y Z ^ Z \ . • , . Z 

durchlaufen lässt, Schritt für Schritt in stetiger Weise, und liefern 
in solcher Art drei der Curve entsprechende Werthreihen: 

(«.) r, /•", f", F, 

iß-) nf'> vf"> vf"'i • • • • vF' 

(y.) nY, n'f", nY", ■■■■ v'F 

Da nun jene Curve (a.) keinen der Punkte c, y berühren soll, 
so sind [nach (1.)] die Werthe (a.), (ß,), (y.) durchweg endlich und 
voth Null verschieden. Hieraus aber «folgt, dass z. B. die Werthe /", 
vT 9 V^r ^^^ d^^ ^<^ einander verschieden sind, dass ferner Gleiches 
gilt von den drei Werthen f'\ rif'\ i?*/"', ebenso von f"\ vif"\ riY"'\ 
u. s. w. u. s. w. Mit andern Worten: Zwischen den drei Reihen 
(a.), (/3.), (y.) wird, während sie längs der Curve fortschreiten, nie- 
mals ein Contacty mithin auch niemals eine Verwechselung möglich 
sein, sodass also jede derselben durch ihren Anfangswerth eindeu- 
tig bestimmt ist. Also der Satz: 

Lässt nian den variablen Punkt z, unter Vermeidung der Stellen 
^'j yt irgend weldie Curve 



Einfahruiig der Biemann'achen Flächen. 87 

durchwandern, so entdecken dieser Curve drei stetige Werthreihen der 
Function 
A\ /• = t/ (^ - gl) (p~^~^) » . » (g — Ö 

Uiid jede diesem- Beihen tvird durch Angabe ihres Änfangswerthes Schritt 
für Schritt längs der ganzen Curve eindeutig bestimmt sein. Bezeich- 
net man femer eine von diesen Werthreihen mit 

f\f",r,....F, 

so tverden sich hieraus die beiden andern durch MuUiplication mit rjj 
resp, mit ri^ ergeben, wo ri die in (3.) genannte Constante vorstellt. 

Lässt man aber die Curve in sich zurückkehren, so ist der End- 
werth F der Reihe im Allgemeinen verschieden von ihrem Anfangs- 
werthe f. Lässt man z. B. die Curve um den Punkt q herunt in 
sich zurücklaufen, während c^, c^, . . . c» und ^i, ^a; y»? • • • y»' ötMSser- 
halb der Curve bleiben sollen, so wird bei einem solchen Umlauf 
das Azimuth d'^ um + 27r wachsen, während die übrigen Azimuthe 
^29 ^S7 " ' ^n und tj, Tj, tj, . . . Ty zu ihren ursprünglichen Werthen 
zurückkehren. Und demgemäss ersieht man aus (2.), dass die ge- 
gebene Function bei einer solchen Umlaufung zu einem Endwerthe 
F gelangen wird, der zu ihrem Anfangswerthe /" in der Beziehung 
steht: 

27ti 

F = fe » d. i. F = f'7i±K 

Dabei gilt das Zeichen -|- oder — , jenachdem der Punkt q positiv 
oder negativ umlaufen ist. Allgemein ergiebt sich folgender Satz: 
Lässt man den Punkt Zy unter Vermeidung der Stellen c, y, irgend 
welche Curve 

Z f Z y Z y , , , » Z 

durchuHindem, so entsprechen dieser Curve im Ganzen drei stetige Werth- 

§ 

reihen der gegebenen Function 

f = l/(^ - gl) (^ - g«) ' • ' (^ — gn) 

^^•^ ^ ^ (^-yi)(^-y,)...(^-y.)' 

Jede solche Werthreihe 

r, f", r ....F 

ist durch Angabe ihres Änfangswerthes f längs der ganzen Curve Schritt 
ßr Schritt eindeutig bestimmt, Lässt man aber jene Curve, immer 
unter Vermeidung der Stellen c, y, in sich zurückkehren, also Z iden- 
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Hsdh werden mit z\ so wird sich für diese Beihe ein Endwerih F er- 
geben^ welcher m ihrem Anfangswerth f in der Beziehung steht: 

(6a.) F = f\fi^-^, 

wo m und ft die Anzahlen derjenigen Punkte c und y rqarcisenHreny tveldke 
innerhalb der Curve liegen , und wobei vorausgesetzt wird, dctös diese 
innerhalb der Curve gelegenen Punkte c und y positiv umlaufen sind. 
Für den Fall einer negativen Umlaufung würde die in Bedf: 
stehende Beziehung zwischen F und f lauten: 
(6 b.) * 2r = /"^-(m-i«;, 

Es würde nun leicht sein, den ganzen Werthvorrath der hier 
betrachteten Function /' (5.) in eindeutiger Weise auf einer gewissen 
Riemann'schen Fläche auszubreiten. Doch wird das Charakteristische 
der ganzen Methode einfacher und deutlicher hervortreten, wenn wir 
uns dabei auf specielle Fälle beschränken. Und dies soll in den 
beiden nächsten Paragraphen geschehen. 

§ 11. 



Betraohtting der Function y __ - Ausbreitung derselben auf 

einer Biemann'sohen Kugelfläohe. 

Wir betrachten die Horizontalebene als eine um je? = beschrie- 
bene, unendlich grosse Kreisfläche Ä, und führen in dieser den 
Schnitt cyS aus. Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von ^ 
einen schmalen Flächenstreifen ab, welcher die Punkte c, y enthält, 
welcher nämlich bei c beginnt, und über y fortlaufend bis zum Rande 
von Ä, et^a bis d sich erstreckt. Nach Absonderung dieses Strei- 
fens bezeichnen wir die Fläche mit Jf'. 

Sodann markiren wir irgendwo innerhalb 
S' einen Punkt Zq, Die drei diesem Punkte 
entsprechenden Werthe ^, ij/ö, ly^/J, der ge- 
gebenen Function 

('■) f - Vi^, 

pflanzen wir in Zq wirklich auf, und in der Um- 
gebung von Zq die benachbarten Werthe. In 
solcher Weise entstehen drei jenen Anfangs- ^^ 
werthen /J,, ij/'q, i^Yq entsprechende Werth- 
systeme iS(/'o), S{rifQ)y S(iffQ). Da die Punkte c und y zu dem ab- 
gesonderten schmalen Streifen gehören, mithin ausserhalb W liegen, 
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so kauu man die gemeinschaftliche Peripherie der drei Systeme inner- 
halb St' sich beliebig ausdehnen^ und schliesslich mit dem Rande 
von S^' zusammenfallen lassen, ohne dass dabei ein Contact respec- 
tive eine Verwechselung zwischen den Systemen zu befürchten stünde. 
Mittelst der genannten Ausdehnung erhält man also drei die ganze 
Fläche fi' überdeckende Systeme S(/J)), iSCi^/i), Ä(1?*^), die nirgends 
mit einander in Contact sind, deren Werthe also innerhalb Ä' in 
jedwedem Punkte von einander verschieden sind. Und demgemäss 
Jcönnen s. B. aiLS deni Systeme S{f^ die beiden andern Systeme >S'(i^/ö) 

(8.) und Ä(12*^) abgeleitet werden durch Multiplication mit i^, respedive 
mit if. 

Sind nun ferner [vgl. die Figur] h und x zwei zu beiden Ufern 
der Schnittstrecke (cy) einander gegenüber liegende Punkte, und K 
und K die Werthe des Systems SQ'q) in diesen beiden Punkten, so 
erhält man, ^ unter Anwendung der Curve I und auf Grund des 
Satzes (6 a.): 

(9.) ^ = -^^■ 

Gehören hingegen Ä, x zur Schnittcurve (y*), so erhält man, mit- 
telst der Curve II, und wieder unter Benutzung des Satzes (6 a.): 

10.) K = JT. 

Wir denken uns jetzt die Fläche S' in drei übereinander lie- 
genden Exemplaren: S', S', ÜR' gegeben, und bezeichnen die Ufer- 
punkte der drei übereinander liegenden Schnittstrecken {cy) mit fc, x, 
/, A, w, f*. Lassen wir alsdann das System /S(/q) auf Ä' verharren, 
verpflanzen wir aber das System S(i?/q) nach ü' und das System 
S{iff^ nach 30?', so ergeben sich für jene sechs Punkte, auf Grund 
der Sätze (9.) und (8.), Werthe von folgender Form: 



in k: K, 
(11.) in h ijX, 
in m: r^K^ 



in x\ riK, 

in A: ifK, 

in f*: ri^K=^K. 




Heftet man also Je mit fi, l mit x, und m mit A zusammen, so stos- 
sen jedesmal von beiden Seiten her gleicJte Werthe aneinander. 

Gehören andererseits die Punkte k, x, l, X, m, ^ zur Schnitt- 
strecke {yS)j so ergeben sich in denselben, auf Grund der Sätze 
(10.) und (8.), Werthe von der Form: 



in k: AT, 
(12.) in l: tiK, 

in m: ti^K, 



in x: K, $..-31 

in A: i]K, i — h. 



in fi: ri^K SL-JL 
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Und es werden also gleiche Werthe zuBammenstossen, falls man k 
mit X, l mit A, und m mit fi zusammenheftet. 

Durch die genannten Zusammenheftungen entsteht eine dreibläär 
rige Fläche (S' + 2' + 3B'), welche zwei Windungspunkte c,y, und 
zwei von c nach y laufende, genau übereinander liegende Uebergangs- 
linien besitzt, entsprechend der in (11.) angegebenen Durchschnitts- 
figur, d. i. der Figur: 




Doch kann man [vgl. den Satz p, 85] die eine dieser beiden üeber- 
gangslinien, z. B. die untere, weiter nach rechts verschieben, wo- 
durch alsdann die Durchschuittsfigur folgendes Aussehen erhält: 




yz 



Alsdann laufen die beiden Uebergangsliuien auf verschiedenen Wegen 
von c nach y, wie solches z. B. angegeben ist in der nächstfolgen- 
den Figur. — r Schliesslich kann man die dreiblättrige Fläche in eine 
kugelförmige Gestalt versetzen, und gelangt so zu folgendem Resultat 

Der ganze Werthvorrath der Function 



(13.) /•=■)/; 




z — _c 

breitet sich in eindeutiger Weise aus auf einer gewissen drei- 
blättrigen Riemann'schen Kugelf Bdie 91, weldie zwei Windungs- 
imnkte zweiter Ordnung: c, y, ferner zwei von c nacJi y lau- 
fende Uebergangslinien besitzt. In der einen dieser Linien findet 
ein Ucbergang vom oberen zum mittleren, in der andern ein 
Uebergang vom mittleren zum unteren Blatt statt. 

Auf dieser Fläche SR ist die Function iiberaU stetig, bis auf einen 
in y befindlichen Pol. 

§ 12. 

Betrachtung der Function y(z — c,) (z — c^){z — Cg). Ausbreitniig 
derselben auf einer Riemann'sohen Eugelfläche. 

Man wird, falls die Function 
( 14.) f = Vle '-^(T-^iTiF- c») i? 
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vorliegt, ähnlich wie vorhin operiren können, und auf diese Weise 
drei Werthsysteme S(/'o), /S(12^), ä(i?*/o) erhalten, ausgebreitet auf 
drei übereinander liegenden Flächen Ä', 2', SD?', deren jede mit einem 
Schnitt CiC^c^d versehen isi Es handelt sich im Wesentlichen nur 
noch um die Werthe, welche eines dieser Systeme, z. B. iS(/J,), an 
den Ufern des Schnittes besitzt. Hierüber giebt der Satz (6 a, b.) 
Auskunft. 

Sind z. B. Je und x zwei einander gegenüber liegende Uferpunkte 
der Schnittstrecke (q c^) auf der Fläche S', ferner K und K die 
Werthe des Systems S (/ö) in diesen beiden Punkten, so erhält man, 
unter Anwendung der Curve I und auf Grund 
des Satzes (6 a.): 
15 a.) K — Ziy. 

Gehören hingegen Je, x zur Strecke (c^Cg), so 
erhält man mittelst der Curve 77, und unter 
Anwendung eben desselben Satzes: 

Und gehören endlich Je, x zur Strecke (c^d), 
so ergiebt sich mittelst der Curve JZ7: 

05c.) K = Kri^==^K.. 

Sind also Je, x, l, A, m, /» die Uferpunkte der drei in Ä', S', 
3K' übereinander liegenden Schnittstreeken (CjCg), so ergeben sich 
in diesen sechs Punkten Werthe von der Form: 




in Je: K, 
{ 16a.) in l: r^Ky 
int»: ifK, 



in XI r^K, 

in A: ifK, 

in ft: 7fK*=^ K] 




so dass also gleicJie Werthe zusammenstossen, falls man die Blätter 
so zusammenheftet, wie beistehende Figur zeigt. 

Gehören femer die Punkte x, Je, l, A, m, ^ zur Strecke (cgCg), 
80 erhält man in ihnen Werthe von der Form: 



in Je: K, | in x: ifK, , 



X 



ri6b.) in l: n^7 
inm: rj^K, 



in A.: rf'K^^K, 
in f*: riK:^ 



~NC 



m 




4L 



sodass also gleiche Werthe zusammenstossen bei den in der neben- 
stehenden Figur angegebenen Zusammenheftungen. 

Gehören endlich die Punkte Je, x, {, A, m, fi zur Strecke (Cjd), 
so erhält man in ihnen Werthe vpn der Form: 
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(16f.) 



(17.) 



in k: Ä", 
in li ifiK, 
in mi ifK, 



in x: JST, 
in A: i/Jf, 
in fi: i/^Ä"; 



A 


X 


« 


^ 


1' 


fi 



was den in beistehender Figur angegebenen Zusammenheftungen 
entspricht. 

Durch Ausführung der genannten Zusauimenheftungen entsteht 
eine dreiblättrige Fläche (S' + 2' "t" 2R'), deren Form alsdann nach- 
träglich noch verändert werden kann, theils durch Verschiebung 
der Uebergangslinien (16 a, b.), theils durch kugelPormige Umgestal- 
tung. Man gelangt zu folgendem Resultat: 

Der ganze Werthvorrath der Function 




/*=/(^-Ci) (^ - ^) (^ — C3) 
breitet sich in eindeutiger Weise cms auf einer gewissen dreiblättrigen 
Riemann' sehen Kugel fläche SR, weiche drei Windungs- ^ 

punkte zweiter Ordnung: c^, c^, c^ und snoei Uäfer- /\ 

gangslinien besitzt. Die eine derselben geht von c, 
über Cg nach Cg und vermittelt den Uebergang vom , 
obern zum mittlem Blatt. Die andere [welche in ;' 
der Figur zur Unterscheidung punktirt angegeben \ 
ist] geht ebenfalls von q iiber c^ nach c^ und ver- 
mittelt den Uebergang vom mittlem zum untern Blatt. 

Auf dieser Fläche SR ist die Function überall stetig bis auf drei 
PolCy die in den drei Blättern der Fläche bei z = <x> gerade über- 
einander liegen. 

§ 13. 

Ueber die Ausbreitung einer beliebigen algebraischen Function 
von s auf einer Eiemann^schen Kugelfläche. 

Die Riemann' sehen Kugelflächen sind, wie die vorhergehenden 
Betrachtungen zeigen, anwendbar auf alle' Functionen von der Form 

falls man nämlich unter Z irgend eine rationale Function von Zy 
andererseits unter n eine rationale Zahl versteht. Doch sind, wie 
wir jetzt zeigen wollen, die Riemaim'schen Eugelflächen nicht auf 
Functionen dieser Form beschränkt^ sondern anwendbar auf alle Func- 
turnen^ die von z in algebraischer Weise abhängen. 

Es seien Zq^ Z^j Zg, . . . Zn beliebig gegebene ratiorwle Func- 
tionen von Zy und es mag unter f die Wurzel der Gleichung ver- 
standen werden: 
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Zo + ZJ-\- Z,r.... + Znf'^ 0; 
SO dass also f eine algebraische Function von z ist. Wir werden 
zeigen, dass man stets eine Riemann'sche Eugelfläche construiren 
kann^ auf welcher der ganze Werthyorrath dieser Function f sich 
in eindeutiger Weise ausbreitet. 

Es seien z = Ay z = B^ z =^C, z =: P diejenigen Werthe 

des Argumentes je?, für welche die Function f nicht n Werthe, son- 
dern toeniger als n Werthe besitzt. Solches festgesetzt, betrachten 
wir die Horizontalebene als eine um z = beschriebene, unendlich 
grosse Kreisfläche ^, und führen in dieser Fläche ^ einen Schnitt 
aus: ABC , . . PQ. Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von ffi 
einen schmalen Flächenstreifen ab, welcher die Punkte ABC . , . P 
in sich enthält, welcher nämlich bei A beginnt und über B^C, , . . P 
fortlaufend bis zum Rande von St^ etwa bis Q, sich hinerstreckt 
Innerhalb der durch Absonderung dieses Streifens entstandenen Fläche 
S' markiren wir irgend einen Punkt Zq und pflanzen in diesen Punkt 
Zq diejenigen n Werthe auf, welche die Function f flir z = Zq be- 
sitzt. Durch stetigen Anschluss an diese n Werthe ergeben sich 
alsdann ebenso viele Werthsysteme, die, ohne mit einander in Con- 
tad zu gerathen, einer Ausbreitung über die ganze Fläche ^' fähig 
sind, imd die also innerhalb S' in jedwedem Punkte z lauter verschie- 
dene Werthe haben. 

Sind mithin z. B. h und x zwei zu beiden Ufern der Schnitt- 
strecke (AB) einander gegenüber liegende Punkte, so werden die 
genannten n Systeme in h It&uter verschiedene Werthe haben, und 
ebenso auch in x. Die Punkte k und x liegen aber einander unend- 
lich nahe, und es müssen daher die n Werthe in h, in irgend welcher 
Reihenfolge, identisch sein mit denen in x. Denkt man sich also 
die Fläche fi' in n übereinander liegenden Exemplaren fii, £2, . . . £» 
gegeben, femer die Punkte (k, x) in diesen n Flächen mit (k^, x^), 
iKy ^); - * • Q^y ^) bezeichnet und jedes der vorhin genannten n 
Werthsysteme auf je einer dieser n Flächen ausgebreitet, so 'werden 
auf die Punkte k^i k^, , . . kn Werthe fallen, die in irgend welcher 
Reihenfolge mit denen in x^, x^, . . . x«, identisch sind. Man kann 
daher in den Flächen ^1, föa, . . . ft» die auf der einen Seite der 
Schnittstrecke {AB) liegenden n Ufer mit den auf der andern Seite 
befindlichen n Ufern, je eines der einen mit je einem der andern 
Seite, in solcher Weise zusammenheften, dass in jeder Zusammen- 
heftungslinie von beiden Seiten her gleiche Werthe zusammenstossen. 

Analoges gilt für die Schnittstrecke (BC), sowie für (CD) u. s. w., 
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endlich für (PQ). Auf der durch all' diese Zusammenheftmigen ent- 
stehenden n-blätifigen Fläche 

Si -[" ®a "f" • • • "h An 

wird alsdann der ganze Werthvorrath der Function f in eindeutiger 
Weise ausgebreitet sein. Denkt man sich also schliesslich diese 
n-blättrige Fläche in kugelförmige Gestalt versetzt, so gelangt man 
zu folgendem Satz: 

Versteht man unter Zq, Z^, Z^, . . . Zn belid)ig gegebene ratio- 
nale Functionen von z, femer unter f die durch die Gleichung 

(1.) ^0 + Z,f+ Z,r + .... + Znf- = 

definirte algebraische Fundion von z, so kann der ganze Werthvor- 
rath dieser Function f in eindeutiger Weise ausgleitet tjoerden a^if 
einer gewissen n-blättrigen Ricmann'schen KugdfUiche SR. 

Auch unterliegt es wohl kaum einem Zweifel^ dass die Function f 
(2.) auf dieser Fläche SR bis auf einzelne Pole stetig sein wird. Doch 
unrd der Beweis hierfür erst später (im sechsten Capitel) geliefert 
werden, 

Bemerkung. — Im Allgemeinen kann eine Riemann^sche Kugelfläcbe 
an ein und derselben Stelle mehrere übereinander liegende Windangspankt^* 
haben. Denkt man sich z. B. zwei Functionen f und f\ jede definirt dnrch 
eine Gleichung von der Form (1.), und bezeichnet man die zur Ausbrei- 
tung dieser Functionen erforderlichen Flächen respective mit ffi und :K', 
so wird die ebenfalls algebraische Function 

F = ff 

in eindeutiger Weise sich ausbreiten auf der Fläche 

d. i. auf derjenigen Riemann^ sehen Eugelfläche, die aus den Flächen 3i 
und 9%' — ohne gegenseitige Verbindung — durch blosse Ineinanderschach- 
telung entsteht. Diese neue Fläche 91 -f ^' kann nun aber sehr wohl 
zwei gerade übereinander liegende Windungspnnkte haben; denn es kann 
ein Windungspunkt von 9t gerade über einem von 91' sich befinden. Q, e, d. 

§ 14. 

Ueber die Zersohneidimg einer Iliemann*sohen Kugelfläohe in ein- 
zelne Fläohenstücke, und über die VersetBiing eines jeden 
soloben Fläohenstüoks in aeinen natürlichen Zustand. 

Es sei irgend eine Riemann'sche Kugelfläche 91 [die also z. 6. 
auch genau übereinander liegende Windungspunkte besitzen kann, 
vgl. die vorhergehende Bemerkung] in bestimmter Weise gegeben. 
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Zerschneidet man diese Fläche 91 in eine beliebig grosse Anzahl 
kleiner Stücke, der Art, dass jedes derselben nar eine Randcurve 
besitzt und nicht mehr als höchstens einen Windungspunkt enthält, 
so wird jedes solches Flächenstück als eine kleine sphärisch ge- 
krümmte Windungsfläche zu bezeichnen sein. Denn auch diejenigen 
dieser Stücke, welche keinen Windungspunkt enthalten^ mithin ein- 
blättrig sind, können jenem Namen subsumirt, nämlich als Windungs- 
flächen 0**' Ordnung angesehen werden [vgl. pg. 69] 5 wobei alsdann 
unter dem Windungspunkt eines solchen Flächenstücks irgend ein 
beliebiger Punkt desselben zu verstehen ist. 

Irgend eins unter den kleinen Stücken, in welche 91 zerlegt ist, 

mag nun mit 

U oder U(c, z) 

benannt werden. Es sei nämlich c der Windungspunkt, und z Col- 
lectivbezeichnung für alle übrigen Punkte des Flächenstücks, lieber- 
dies sei m die Anzahl seiner Blätter, also c ein Windungspunkt 
(m — 1)*®^ Ordnung. Dieses Flächenstück U kann nun, und zwar in 
sehr verschiedener Weise, durch stetige Umformung in eine ebene 
einblättrige Fläche verwandelt werden; wobei von Wichtigkeit nament- 
lich zwei Methoden sind. 

Erste. Methode. — Man lässt die zum Flächenstück 

U(c, ,) 

gehörigen Punkte z auf geradlinigen, von 0' ausstrahlenden Bahnen 
so weit fortwandern, bis sie auf die Horizontalebene fallen, und ver- 




wandelt in solcher Weise das Flächenstück in eine ebene Windungs- 
fläche, die mit ^^^^^^ 

bezeichnet werden mag. Sodann aber verwandelt man diese letz- 
tere in eine ebene einblättrige Fläche 

a(y,e), 
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in bekannter Weise, nämlich unter Anwendung des Correspondenz- 
gesetzes: 

(1.) ^ _ c = (g — y)- [vgl. pg. 74]. 

Man kann übrigens von den drei aufeinander folgenden Zustanden 
U; SS, Sl den mittleren ganz bei Seite lassen und also sagen, dasi^ 
VL in % übergeht mittelst des Correspondenzgesetzes (1.). 

Zweite Methode. — Man lässt [vgl. die vorstehende Figur] die 
Punkte des gegebenen Flächenstücks 

auf geradlinigen, von ausstrahlenden Bahnen so weit fortwandem. 
bis sie sämmtlich auf die Antipodenebene fallen, und bezeichnet die 
in solcher Weise entstehende ebene Windungsfläche mit 

28(c', b'), 

WO ec = 1 und ebenso zz' «= 1 ist Sodann verwandelt mau diese 
letztere Fläche in eine ebene einblättrige Fläche: 

a(y,5), 

und zwar, wiederum wie vorhin, mittelst des Correspondenzgesetzes: 

(2.) ^' _ C' = (g - y)".. 

Will man den mittlem Zustand SB eliminiren, so hat man in (2.) 

für c', z ihre Werthe c' = — , z' = — zu substituiren, wodurch 
sich ergiebt: 

(2a.) I - I = « - y)». 

Mittelst dieser Formel verwandelt sich alsdann U dir e et in 31. 
Zosammenfassnng. — Das geg^em mrblättrige FlächcnsUick 

U oder U(c, z) 

kann also in stetiger Weise angeformt werden in eine gewöhnliche 

einblättrige Flädie: 

91 oder 9l(y, g), 

und ztoar nach Beliehen, entweder mittelst des Correspondenzgesetzes: 

(I.) ^ _ C = (g - y)-, 

oder mittelst des Correspondenzgesetzes: 

(II.) T - T = « - »')'"• 

Allerdings ist die Wahl zunschen diesen beiden Gesetzen nicht unter 
allen Umständen in unser Belieben gestellt. Enthält z, B. das Fläclien- 
stück U einen bei z = liegenden Punkt ^ so unrd der Anforderung 
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der stetigen Umformung nur durch die erste Methode [vgl. die Figur 
p. 95], also nur durch die Formel (L), nicht aber durch (IL) ent- 
sprochen. Und umgekehrt wird, falls U einen hei z = <x> liegenden 
Punkt enthält, jener Anforderung der stetigen Umformung nur durch 
(IL), nicht aber durch (L) entsprochen werden. 

Der Zustand U mag hinfort der ursprüngliche, und der aus 
[3S) diesem durch stetige Umformung, vermittelst einer der beiden Formeln 
(L), (IL), entspringende neue Zustand % der natürliche Zustand des 
hetradhteten FlächenstUcks genannt werden. 

Bemerkung. — Die geometrische Anschauung [Figur p. 95] zeigt, dass 
einer positivßn ümlaufung von U eine ebenfalls positive Umlaufung von S 
und ebenso von äB entspricht; fieills man nur festhält an dep früher gege- 
benen Determinationen über die oberen Seiten der Eugelfläche, der Hori- 
zontal- und der Antipodenebene [pg. 66 und 56]. Einer positiven Umlan- 
fang von 9S oder äß entspricht aber eine ebenfalls positive Umlauf ung der 
jedesmaligen Fläche 91 [vgl. die Bemerkung p. 74]. Also der Satz: 

Denkt man sich das Flächenstück U oder Vi{c, z) in seinen natür- 
lichen Zustand 91 oder 91 (y, i) versetzt^ und in dieser Weise also jedweden 
Pufikt z der Fläche U m einen gewissen Punkt ^ der Fläche 9C verwandelt, 
so vnrdj faUs man z positiv um U herwnüaufen lässt, gleichzeitig i eben- 
falls positiv um 91 herumlaufen. 

Sind also z. B. f und tp zwei auf dem Flächenstück ausgebreitete 
Functionen, so wird das über seinen Band in positiver Richtung erstreckte 
Integral : 

ffdv 

ein und denselben Werth haben, einerlei, ob man jene Integration während 
des ursprünglichenj oder während des natürlicTien Zustandes bewerkstelligt; 
was angedeutet werden mag durch die Formel: 



f^f^'P =-/^/'d<P- 



§ 15. 
Allgemeine Bemerkungen über die stetige Umformung einer Fläche. 

Unter der stetigen Umformung einer Fläche soll eine Verän- 
(4.) derung derselben verstanden werden, welche durch blosse Anwendung 
von Dehnungen und Biegungen, nämlich mit Vermeidung von Zer- 
reissungen und Zusammenheftungen, m Stande kommt. 

Um von irgend zwei beliebig gegebenen Flächen die eine in 
die andere umzuformen, bedarf es (sobald eine solche Umformung 
überhaupt möglich ist) nur der Auffindung eines Gesetzes, nach wel- 
chem jeder Punkt der einen Fläche mit einem bestimmten Punkte 
der andern correspondirt, jedoch eines Gesetzes, welches so beschaffen 

N e n m a n n : Abel'tcbe Integrale. 2. Aufl. 7 
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ist, dass demselben zufolge benachbarte Punkte der einen Fläche auch 
immer mit benachbarten Punkten der andern in Correspondenz stehen. 
Ist nämlich ein solches Gesetz gefunden, so wird man dann, wie 
leicht zu übersehen ist, durch Anwendung von Dehnungen und Bie- 
gungen es in der That dahin bringen können, dass die eine Fluche 
mit der andern, und zwar jeder Punkt der einen mit dem correspon- 

direnden Punkte der andern zur Deckung kommt. 

Ein Quadrat kann als stetige Umformnng eines Rechtecks, ebenso aber 
auch als eine stetige Umformung der KreisjUiche angesehen werden. Anderer- 
seits würde sich die Kreisfläche als die stetige Umformung einer Halh- 
kttgel fläche j oder auch als die einer Kegel fläche ansehen lassen. 

Und so lassen sich überhaupt, falls eine Fläche gegeben ist, immer 
mehrere und von einander sehr verschiedene Flächen finden, von denen 
jede als eine stetige Umformung der gegebenen Fache aufgefasst wer- 
den kann. 

Jedoch kann man keineswegs die gegebene Fläche als die stetige 
Umformung jeder beliebig gewählten andern Fläche ansehen. Sollen näm- 
lich zwei Flächen einer solchen Auffassung fähig sein, so ist dasa, wie 
man sofort erkennt, zunächst schon erforderlich , dass in beiden die An- 
zahl der Randcurven ein und dieselbe ist. Und zu dieser Bedingung treten 
noch andere Bedingungen hinzu. Denn bei einer Kugelfläche z. B. und bei 
einer Ring fläche*) ist die Anzahl der Randcurven gleich gross, nämlich 
bei beiden =» 0; und trotzdem lässt sich, wie man leicht übersieht, die 
eine keineswegs als eine Umformung der andern auflßskssen. Wir gt^hen 
einstweilen auf die hier erforderlichen Bedingungen nicht näher ein. 

Wir wollen uns im Räume irgend eine Fläche denken von be- 
liebiger Krümmung und überhaupt von ganz beliebiger Gestalt; und 
auf dieser Fläche wollen wir uns die Werthe irgend welcher Func- 
tion ausgebreitet denken. Jene Fläche mag nun einer stetig fort- 
schreitenden Veränderung unterworfen und in solcher Weise, von 
ihrem Anfangszustande aus, in einen bestimmten Endzustand über- 
geführt werden. Während diese Veränderung aber vor sich geht, wah- 
rend also die Fläche durch stetige Umformung in andere und andere 
Gestalten übergeht, mögen die einzelnen Punkte der Fläche mit den 
ihnen einmal zuertheilten Functionswerthen unlöslich verbunden 
bleiben. 

War die Function während des Anfangszustandes der Fläche 
auf derselben überall eindeutig ^ d. h. war damals jeder Punkt der 
Fläche immer nur mit je einem Werthe der Function belastet, so 



*) Unter einer Ringfläche ist die Oberfläche eines körperlichen Ringes, 
also z. B. diejenige Rotationsfläche zu verstehen, welche yon einem Kreise er- 
zeugt wird, sobald man denselben um eine Achse, die in der Ebene des Krei- 
ses liegt und den Kreis nioht schneidet, rotiren lässt. 
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wird Gleiches offenbar auch dann noch stattfinden, wenn dieselbe 
in ihren Endzustand übergegangen ist. 

War ferner die Function zur Zeit des Aufangszustandes auf der 
Fläche allenthalben stetig, so wird sie nach Eintritt des Endzustan- 
des ebenfalls überall stetig sein. 

War die Function zur Zeit des Anfangszustandes der Fläclie 
in einzelnen Punkten oder Linien unstetig^ so wird sie nach Eintritt 
des Endzustandes nach. wie yor, und zwar in d)en denselben Punkten 
oder Linien unstetig sein. 

Insbesondere wollen wir unsere Aufmerksamkeit auf diejenigen 
Unstetigkeitspunkte richten, welche wir früher (pg. 38) als polare 
UnstetigkeUspiinkte, oder kürzer als Pole bezeichnet haben, also auf 
diejenigen, in welchen die Function selber — sie mag f genannt 
werden — unstetig ist, in deren Bereich aber der reciproke Werth 

der Function, nämlich der Werth von ^ stetig bleibt. Jene Un- 

stetigkeit von f und jene Stetigkeit von -^ werden, fallö sie in irgend 

einem Punkte der Fläche einmal vorhanden sind, ungeändert fort- 
bestehen, welches auch die stetige Umformung sein mag, der die 
Fläche unterworfen wird. 

Besitzt also die a/uf der Fläche ausgebreitete Function zur Zeit 
(:).) des Anfangszustandes in irgend einem Punkt der Fläche einen Pol, 
so mrd sie in jenem Punkt nach Eintritt des Endzustandes ebenfalls 
einen Pol besitzen. 

Gleiches vnrd offenbar auch von den Nullpunkten gelten. Denn 
es ist ja nach unserer Annahme jeder Punkt der Fläche mit dem 
ihm einmal zuertheilten Functionswerthe unlöslich verbunden. Ist 
also irgend ein Punkt der Fläche mit dem Werthe Null belastet, 
8o wird er, mag sich nun die Gestalt der Fläche verändern, wie 
sie wolle, diesen Werth Null beständig behalten. Wir gelangen 
somit zu folgendem allgemeinen Satz: 

Sind die Werthe der Function auf irgend welcher Fläche ausge- 
breitety so tritt hinsichtlich der auf jener Fläche vorhandenen Stetig- 
keitspunkte, Nullpunkte und Pole keine Äenderung ein, mag man 
nun die Fläche in ihrem ursprünglichen Zustande verharren, oder mag 
(0.) man dieselbe durch stetige Umformung in irgend welchen andern Zu- 
stand übergehen lassen. In jedem einzelnen Punkt der Fläche wird 
die Function sich zur Zeit des neuen Zustandes genau ebenso verhal- 
ten, tcie zur Zeit des ursprünglichen Zustandes; in jedem einzelnen 
Punkt der Fläche tvird sie zur Zeit des neuen Zustandes stetig oder 

7* 
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unstetig j Null oder von Null verschieden^ mit einer polaren oder 
nichtpolaren Unstetigkeit heliaftet sein, je nachdem zur Zeit des ur- 
sprünglichen Zustandes das Eine oder das Andere der Fäll war. 

Ebenso verhalt es sieh auch mit der Eindeutigkeit. In jedem 
einzelnen Punkt der Fläche wird die Function zur Zeit des neuen Zu- 
standes eindeutig oder mehrdeutig sein, je naehdem zur Zeit des 
ursprünglichen Zustandes das Eine oder das Ändere der Faü war. 

Die Eigenschaften der Eindeutigheit, der Stetiglceit, der polaren 
Unstetigkeit u, s. w. sind also permanent uxihrend des Verlaufs einer 
stetigen Umformung. 

Bemerkang. — AIV diese Sätze sind oline Weiteres anwendbar 
auf diejenigen stetigen Umformungen, von denen vorhin pg. 95 — 97 
die Rede war, also z. B. anwendbar auf den Uebergang von U in %, 
und ebenso umgekehrt auf den Uebergang von Sl in U. 
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lieber Functionen, die auf einer Riemann'schen Kngelfläche 
ausgebreitet sind. Definition der regulären Funetionen. 

Ebenso wie wir im dritten Capitel Functionen [{b) betrachtet 
haben, die auf der gewohnlichen einblättrigen Eugelfläche ausgebrei- 
tet waren, ebenso wollen wir im gegenwärtigen Capitel solche Func- 
tionen f{0) in Untersuchung ziehen, die auf einer Riemann'sdien 
fnehrblättrigen Eugelfläche ausgebreitet sind. Dabei mag diese letz- 
tere ganz toüücürlidi gegeben sein, von beliebig vielen Blättern, 
mit beliebig vielen und beliebig gelegenen Windungspunkten und 
Uebergangslinieu. 

Wir werden dabei zu Resultaten gelangen, die denen des drit- 
ten Capitels einigermassen analog sind. Ebenso wie wir nämlich 
damals gefunden hatten, dass jede Function f{z), die auf der ein- 
blättrigen Eugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig ist, 
eine rcUioncUe Function von z sein muss, ebenso werden wir gegen- 
wärtig finden, dass jede Function /*(jEf), welche die genannten Eigen- 
schaften auf einer Riemann'sdien n-blättrigen Eugelfläche besitzt, die 
Wurzel einer Gleichung n*^ Grades sein muss, deren Coefßcienten ratio- 
nale Functionen von z sind. 

Die zu betrachtende, unllkürlich gegebene Riemann'sche Eugel- 
fläche werden wir mit 9t, und irgend einen ITieil derselben mit @ 
bezeichnen.' 

§ 1. 

Uebertragbarkeit früher gefundener Sätze auf die Biemann^sohen 

KugelfLäohen. 

Einige' der im zweiten Capitel erhaltenen Sätze sind sofort auf 

die Riemann'schen Eugelflächen übertragbar, so z. B. der Satz pg. 35. 

In der That kann man sagen: 

(1.) Ist eine Function /*=» f{ß) auf irgend einem Theile © einer Rie- 

mann'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
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kann auf @ kein auch noch so kleines Curven- oder FUkhendement 
existiren, auf welchem die Function constant wäre^ — es sei denn. 
dass sie auf @ allenthalben constant ist. 

Beweis. — Wir wollen annehmen, der Satz sei nicht richtig, es exi- 
stire also eine auf @ eindeutige und bis auf einzelne Pole stetige Function 
f s= f{z) j welche auf irgend einer Curve oder Fläche X constant, in den 
übrigen Punkten von @ aber inconstant ist. Man bezeichne nun alF diese 
übrigen Punkte zusammengenommen mit l\ grenze auf @ ein kleines, theild 
aus Punkten X, theils aus Punkten X' bestehendes Flächenstück U ab, and 
versetze dasselbe in seinen natürlichen Zustand 91. Alsdann wird die Func- 
tion f [vgl. d.Bemkg. pg. 100] auf dieser ebenen einblättrigen Fläche % ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Gleichzeitig wird alsdann anf 
9( eine Gurve resp. Fläche existiren, auf welcher die Function constant ist, 
während sie in den übrigen Punkten von % inconstant ist. Dies aber 
widerspricht dem früher p. 35 gefundenen Satze, ü. s. w. 

Ist mithin die Function f auf @ eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig, so werden die Punkte, in denen f einen vorgeschriebe- 
benen Werth K annimmt, auf @ immer nur vereinzelt vorkommen 
können, ebenso also z. B. auch diejenigen Punkte, in denen sie Null 
wird. Also der Satz: 

Ist die Function f = f(/) auf irgend einem Theil @ einer Rie- 
mann'scJien Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole a^, a^, . . , 
stetig, und bezeichnet man ihre Ntdlpunkte auf @ mit ß^, ß^, . . . , so 
werden alV diese Funkte 

(2.) ^u «2; •• • A; A^ •• • 

vereinzelt liegen. D. h.: Je zwei derselben werden stets durdi irgeml 
ivelclien (wenn auch noch so kleinen) Ztvisclienraum von einander ge- 
trennt sein. 

§2. 

Ueber die Ordnungszahlen der auf einer Biemann'sohen Kugel- 

fläche ausgebreiteten Funotionen. 

Wir haben früher, als wir uns mit den Flächen einfachster Art 
(nämlich mit ebenen einblättrigen Fläclien) beschäftigten,^ den Polen 
• und Nullpunkten der darauf ausgebreiteten Functionen gewisse Ord- 
nungszahlen beigelegt. Mit andern Worten: Wir haben damals ver- 
schiedene Grade des Unendlich- und Null -Werdens constatirt. Es 
ist von Wichtigkeit, derartige Unterscheidungen auch dann eintreten 
zu lassen, wenn die Function auf einer Riemann^sdien Kugel fläche 
ausgebreitet ist. 

Es sei eine Riemann'sche Eugelfläche von beliebiger Beschaffen- 
heit gegeben; auf dieser sei irgend eine gegebene Function ausge- 
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breitet; und diese Function besitze auf der Fläche irgend welche 
Nullpunkte und irgend welche Pole. 

Wir betrachten zunächst die Nullpunkte. Hinsichtlich der Werthe, 
welche die Function in diesen Punkten selber besitzt^ kann offenbar 
keinerlei Verschiedenheit stattfinden; denn diese Werthe sind sämmt- 
lieh Null, mithin unter einander identisch. Sollen also jene Punkte 
in verschiedene Arten oder Ordnungen eingetheilt werden, so kann 
eine solche Eintheilung sich nicht stützen auf diejenigen Functions- 
werthe, welche in den Punkten selber vorhanden sind, sondern nur 
auf diejenigen, welche in der Nähe jen^er Punkte, nämlich in den 
liereidien derselben sich vorfinden. 

Nun kennen die Bereiche der einzelnen Nullpunkte, je nach der 
Lage, welche sie auf der Riemann'schen Eugelfiäche besitzen, von 
sehr verschiedener Form sein. Denn das Bereich eines solchen 
Punktes wird, je nachdem derselbe in einem gewöhnlichen oder in 
einem Windungspnnkte der Fläche liegt, bald durch eine kleine 
Fläche von einblättriger Form, bald durch eine kleine Windungsfläche 
von mehrblättriger Form dargestellt sein. 

Sollen daher die Bereiche jener Nullpunkte hinsichtlich der von 
ihnen getragenen Functionswerthe mit einander verglichen werden, 
so wird man, falls etwa das eine Bereich mblättrig, ein anderes 
/Vm/T)lättrig, ein drittes 0wölfh\}kitngy u. s. w. sein sollte, eine solche 
Vergleichung gar nicht vorzunehmen im Stande sein, falls man nicht 
zuvor air jene Bereiche durch Umgestaltung in gleiche Form ge- 
bracht hat. Ebenso etwa, wie es bei einer physikalischen Unter- 
suchung, wenn mehrere Körper hiusichtlich ihrer Dimensionen mit 
einander verglichen werden sollen, nothwendig ist, dieselben zuvor 
in gleiche Temperatur, etwa in eine gewisse, ein für allemal festge- 
setzte Normal-Temperatur zu versetzen; ebenso wird es hier, wo die 
Bereiche mehrerer Punkte hinsichtlich der von ihnen getragenen 
Functionswerthe unter einander in Vergleich gestellt werden sollen, 
erforderlich sein, all' jene Bereiche zuvor in gleiche Form^ etwa eben- 
falls in eine gewisse, ein fQr allemal festgesetzte Normalform zu 
bringen. 

Welche Form dabei als Normalform festgesetzt werden soll, ist 
im Grunde ziemlich gleichgültig. Doch wird es gut sein, eine mög- 
lichst einfache zu wählen. Es mag dazu die Form einer gewöhn- 
liehen einblättrigen ebenen Flädie, nämlich diejenige Form genommen 
werden, welche das Bereich des betrachteten Punktes in seinem 
natürlichen Zustande besitzt [pg. 97]. 
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Auf Grund dieser Ueberlegungen dfirfte es also zweckmässig 
sein, folgende Definition zu adoptiren: 

Definition. — Ist eine Riemann'sche Kugdflächc mit den Wertim 
irgend welcher Function behstet, so soll im Allgemeinen jeder PuM 
(•^•) der Fläche mit einer gewissen Ordnungszahl versehen werden. Unier 
dieser Zahl soll jederzeit diejenige Ordnungszahl verstanden werden, 
welche dem Punkte zukommt^ sobald man das ihm zugehörige Bereid 
in seiften natürlichen Zustand versetzt. 

Handelt es sich also darum, die Ordnungszahl irgend eines Punk- 
tes der gegebenen Biemann' sehen Kugelflädie wirklich zu bestimmen, so 
wird man zuvörderst das kleine Flächenstiick, durch welches das Be- 
reich des Punktes dargestellt wird, in seinen natürlichen Zustand 
versetzen, dasselbe also verwandeln in ein ebenes einblättriges Flächen- 
stück. Ist solches geschehen, so wird alsdann die OrdnungszaJU des 
Punktes unmittelbar zu Tage treten, falls man nur die früher gefun- 
denen Sätze [pg. 41 — 43] in Anwendung bringt 

Dabei gelangt man z. B. auf Grund des Satzes pg. 41 sofort 
zu folgender Bemerkung: 

Ist eine Function f{z) auf irgend einem Theile einer Riemann' 
(4.) sehen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so wird 
ihre Ordnungszahl in jedem Punkte jenes FlächentheHes eine endliche 
ganze Zahl sein. 

Und zwar wird diese Zahl positiv sein in jedem Nullpunkte, 
negativ in jedem Pole, und Null sein in jedem andern Punkte, 
d. i. in jedem Punkte, der weder Nullpunkt noch Pol ist. 

Um die Ordonngszahl eines gegebenen Panktes nach der hier gege- 
benen VorBchrifb zu ermitteln, wird man das Bereich des Panktes zuerat 
in seinen natürlichen Zustand versetzen müssen. Dieser natürliche Zustand 
ist aber kein völlig bestimmter. Denn im Allgemeinen wird es unter den 
Zuständen, in welche man jenes Bereich durch stetige Umformung ver- 
setzen kann, immer zwei geben, von welchen nach Belieben der eine, und 
ebenso gut auch der aridere als der natürliche Zustand des Bereiches an- 
gesehen werden kann. (Vgl. pg. 96, 97.) Man könnte daher die Besorgniss 
hegen, dass sich vielleicht, jenachdem von diesen beiden Zuständen der 
eine oder der andere gewählt wird, für die Ordnungszahl des gegebenen 
Punktes jedesmal ein anderer Werth ergeben möchte. Aus der Formel 
(9.) des folgenden Paragraphs wird man aber erkennen, dass diese Besorg- 
niss eine unbegründete ist, dass sich nämlich in beiden Fällen ein und 
dieselbe Ordnungszahl herausstellt, und dass also die hier für die Ord- 
nungszahl eines Punktes gegebene Definition eine vöüig bestimmte ist 
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§3. 

FortBetznng. Darstellung der OrdntmgsEahlen dnroh Integrale. 

Die Function f = f(js) sei auf irgend einem Theil @ einer Rie- 
mann'schen Eugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. 
Zerlegt man @ mittelst irgend welcher Gurren in kleine Stücke: 

ll|; U27 **3J • • • U«? 

und bezeichnet die natürlichen Zustände derselben respective mit 

**'i > *^j *^? •'• ^^y 

80 besitzt f auf Ux genau dieselben Ordnungszahlen, wie auf %x 
[vgl. (3.)]. Bezeichnet man nun die Summe dieser auf Ux oder %[x 
vorhandenen Ordnungszahlen mit Mm, so ist [nach Satz pg. 43]: 

* 2«t J ^ f ^ 

oder was dasselbe ist [vgl. die Bemerkung pg. 97]: 

(5-) M« = äii/uj ' 

wo die Integration in der einen wie in der andern Formel positiv 
liinläuft über den Eand von 0« respectiye Ux. Summirt man jetzt 
die Formel (5.) über x = 1, 2, 3, . . . g, d. i. über alV diejenigen 
Flächenstücke Uj, Uj, U3, . . . U^, in welche © zerlegt wurde, so 
werden sich dabei die den Zerlegungscurven 6 zugehörigen Integral- 
theile gegenseitig zerstören; sodass man also erhält: 

(6.) M. + M, + M,.... + M, = -2^J^^^, 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von @. Die linke 
Seite dieser Formel (6.) repräsentirt aber offenbar die Summe sämmt- 
licher Ordnungszahlen, welche f auf @ besitzt. Also der Satz: 

Ist die Function f = f{z) auf irgend einem Theil @ einer Bie- 
mann' sehen Kugel fläche eindeutig und bis auf einiselne Fole stetig, so 
wird die Summe M ihrer sämmtlichen auf @ vorhandenen Ordnungs- 
zahlen den Werth hohen: 

die Integration posiÜv erstreckt über den Band von @. Besitzt dieser 
Flächentheil © flicht eine, sondern mehrere, etwa q Bandcurven, so unrd 
das angegebene Integral eine Summe von q Integralen sein, deren jedes 
Ober je eine Bandcurve erstreckt isL 
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Markirt man auf @ irgend einen Punkt c, so wird derselbe 
entweder ein Pol der Function f, oder ein NüUpunkt derselben, oder 
keines von beiden sein. Wie dem auch sei, — jedenfalls wird man, 
weil die Pole und Nullpunkte immer nur vereinzelt yorkommen 
[vergl, (2.)], um c herum ein Flächenstück U abgrenzen können, 
welches, abgesehen von c selber, keinen weitem Pol oder Nullpunkt 
beherbergt. Alsdann aber ist die Summe der auf U vorhandenen 
Ordnungszahlen [vgl. (4.)] nichts Anderes, als die in c selber vor- 
handene Ordnungszahl fi; sodass sich also nach (7.) die Formel ergiebt: 



. '»^sir/u'^^««^- 



Also der Zusatz: Ist die Fundion f= f{z) auf irgend einem 
Thcile @ einer Riemann'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig, so wird ihre Ordnungszahl (i in irgend einem Pimli 
c des Flächcntheils @ den Werfh besitzen: 

die Integration positiv erstreckt über den Rand irgend eines um c hemm 
aJjgegrenzten Flächenstückes U. Dabei ist indessen vorausgesetzt, dieses 
Flächenstück VL sei von solcher Beschaffenheit, dass dasselbej abgesehen 
von c selber, keinen Pol oder Nullpunkt der Function in sich enlfuUL 
Dieser Bedingung wird stets dadurch genügt werden können, dass 
man U hinreichend klein macht. Ein um c herum abgegrenztes hin- 
reichend kleines Flächenstück wird aber kurzweg das Bereich von c 
genannt. Also de^^ Satz: 

Ist die Function f==f{z) auf irgend einem Theil @ einer Itie- 
mann^schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
wird ihre Ordnungszahl ii in irgend einem Punkt c der Fläche © den 
Werth haben: i /» 

die Integration positiv herumlaufend gedacht um das Bereich U des 

Punktes c. 

Man kann also sagen: Wächst der log f, wenn man das Bereich des 
Pwnktes c in positiver Richtung umläuft, um (i , 2ni an, so ist ft die Ord- 
nungszahl, weldie { in c besitzt. Man könnte diesen Satz benutzen, um die 
Ordnungszahl zu definiren. Solches hat Biemann gethan. Denn in seiner 
Abhandlung [Borch. Journal f. Math. Bd. 64, S. 117; und Gesamm. Werke 
pg. 96] heisst es: „Zur Vereinfachung des Folgenden heisse eine Function 

für einen Punkt unendlich klein von der ersten Ordnung, wenn 

ihr Logarithmus bei einem positiven Umlauf um ein diesen Punkt um- 
gebendes Flächenstück um ^ni anwächst.** 



\ 
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Das in (7.) erhaltene Resultat bezieht sich auf irgend einen 
Theü einer Riemann'schen Kugelfläche. Wendet man genau die- 
selbe Methode an, um die Summe aller Ordnungszahlen zu ermit- 
teln, welche auf der ganzen Riemann'schen Eugelfläche vorhanden 
sind; so gelangt man zu einem analogen Resultat^ welches, wie leicht 
zu übersehen, so lautet: 

Ist eine Function f{z) auf einer Rief nann' sehen Kugelfläche ein- 
0.) deutig und bis auf einzelne Pole stetig, so ist die Summe sämmtlicher 
Ordnungszalden, welcJie sie auf jener Fläche besitzt, gleich Null. 

Oder mit andern Worten: Bei einer solchen Function ist die Summe 
1.) der in den Polen vorhandenen Ordnungszahlen ihrem absoluten Betrage 
na>ch jederzeit ebenso gross, als die Summe der in den Nullpunkten 
vorhandenen. 

In jedem Nullpunkt ist die Ordnungszahl der Function gleich 
einer positiven, und in jedem Pol gleich einer negativen ganzen Zahl 
[vgl. (4.)]. Man kann demgem'ass die Nullpunkte, je nachdem ihre 
Ordnungszahl gleich 1, 2, 3 u. s. w. ist, einfache, zweifache, dreifache 
u. s. w. nennen; und andererseits die Pole, je nachdem ihre Ord- 
nungszahl gleich — 1, — 2, — 3 u. s. w, ist, ebenfalls als ein- 
fache, zweifache, dreifache u. s. w. Pole bezeichnen. Auch dürfte 
es zweckmässig sein, jeden n-fachen Nullpunkt als eine Superposi- 
tion von n elementaren Nullpunkten, und jeden n-fachen Pol als 
eine Superposition von n elementaren Polen aufzufassen. [Vergl. Rie- 
mann's Abhandlung, Borch. Journal Bd. 54, S. 118. Gesamm. Werke 
pg. 96.] Thut man dies, so lässt sich der Satz (11.) auch so aus- 
sprechen : 

Ist eine Function f(z) auf einer liiemanri sehen Kugelflüche allent- 

iialben eindeutig und mit Ausnahme einzelner Pole allenthalben stetig, 

12.) so ist die Anzaid ihrer elementaren Pole jederzeit ebenso gross une die 

Anzahl ihrer elementaren Nullpunkte. 

Bemerkung. — Die gewöhnliche einblättrige Eugelfläche, Von welcher 
das dritte Capitel handelte, ist offenbar nur ein Specialfall der Biemann- 
Bchen mehrblättrigenKugelüüche. Demgemäsa sind also die vorstehenden Sätze 
unmittelbar auch anwendbar auf die gettöhhliche einblättrige Kugelfläche, 

§ 4. 

Ueber die Beihenentwicklungen einer auf einer Biemann*80hen 

Kugelfl&ohe ausgebreiteten Function. 

Die Function f='f(z) sei auf irgend einem Theil © einer Rie- 
mann^schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig; 
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ferner sei c ein auf @ beliebig markirter Punkt. Bezeichnet man 
das Bereich dieses . Punktes in seinem ursprünglichen Zustande mit 

(13.) U oder U(c, e), 

und andererseits in seinem natürlichen Zustande [vgl. pg. 96] mit 
(14.) « oder %{y, f), 

SO wird sie auf dieser ebenen, einblättrigen Fläche % [Satz pg. 41] 
darstellbar sein durch die Formel: 

(15.) /-»(S-yy^/Cauf H), 

WO fi die Ordnungszahl von f im Punkt y, zugleich also auch [?gl. 
die Definition (3.)] die Ordnungszahl von /' im Punkte c bezeichnet 
während E=E{^ eine Function vorstellt, die auf 8 eindeutig, 
stetig und nichtverschwindend ist. 

Dabei ist lediglich yorausgesetzt, dass die Grenze von U hinreichend 
Dahe um c, oder (was auf dasselbe hinauskommt) dass die Grenze von % 
hinreichend nahe um y herumläuft. Dieser Begriff des Hinrekhendnakm 
ist aber im Vorhergehenden bereits dadurch eingeführt worden, dass U 
als das Bereich von c bezeichnet wurde. 

Üebrigens kann man über die Art und Weise, wie U und S su con- 
struiren sind, damit die Formel (16.) für sämmtliche Punkte £ der Fläche 
SC gültig sei, leicht nähere Auskunft erhalten, indem man statt des Satzes 
pg. 41 den Satz (31.) pg. 48 anwendet. Man findet alsdann, dass die Formel 
(15.) für alle Punkte von SC gültig sein wird, falls nur U, mit etwaiger Aas- 
nahme von c selber, keinen Pol oder Nullpunkt der Function f enthält 
Selbstverständlich ist überdies vorauszusetzen, dass das Flächenstück tt, 
mit etwaiger Ausnahme von c, keine Windungspunkte enthalte; denn an- 
dernfalls würde die in (IS.), (14.) genannte Umformung des Flächenstucks 
gar nicht möglich sein, mithin ^ gar nicht existiren. 

Man kann nun die Bereiche U und % nachträglich noch weiter 
verkleinern, also z. B. %[ zusammenschrumpfen lassen zu einer klei- 
nen um y beschriebenen Kreisfläche, während gleichzeitig U die ent- 
sprechende Zusammenschrumpfung erleidet. 

Alsdann ist E auf Sl entwickelbar in die Cauchy-Taylor^Bche 
Reihe [vgl. pg. 34]: 

E = A^ + Mt -y) + Ä,{t -yy + . . . ., 

wo -4q, -4i, -4j, . . . Constanten sind. Auch ist die erste dieser 
Constanten, nämlich Aq, noth wendiger Weise von Null verschieden, 
denn sonst würde E im Mittelpunkt y der Kreisfläche % verschwin- 
den, was dem Charakter dieser Function widerspricht. Durch Sub- 
stitution dieses Werthes von E geht die Formel (15.) über in: 

(16.) /• = (g - yy [A, + A,(t-Y) + A,it-Yy + .. .], (auf «). • 
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Im Allgemeinen ezistiren nun für das Flächenstück U {c, z) 
zwei natürliche Zustände. Und je nachdem man für %{y, ^ den 
einen oder andern wählt, werden y^ ^ z\x Cy z entweder in der Be- 

L) =='"^"°8 stehen: , _ ^ = (g _ y)«, 

oder aber in der Beziehung: 

^.) 4- - i =- (5 - y)", [ygl. pg. 96]. 

Dabei repräsentirt m die Anzahl der im Punkte c mit einander zu- 
sammenhängenden Blätter. Oder mit andern Worten: Es wird dabei 
c als ein m-blättriger Windungspunkt , mithin U als eine m-blätt- 
rige Winduugsfläche angesehen; so dass also z. B. m = 1 sein würde, 
falls c ein gewohnlicher Punkt; mithin U einblättrig sein sollte. 

Man kann nun schliesslich den aus (17.) respective (18.) fiir 
(5 — y) entspringenden Werth in (16.) substituiren, ebenso auch in 
(15.). Und ebenso wie die Formeln (15.), (16.) gültig sind für die 
Punkte l der Fläche 9, ebenso werden die durch die genannte Sub- 
stitution sich ergebenden neuen Formeln gültig sein für die Punkte 
z der Fläche U. Alles zusammengefasst^ gelangt man daher zu fol- 
gendem Satz: 

Ist die Function f = f{z) auf irgend einem Theil @ einer Rie- 
mann' sehen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
lassen sich die Werthe, welche f im Bereich U irgend eines auf © 
liegenden Punktes c besitzt, durch die Formeln darstellen: 

f^{z-cYE, 

/•= (ß - c)^ [A^ + A(^ — c)"* + M^ — c)'»+ . . .], 
oder auA durch folgende Formeln: 



9.) 



iO) 



r-(i-i)-E, 

■^-{:--v)>+A.(4-#+A.(i- })"■+■■•]• 

Dabei bezeichnet ^ die Ordnungszahl der Function f im Punkte c, und 
m die Anzahl von Blättern, welche in c mit einander zusammenhängen. 
Es wird also z. B. m ^s 1 sein, faüs c ein gewöhnlicher Punkt, hin- 
gegen 2, 3, 4 etc. sein, falls c ein Windung^punkt erster, zweiter, dritter 
M. 5. w. Ordnung ist Femer bezeichnen E = E{z) und E = E (jef) 
F^incticnen^ die auf U eindeutig^ stetig und nichtv er schwindend 
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sind. Endlick bezeichnen A^y A^, A^, . . . und A^, Aj, Ag, . . . con- 
stante Coefficienten^ von denen feststeht, dass A^ und Ao verschieden 
sind von NuU. 

Von diesen beiden Darstellungsweisen (19.) und (20.) ist nur die 
erste gültig für c = 0, nur die zweite für c = cx>, hingegen gleich- 
zeitig die erste und zweite, falls c weder noch oo ist. [Vgl. den 
Satz pg. 96, 97.] 

Bemerkung. — Das Bereich U des Punktes c ist kein festes, kein fui 
alle vier Formeln (19.), (20.) gemeinschaftliches; sondern ein der jedes- 
maligen Formel anzupassendes. Denkt man sich z. B. tl so gewählt, dat^s 
die erste Formel (19.) für alle Punkte von U gilt, so wird im Allg«meiuPD 
U noch weiter zu verkleinem sein, falls man erreichen will, dass die stctiif 
der Formeln (19.) für alle Punkte von U Gültigkeit habe. Solches ergiebt 
sich unmittelbar aus der Ableitung dieser Formeln. 

Bei der Bestimmung der Ordnungszahlen in gegebenen specielleu 
Fällen kann man entweder die Formeln (19.), (20.) benutzen, oder aber, 
was bequemer ist, direct auf die in (3.) gegebene Definition dieser Zahlen 
sich stützen, unter gleichzeitiger Anwendung des Satzes (4.). 

Erstes BeispieL — Die Function: 

(a.) f^Y(z — c,)\z'— c,) . . . {z — Cg J 

ist eindeutig auf einer zweihlättrigen Riemann'schen Kugelfläche 91 mit den 
Windungspunkten Cj, e, , ... C2„. Auch ist sie daselbst überall stetig l>i$ 
auf zwei bei z «^ oo liegende Pole [vgl. pg. 83]. Qeberdies besitst sie auf 
9*1, wie der Ausdruck (a.) zeigt, im Ganzen 2n NtUlpunkte, nämlich c,^ r^. 
... C2„. Folglich ist [Satz (4.)] ihre Ordnungszahl negativ in jenen bei- 
den bei 2=00 liegenden Punkten, femer positiv in Cj , Cj, ... Cj,,, und NvJl 
in allen übrigen Punkten der Fläche fH. 

Um nun die Ordnungszahl z. B. in C| näher zu bestimmen, Tersetzen 
wir das Bereich U(c, , z) dieses Punktes mittelst der Formel z — Cj =(f — y,)'t 
oder (indem wir das willkürlich zu wählende y^ = machen) mittelst dor 
einfacheren Formel 

in seinen natürlichen Znstand 91 (0, ^); wobei der Ausdruck (a.) die Gestalt 
annimmt: 

(b.) f = e y(c, -c, + r) (c, - c„ + r) . . . (q - cj, + t'i. 

Die hier auftretende Wurzelgrösse ist, wie die Formel (b.) selber zeigt, 

f 
== -^, also, ebenso wie f und J, auf 31 eindeutig, üeberdies ist sie, wie 

ihr blosser Anblick zeigt, stetig, und für hinreichend kleine Werthe von 
i auch nichtverschtci^idend. Nimmt man also U und SC hinreichend klein, 
so hat die Wurzelgrösse auf % den Charakter der Functionen E; sodass 
man also die Formel (b.) auch so schreiben kann: 

(c.) f^a-oy.E. 

Hieraus ersieht man aber [vgl. pg. 41], dass die Function f auf % im 
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Punkte £ = die Ordnungszahl 1 hat. Und dieselbe Ordnungszahl wird 
sie also, nach (3.), auch auf der Fläche U in dem correspondirenden Punkt 
z = c^ besitzen. In solcher Weise ergieht sich^ dass die Ordnungszahl von 
f in jedem der Punkte c^ , Cj , ... c^^ den Werth 1 hat 

Um femer die Ordnungszahl von f in einem der beiden Punkte z=^oo 
zu bestimmen, versetzen wir das Bereich U(oo, z) eines solchen Punktes 

mittelst der Formel = (f — y)*, oder (indem wir y =a machen) 

mittelst der einfacheren Formel 

in seinen natürlichen Zustand S((0, ^); wobei der Ausdruck (a.) die Gestalt 
annimmt: 

[d.) /* = r " yo^^) li^'cJyT. (i ^^c^O' 

Die hier auftretende Wurzelgrösse ist, wie die Formel (d.) selber erkennen 
lässt, auf ^ eindeutig t ferner, wie ihr blosser Anblick zeigt, auf % stetig 
und für hinreichend kleine Werthe von i auch nichtverschwindend. Sie 
hat also im Bereich ^, falls man dasselbe hinreichend klein sich vorstellt, 
den Charakter der Functionen E\ und es kann daher die Formel (d.) auch 

» 

80 geschrieben werden: 
(e.) ^ /"^CJ-Or^J^?. 

Hieraus folgt [vgl. pg. 41] , dass die Function f auf % im Punkte g =^ 
die Ordnungszahl ( — n) hat , und dass sie also [nach (3.)] dieselbe Ord- 
nungszahl auch auf der Fläche U im correspondirenden Punkt z «=» <x> be- 
sitzt. So ergiebt sich, dciss f auf der zweihlättrigen Fläche 91 in jedem der 
beiden Punkte z =» oo die Ordnwngszahl ( — n) hat. 

Aus diesen Ergebnissen folgt nun weiter, dass die Summe sämmt- 
licher Ordnungszahlen von f auf der Flache 91 gleich Null ist; was in 
Einklang steht mit dem Satz (10.). 

Zweites Beispiel. — Die Function 

(f.) f = yi^'—'c^Üz _ Ca) ... (^ — C2„_i) 

ist eindeutig auf einer gewissen zweiblättrigen Riemann'schen Eugelfläche 
91, welche 2n Windungspunkte : c^ , Cj, ... c^^^_i^ <x> besitzt. Auch ist 
sie auf dieser Fläche di stetig bi% auf einen im Windungspunkt z ^= oo 
liegenden Pol [vgl. pg. 84]. Ihre Nullpunkte befinden sich offenbar in 

Analog wie beim vorhergehenden Beispiel findet man nun leicht, dass 
diese Function f in jedem der Punkte Cj , Cg , . . . Cj^_i die Ordnungszahl 1, 
und dass sie femer im Windungspunkt z==^cx>die Ordnungszahl [— ( 2n— 1)] 
besitzt. 

§ 5. 

Fortsetztmg. Anwendung auf die gewöhnliche einblättrige 

Eugelfläche. 

Die gewohnliche einblättrige Eugelfläche^ von welcher das dritte 
Gapitel handelte, ist offenbar nur ein Specialfall der Riemann'schen 



(21.) 



(22.) 
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m^Arblattrigen Eugelflächen ; sodass man also durch Anwendung des 
zuletzt erhaltenen Satzes (19.), (20.) zu folgendem Resultat gelangt: 
Ist die Function f{£) auf irgend einem Theile © einer gewolm- 
lichen einblättrigen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzdne Pole st4^ 
tig, so sind die Werthe^ tveU^ f im Bereich U irgend eines auf B 
liegenden Punktes c besitsit, durch die Formeln darstellbar: 

f^{z — cyE, 

f={g - cy[A^^A,{z - c) + A,{z -cy+,. .], 
oder auch durch folgende Formeln: 

'-C'- i)'b + *. (t - j) + ^(i - iy+ ■ ■ ■} 

Dabei bezeichnet fi die Ordnungszahl von f im Punkte c. Femer sind 
E ^^^ E{z) und E = E(jef) Functionen, die auf U eindeutig, stetig 
und nichtverschwindend sind. Endlich sind Aq, A^, A^, . . . und 
Ao; Ai, Ag, . . . constante Coeffidenten, von denen feststeht, dass A^, 
und Aq verschieden von NuU sind. 

Von diesen beiden Darstellungsu^eisen (21.) und (22.) gilt nur 
die erste, faüs c = 0, femer nur die zweite, falls c = oo ist, hin- 
gegen die erste und zweite, faUs c weder noch oo ist. 

Anwendung des Satzes.' — Die Formeln (21.), (22.) können sofort 
dazu dienen, um die Ordnungszahlen einer gegebenen Function eu be- 
stimmen. Wir wählen als Beispiel die Function 

je - AT (ß - B)» 

WO a, hj c positive gcmze Zahlen sein sollen. Alsdann ist f eine rationale 
Function von Zj mithin auf der einblättrigen Kugelfläche eindeutig und bis 
auf eineeine Pole stetig [Satz pg. 59]. 

Die Nullpunkte und Pole dieser Function /" liegen offenbar bei z^^Aj 
j? a B, z ^ C, z =» oo. Und zwar sind z ^ A^ z =* B sicherlich Null- 
punkte, femer z =^ C sicherlich ein Pol, während e» noch von der nähe- 
ren Beschaffenheit der Zahlen a^ b^ c abhängt, ob j? -« oo ein Pol oder 
Nullpunkt oder keines von beiden ist. Jedenfalls ist, nach (4.), die Ord- 
nungszahl von f in jedwedem Punkte z=^A^ z=bB, z^=^G^ z^^<x> eine 
ganze Zahl, und in allen übrigen Punkten der Kugelfläche gleich Nvll 
Man kann ^un die Fiinction f ganz allgemein in folgende Gestalten ver- 
setzen: 

(«.) /« {z - Af [{z - Bf{z - 0)-^], 

m f - (« - Bf \iz - Af{z - cr% 



Fonctionen anf einei ütemann'acben Eugelfl&che. 113 

y.) /■= (« -Cr'iiz -Af{?- B)»], 

'■) '-(T-^r-^'K'-ijX'-fyo-Tn- 

Bringt man diese Formeln respective aaf die Bereiche %^ 93, @, ^ der 
Punkte £?=»^,jBr = JB,£r = C, jBfsssOoin Anwendung, so sieht man z. B., 
dass der in (a.) in eckige Klammem eingeschlossene Ausdruck auf % den 
Charakter einer Function ^ besitzt. Somit folgt aus (a.), mit Hinblick 
auf (21.), dass f im Punkte ;? » J. die Ordnungszahl a hat. Und gleich- 
zeitig ergiebt sich in analoger Weise aus (|?.), (y.), (^.), dass f m z =» B^ 
z BS C^ z =» oo respective die Ordnungszahlen 6, (— c), [c — (a + 6)] 
besitzt. 

Die Summe sämmtlicher Ordnungszahlen ist mithin :» , was in Ein- 
klang steht mit dem allgemeinen Satz (10.). 

§ 6. 

Ueber die rationale Verbindimg mehrerer Fiinotionen, die auf ein 

nnd derselben Riemann'sohen Eugelfläohe ausgebreitet sind. 

m 

GaDz analog den früher gefundenen Sätzen pg. 46 ergeben sich 
für die Riemann'sche Eugelfläche folgende Sätze: 

Sind die Functionen f^ = /i(£f), f^ = f^{z), . . . fn = fn {«) auf 
irgend einem Theil @ einer Riemann'schen Kugelfläche eindeutig und 
Ins auf eineeine Pole stetig, so gut Gleiches von jedwedem Ausdruck: 

3.) Y = Ratf (/;,/;,.../;), 

der aus /l, /i, . . . /Ii auf rationale Weise msammengesetzt ist, also 
z, B. auch von den Ausdrücken: 

!4.) p^fj^,,,f^ „^ Q^^^iml' 

l 2 • • • p 

faüs man nur Ober F^, F^, . . . Fp dieselben Voraussetzungen macJd, 
wie Ober /;, /i, . . . /;. 

Sind femer fi^, [i^, ... (in wnrf M^, Mg, . . . lAp die Ordnungs- 
zahlen der Functionen /i, /i, . . . fn und F^, F^, . . . Fp in irgend 
einem Funkt c des Flächentheils ©, so werden die dortigen Ordnungs- 
zahlen von P und Q lauten: 

25)(l*i + f*2...+f*«) und [(p, + p^... + ^,)_(M, + Mg... + Mp)]. 

Zu den Functionen f, F, auf welche diese Sätze anwendbar sind, 

gehört selbstverständlich auch diejenige, deren Werth auf @ überall 

= 1, deren Ordnungszahl also daselbst überall =0 ist; woraus z. B. 

folgt, dass V und ^ überall entgegengesetzte Ordnungszahlen haben. 

Der Beweis dieser Sätze ergiebt sich sofort aus dem Umstände, dass 
die Eigenschaften der Eindeutigkeit ^ der Stetigkeit, der polaren Unstetig- 

Heumann, AbeVtche Integrale. 2. Anfl. 8 
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Stetigkeit, und ebenso auch die Werthe der Ordnungszahlen 1>eiixi JJcl 
gange vom ursprünglichen zum natürlichen Zustande, oder aucli oizi^e* 
beim Uebergange vom natürlichen zum ursprünglichen Zustand j^crmfi^^ 
sind. [Vgl. die Bemerkung pg. 100.] 

Es sei nun das Bereich des Punktes c in seinem ursprüB^lichen an<i 
natürlichen Znstande respective mit U(c, z) und ^(y, £) bezeichnet. Als- 
dann sind die Functionen fx^ f%^ * - • f^ auf U im Punkte c eindeutig und 
stdig, respective polarunstetig. Dieselben Eigenschaften besitzen daher diese 
Functionen, zufolge der genannten Permanenz, auch auf % im Punkte 7. 
Dieselben Eigenschaften besitzt daher, zufolge des Satzes pg. 46, auf f 
im Punkte y auch der rationale Ausdruck: 

M» = Ratf. (/; , /i , . . . O- 

Dieselben Eigenschaften besitzt daher dieses V, zufolge der genannten Per- 
manenz, auch auf U im Punkte c. Und hiermit ist der Satz (23.) betriesen. 
Was den Satz über P in (24.) betrifiFt, so ist Folgendes hinzuzufages: 
Da /L(j , fit, , . . . fi„ die Ordnungszahlen der Functionen A 1 /^^ , . . . /], aoi 
U im Punkte c sein sollen, so werden sie, zufolge der genannten Perma- 
nenz, zugleich auch die Ordnungszahlen dieser Functionen auf % im Punkte 
y vorstellen. Hieraus ergiebt sich, vermittelst des Satzes pg. 46, dass die 
Summe : , , 

die Ordnungszahl des Productes 

auf 31 im Punkte y vorstellt. Und hieraus ergiebt sich , zufolge der erwähn- 
ten Permanenz, dass jene Summe gleichzeitig auch die Ordnungszahl von 
P auf U im Punkte c repräsentirt. Hiermit ist der Satz (24.), so weit er 
P betrifft, bewiesen. U. s. w. 

Ist irgend eine n-blättrige Riemann'sche Kugelfläche 91 gegeben, 
so wird die durch z selber dargestellte Function, d. i. die Function 
f = Zj in je n übereinander liegenden Punkten dieser Fläche SR einer- 
lei Werth haben. Wie denn auch sei, — jedenfalls wird sie, falls 
man auf 91 irgend einen einzelnen Punkt markirt, daselbst immer 
nur einen Werth haben ^ also auf SR eindeutig sein. Ueberdies ist 
sie auf 91 überall stetig, ausser in den bei z == 00 übereinander lie- 
genden Punkten A, B, Cy ... (deren Anzahl, je nach Umstanden, 
= n oder <w ist). In jedem dieser Punkte -4, 5, C, ... ist die 
Function f=^z unendlich, also unstetig, jedoch in solcher Weise un- 
stetig, dass ihr reciproker Werth — im Bereich des Punktes stetig 

bleibt. Ihre Unstetigkeitspunkte A, B, C, . , . sind also Pak. 
Wir seilten somit, dass die Function f=z auf jeder Rief nann' sehen 
(26.) Kiigelfläche, mag diese nun beschaffen sein, wie sie wolle, eindeutig 
und bis auf einzelne Pole stetig ist. Und Gleiches gilt daJier [zu- 
folge (23.)] auch von jedem Ausdruck: 



oerm 
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[.eim re\ W = Ratf. {s)', 

' °™^er von z auf rationale Weise abhängt. 

Uebrigens sind die Ordnungszahlen einer solchen rationalen 
Function von ss, je nachdem man sich dieselbe auf einer n-blätt- 
rigen Riemann'schen Kugelfläche 91 oder aber auf der gewöhnlichen 
^'nblättrigen Kugelfläche r ausgebreitet denkt, wesentlich verschie- 
den. Es gilt nämlich, wie man leicht übersieht, folgender Satz: 

Sind P und p irgend zwei correspondirende Punkte von SR und r, 
d. i. zwei Purkte, die dieselben Coordinaten besitzen, und ist m die An- 
zahl der im Pu/nkte P zusammenhängenden Blätter [mithin P selber 

VI.) ein Windungspunkt (m — l)ter Ordnung], so wird die Ordnungszahl 
einer beliebig gegebenen rationalen Function von z, bei ihrer Aus- 
breitung auf SR, im Punkte P stets m-mal so gross sein, als sie, bei 
einer Ausbreitung der Function auf r, im Punkte p sein würde. 

In der That ergiebt sich der Beweis dieses Satzes unmittelbar 
durch Anwendung der früher gefundenen Formel (9,), pg. 106. 

§ 7. 

Ueber Funotionen, die auf einer Riemann'sohen Kugelflftche ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig sind. Reguläre Functionen. 

Die Function f = f{z) sei auf einer gegebenen Riemann'schen 
Kugelfläche SR eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Zufolge der 
vorhergehenden Sätze [pg. 113] gilt alsdann, wenn A irgend welche 
Constante vorstellt. Gleiches von der Function 

q> = f—A. 

Diese neue Function 9 wird stets und nur dann = 00, wenn /*= o» 
wird. Sie besitzt also mit f dieselben ünendlichkeitspunkte, d. i. 
dieselben Pole. Auch lässt sich leicht zeigen, dass q> und f in jedem 
solchen Pol dieselbe Ordnungszahl haben. 

Ist nämlich c irgend ein Pol der Function f, femer ( — p) ihre 
dortige Ordnungszahl, und bezeichnet man das Bereich des Punk- 
tes c in seinem ursprünglichen und natürlichen Zustande respective 
mit Vi{c,z) und ?l(y, S), so wird die Function f auf % darstellbar 
sein durch die Formel: 

f=(i-y)-PE, (auf«), 

WO £ eine eindeutige, stetige und nichtversch windende Function vor- 
stellt. Hieraus folgt, was die neue Function betrifft: 

9 = ii-r)-''£:-A, (auf«), 

8* 
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oder anders geschrieben: 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck reducirt sich 
für i = y auf E, und besitzt also, ebenso wie E selber^ im Punkte i 
y einen von NuU verschiedenen Werth, mithin in der unmittelbaren " 
Nachbarschaft von y ebenfalls von Null verschiedene Werthe, JJr 
repräsentirt daher, falls man 9( hinreichend klein nimmt^ eine Func- 
tion, die auf 81 eindeutig, stetig und nichtversch windend ist Be- 
zeichnet man demgemäss diesen Ausdruck mit E, so ergiebt sich 

y=,(5_y)-PE, (auf«), 
wobei allerdings das gegenwärtige Bereich Sl im Allgemeinen klei- 
ner ist, als das in der vorhergehenden Formel zu denkende 8(. 

Wie dem auch sei, — jedenfalls ergiebt sich aus dieser letz- 
ten Formel, dass die Function q) auf 81 im Punkte y, mithin auch 
auf U im Punkte c, die Ordnungszahl ( — p) besitzt. Q, e. d. 

Ist also die Function f=f{z) auf einer Riemann' sehen Kugd- 
fläche 91 eindeutig und bis auf eingehe Pole stetig, so gilt Gleiches 
(28.) auch von der Function q> = (f — Ä), falls Ä eine beliebig gegebene 
Constante vorstdlt. UnV, zwar werden auf der Fläche SR die Pole 
und die Ordnungszahlen dieser Pole für die Function f genau diesel- 
ben sein, une für die Function q> = {f — Ä). 

Denkt man sich also [ebenso wie früher (ll.)> (12.)] die Pole 
in \2Luter einfädle oder elementare Fole aufgelost, so kann man sagen: 
Die elementaren Pole der Function f sind, ihrer Anzahl und Lage 
7Uich, identisch mit den elementaren Polen der Function (f — Ä). Be- 
zeichnet man diese den beiden Functionen f und {f — A) gemein- 
schaftliche Anzahl elementarer Pole mit q, so ist [zufolge (12.)] die 
Anzahl der elementaren NuUpunkte für jede der beiden Functionen 
f und (/* — A) ebenfalls = q. Somit ergiebt sich der Satz : 

Ist die Function /*= f{z) auf einer Riemann* sehen Kugdfläche 91 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stdig, so unrd die Anzahl ihrer 
elementaren Pole ebenso gross sein, wie die Anzahl ihrer elementaren 
(29.) Nullpunkte, und auch d)enso gross sein, wie die AnzM ihrer demen- 
taren A-Punkte. Dabei sind unter diesen letztern die elementaren Null- 
punkte der Function (f — Ä) zu. verstehen y wobei A eine UHÜMrlich 
gegeibene Constante vorstellt. 

Dieses System der A-Punkte, welcJies für A = in das der Null- 
punkte, und für A = oo in das der Pole oder Unendlichkeitspunkte 
übergeht, mag hinfort kurzweg als ein System von Niveaupunkten 
bezeichnet werden. 
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Ueberdies wird es zur Abkürzung zweckmässig sein^ wenigstens 
hin und wieder, noch einen andern Ausdruck einzuführen, entspre- 
chend der folgenden 

DeflnitiOB. — Eine Function /*= f{z)f die auf irgend einer Fläche 
O.) eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig ist^ soll als eine auf jener 
Fläche reguläre Function bezeichnet werden. 

Insbesondere sollen die auf einer Riemann' sehen Kugelfläche 
regulären Functionen in Functionen erster^ gweitery dritter u. s. w. Ord- 
nung eingetheilt werden, je nachdem die Anzahl ihrer elementaren Pole 
= 1, 2, 3 u. s. w. ist. 

Dabei bleibt allerdings dahingestellt, ob z. B. eine reguläre 
Function erster Ordnung für eine beliebig gegebene Riemann'schg 
Kugelfläche stets existiren wird, — eine Frage, zu deren Beant- 
wortung sich erst später die erforderlichen Mittel ergeben werden. 
— Unter Anwendung dieser neuen Ausdrucksweise lautet nun der 
Satz (29.) folgendermassen. 

Ist die Function f= f(z), mit Bezug auf eine gegebene Rie- 

fnann'sche Kugelfläche 9i, eine reguläre Functiati qter Ordnung, so 

\\,) besteht jedwedes Niveaupunktsystem der Function aus q Punkten, D, h, 

sie besitzt auf SR q elementare Pole, ebenso q elementare Nullpunkte, und 

ebenso aUgemein q elementare A-Punkte, 

§ 8. 
Eine Fimotioii f{z)f die auf einer Biemann'schen Kngelfläohe ein- 
deutig und stetig ist, wird nothwendiger Weise eine Constante sein. 

Die Function f = f{z) sei eindeutig und stetig auf einer n-blätt- 
rigen Riemann'schen Kugelfläche fR. Ferner sei <t>(z) die Summe der- 
jenigen Werthe /i, ^, . . . A, welche fiu je n übereinander liegen- 
den Punkten z der Fläche 9i besitzt: 

<i>w=/; + /i ..• +A- 

Verpflanzt man nun die Werthe, welche <i>(z) auf SR besitzt, 
nach den correspondirenden Punkten der einblättrigen Kugelfläche r 
[wobei unter correspondirenden Punkten solche verstanden werden 
sollen^ die einerlei Coordinaten besitzen], so wird ^{z) auf r über- 
all eindeutig, und [zufolge der über f gemachten Voraussetzung] da- 
selbst auch überall stetig sein. Folglich [Satz pg. 61J ist ^{z) eine 
Constante, In solcher Art lässt sich zeigen, dass jeder der Ausdrücke: 

/l T" ^ ••• + /«> 
/l 1/2 • • • I / « ; 
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/i» + ^* • . • + f.', 



A" + r»" . • • + /■»" 

constant ist. Gleiches gilt daher auch von /l, /i, . . . /!• selber, mit- 
hin von allen Werthen der Function f. Also der Satz: 
(32.) Ist die Function f= f{js) auf einer Riemann' sehen Kugelfläche 

überall eindeutig und stetig, so ist sie eine Constante. 

Um diesen Satz weiter anzuwenden, betrachten wir jetzt zwei 
Functionen f=f{z) und 9> = 9>(^), die auf ein und derselben Rie- 
mann'schen Kugelfläche SR eindeutig und his auf einzelne Pole stetig 
sein mögen. Gleiches gilt alsdann [nach (24.)] von dem Quotienten 

Haben insbesondere'/* und 9 auf 9i überall dieselben Ordnungszah- 
len, so sind die Ordnungszahlen dieses Quotienten [zufolge (25.)J 
sämmtlich =» 0. Es wird daher in diesem Falle jener Quotient 
heine Pole haben können, mithin auf 9t allenthalben eindeutig nnd 
stetig, also [nach (32.)] eine Gonstante sein. Also der Satz: 

Es seien f=f{z) und q) = ^{z) zwei Functionen, die auf einer 
gegebenen Riemann'schen Kugelfläche 91 eindeutig und bis auf eineeine 
(33.) Pole stetig sind. Besitzen nun diese beiden Functionen auf 91 diesel- 
ben Pole und Nullpunkte, und überdies in jedetn solchen Pol oder Null- 
punkt dieselbe Ordnungszahl, so können sie sich nur durch einen con- 
stanten Factor unterscheiden, 

Beispiel. — Die gefondenen Sätze sind selbstverständlich anch an- 
wendbar anf die gewöhnliche einblättrige Eugelfläche, welche r heissen 
mag. Es sei nun f =^ f{z) auf x eindeutig und bis auf einzelne Pole ste- 
tig. Ob diese Function f im Punkte z ^^ 00 einen Pol oder einen Null- 
punkt oder keines von beiden hat, sei unbekannt. Ihre sonstigen Pole und 
Nullpunkte aber mögen promiscue mit C| , c, , . . . c und ihre dortigen 
Ordnungszahlen mit /lI| , fi^, ... fJt bezeichnet sein. Alsdann ist ihre Ord- 
nungszahl M in jenem Punkte z =* 00 sofort angebbar; denn sie musa 
[zufolge des Satzes (10.)] der Relation entsprechen: 

(«•) ^1 + f^ • • • + ^^ + '^ = Ö- 

Bildet man jetzt die rationale Function: 

so wird dieselbe ebenfalls auf r eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig 
sein [zufolge des Satzes pg. 69]. Auch wird ihre Ordnungszahl in c, , c^, 
. . . c respective durch ^j , ft,, . . . f» , und im Punkte z =^ 00 durch eine 
Zahl M' dargestellt sein, die zu fi^, fi,, . . . a in der Beziehung steht: 

(13.) ^1 + ft, . . . + ^^ + M' =. 0. 
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• 

« In der That ergiebt sich diese Relation {§.) in genau derselben Weise, 
wie sich vorhin die Relation (a.) ergab. 

Aus (a.) und (ß,) folgt sofort: M == M'. Demgemäss haben die beiden 
Functionen f und 9 überall dieselben Ordnungszahlen. Und hieraus folgt, 
mittelst des Satzes (33.) f dass sie sich nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden können; sodass man zu folgendem Resultat gelangt: 

JEs sei f >=: f{z) au f der gewöhnlichen einblättrigen Kugel fläche ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig. Bezeichnet man alsdann^ nach Aus- 
schluss des Puffes z=>00f alle übrigen Pole umi Nullpunkte dieser Func- 
tion promiscue mit Cj, c,, . . . c , und ihre dortigen Ordnungszahlen mit 
fi^j fi^f . , . H , so wird die Fu/nction den Werth haben: 

(y.) f=K{z-cJ"{,z-c,f'...{z-c;)''8, 

wo K eine Constante ist. — Man sieht, dass dieser Satz in Einklang steht 
mit dem frfiher auf pg. 63 erhaltenen Satz. 

§ 9. 

ESine Function /^(^)* die auf einer Biemann'solien Kugelfläohe 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig ist, wird stets eine 

algebraisohe Function von sein. 

Die Function f=^f(ß!) sei eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig auf einer n- blättrigen Riemann'schen Kugelfläche 9i; ferner 
sei = 0(j2f) das Product derjenigen Werthe /l, /i, - • . /n, welche 
/' in je n übereinander liegenden Punkten ^ der Fläche 91 besitzt. 

Verpflanzt man sämmtliche Werthe der Function f von den 
Punkten der Fläche 91 nach den correspondirenden Punkten der ge- 
wöhnlichen einblättrigen Kugelfläche r, so wird offenbar das Product 

34.) <t> - <i>{z) = fj, . . . A 

auf r überall eindeutig sein. Dabei sind [ähnlich, wie schon früher] 
unter correspondirenden Punkten solche zu verstehen, die dieselben 
CoordTinaten, mithin auch dasselbe z besitzen. 

Um die Stetigkeit resp. Unstetigkeit von auf der Fläche r 
zu untersuchen^ nehmen wir für z irgend einen beliebigen Werth 
2 = c, und markiren auf beiden Flächen SR und r die durch ^ = c 
sich bestimmenden Punkte. Diese können auf 9i zum Theil, oder 
vielleicht auch alle, Windungspunkte sein und mögen bezeichnet 
werden mit Pj, Pg, ... P^; und gleichzeitig mag die Anzahl der 
Blätter, welche in jedem dieser Punkte mit einander zusammenhängen, 
bezeichnet werden respective mit m^, m^^ ... m^; sodass also P« 
ein Windungspunkt (wx — l)**' Ordnung ist. Andererseits mag der 
durch ir s=s c auf X sich bestimmende Punkt p heissen. 
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Sind nun Uj, Ug, ... U^ die Bereiche der Punkte Pj, P,, . . . P^, 
80 wird die Function /*, zufolge der Formel (19.) des Satzes pg. 109, 
auf Ux darstellbar sein durch: 

(35.) f={e-cT^E, (aufUx), 

wo i/L» die Ordnungszahl von f im Punkte P« vorstellt 

Schreibt man diese Formel der Reihe nach hin für m» über- 
einander liegende Punkte z der Fläche 11«^ so erhält man m« Glei- 
chungen von der Gestalt: 

• etc. etc., 

und aus diesen durch Multiplication: 
(36.) {ff . . .) = (i? — cy* (EE' . . .), 

wo z. B. /*,/".. . die Werthe von f für jene m» übereinander lie- 
genden Punkte z vorstellen, und Analoges in Bezug auf E, E' 

zu bemerken ist. 

Schreibt man jetzt diese speciell für Ux gebildete Formel (36.) 
der Reihe nach hin für Uj, U^, ... 11^, so erhält man im Ganzen 
Q solche Formeln, und aus diesen durch Multiplication: 

(37.) fj^ .../« = (i? - c)^^+^- • + /'(. E, 

^^ fif f^y ' ' ' fn die Werthe von f in den auf der Fläche SR über- 
einander liegenden n Punkten z vorstellen. Diese Formel (37.) nimmt 
daher mit Rücksicht auf (34.) die Gestalt an: 

(38.) (z) = {z — c)^»+/". . . • H-A-p E, 

wo das E eine Function von z bezeichnet, die (ebenso wie E, E% . . .) 
stetig und nichtverschmndend ist. 

Aus (38.) folgt nun sofort, dass im Bereich u.des Punktes p 

entfveder <t> selber oder ^ stetig ist, je nachdem die ganze Zahl 

(f*! ~h f*2 + • • • "f" f*?) einen positiven oder negativen Werth hat. Wir 
sehen somit, dass die Function auf der einblättrigen Kugelfläche r 
in jedwedem Puvlct p(z^^c) entweder stetig, oder aber polarun- 
stetig ist. 

Dabei ist allerdings stillschweigend vorausgesetzt, dass. die den 
Punkt p bestimmende Gonstante c endlich sei. Für den Fall c =^ oo 
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gelangt man aber^ wie leicht zu tibersehen ist, zu genau demselben 
Resultate y falls man nur bei Anwendung des Satzes pg. 109 nicht 
die Formel (19.), sondern die Formel (20.) benutzt. — Die Function 

= <t>(j8) ist also auf der einblättrigen Eugelfläche r überall ein- 
deutig, und bis auf einzelne Pole daselbst auch überall stetig. Folg- 
lich ist sie [Satz pg. 63] eine rationale Function von js. Also der Satz: 

Ist die Function f'=f{sf) auf einer n -blättrigen Biemann'schen 
Kugelfläctie 91 eindeutig und bis auf einzelne Fole stetig, und versteht 
man unter f^, Uy - ^ fn die Werthe von f in je n übereinander Hegen- 
den Punkten der Fläche SR, so unrd das Product dieser n Werthe: 

stets eine rationale Function von z sein. 

Die XhrdnungszaJüen dieser rationalen Function stehen zu denen 

von f in einfacher Beziehung. Denkt man sich nämlich auf der 

gewöhnlichen einblättrigen Kugelfläche r ausgahreitet, so unrd die Ord- 

10.) nufigszahl von in irgend einem Funkte z = c der Fläcfie r stets 

gleich der Summe derjenigen Ordnungszahlen sein, weldhe f auf der 

1 lache 9i in den daselbst bei z =^ c übereinander liegenden Fimkten 
besitzt. Dieser Zusatz ergiebt sich nämlich sofort aus der in (38.) 
erhaltenen Formel. 

Da f auf 9i eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein soll, 
so gilt [nach (28.)] Gleiches auch von (/*+ Ä), (/*-(- JS), . . . , falls 
nämlich Ä, B, ... irgend welche Constanten sind. Durch An wen- 
duDg des Satzes (39.) ergiebt sich also, dass die Producte: 

etc. etc. etc. 
rationale Functionen von z sind. Setzt man jetzt zur Abkürzung: 

41.) J^JJ = flfi + /l/s + • • • fn~-lfn, 

■t^n ^'^^ tili • • • Inj 

80 kann man diese Grossen 0, M', . . . auch so schreiben: 

^g. = ^« + F^A--' r\- F^A--^ . . . + Fn^U + F^, 

V = JB» -f FiJB"-i -f F^B^-* . . . + Fn^tB + F«, 

etc. etc. etc. 
Denkt man sich im Ganzen n solche Ausdrücke 0, ¥, . . . gebildet, 
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und dabei die n Constanten ^, JB, . . . in beliebiger Weise fixirt, 
so kann man die n Gleichungen (42.) nach F^^ F^j ... Fn auflösen, 
und wird auf diese Weise für diese F^, F^, , . . Fn Werthe erhalten, 
welche, ebenso wie die 4>, V, . . . , rationale Functionen von s sind. 
Also der Satz: 

Ist die Function f=f(/) auf einer n -blättrigen Riemann* sehen 
Kugelfläche SR eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und 
versteht man unter /i, /i, . • • fn die Wertlve, welche f in je n über- 
einander liegenden Punkten z der Flädic SR besitzt, so werden diese /*,, 
f^y • • • fn stets die Wurzeln einer Gleichung n**" Grades sein: 

(43.) /•« - FJ--^ + F,f--^ _ + ... + (_ lypn = 0, 

deren Coefficienten J?\, JPj, . . . Fn rationale Functionen von z sind, 
Oder kürzer ausgedrückt: Ist die Function f=f(z) auf irgend 
(44.) einer Riemann selten Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig, so wird sie jederzeit eine algebraische Function von z sein. 

§ 10. 

Ueber die Differentialquotienten solcher Funotionen f(z) , die auf 
einer Biemann'sohen Eugelfläohe ausgebreitet sind. 

Der gegenwärtige Paragraph, welcher an und für sich wenig 
Interesse darbieten dürfte, soll hauptsächlich dienen als Stützpunkt 
für spätere Betrachtungen. 

Die Function f = f(z) sei auf irgend einem Theil © einer Rie- 
mann'schen Kugelfläche eindeutig und bis au f einzelne Pole stetig. Mar- 
kirt man alsdann auf @ irgend einen Punkt c, und bezeichnet das 
Bereich dieses Punktes im ursprünglichen und natürlichen Zustande 
mit U(c, z) respective mit %(y, 5); ^^ ^^^^ f ^^^ ^®^ Fläche 9l(^, 5) 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Gleiches gilt daher 

[Satz (1.) pg, 49J auf %{y, t) auch von der Function -:- Denkt man 
sich also jene um c und y beschriebenen Flächen U und Ä hinrei- 
chend klein, so werden f und j^ [zufolge des Satzes pg. 41] inner- 
halb Sl durch folgende Formeln darstellbar sein: 
(1-) f=(t-yYE, .(auf St), 

(2.) %=(t-rri:', (auf«), 

WO ft und ft' die Ordnungszahlen von / und ^ im Punkte y oder 
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(was dasselbe ist) im Punkte c yorstellen. Ueberdies repräsentireu 
E und E' zwei Functionen, die auf St eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend sind. 

Für jene Ordnungszahlen ft und ft' gilt [Satz pg. 50] die Formel: 

(3.) fA' = fA— 1, falls ft^O, 

hingegen die Formel: 

(4.) ft' = 0, 1, 2, 3, 4, ... , falls f* = ist. 

Betrachtet man c als einen Windungspunkt (w — 1)**' Ordnung, 
wo alsdann m eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . vorstellt, so findet, was 
die Zustände U (c, si) und 81 (y, 5) betriflFt, zwischen g und g eine der 
beiden Relationen statt: 

(a.) z-c={t- y)-, 

(b.) i-y = a-y)"*- 

Von diesen beiden Formeln (a.), (b.) ist nur die erste anwend- 
bar, falls c «= ist; nur die zweite, falls 0^=00. Hingegen sind 
beide anwendbar, falls c weder noch 00 ist. Man kann also stets 
die Formel • 

f A.) z — c = (J; — y)"* benutzen, falls c verschieden von 00 ist; 

andererseits aber stets die Formel 

(B.) ^ = (S — y)"**" benutzen, falls c gleielt cx> ist. 

Und durch Zusammenfassung dieser beiden Formeln (Ä.) und (B.) 
gelangt man zu folgendem Satz: 

Bezeichnet tnan auf einer Rieniann sehen KugelfUiche das Bereich 
irgend eines Punktes c in seinem ursprängliclien und natürlichen Zu- 
stande respective mit U(c, z) und ?l(y, f), so darf man stets annelimen, 
dass die zwischen z und g stattfindende Belation die Form liabe: 

(0.) z + Const. = (S — yy^. 

Dabei ist Jlf = + w, wo m die Anzahl der im Punkte c mit einander 
zusammenhängenden Blätter vorstellt Und zwar ist M = -]- m, falls 
c verschieden von cx>, hingegen M =^ — w, falls cgieich cx>. Diese 
Zahl M mag in Zukunft die Signatur des Punktes c heisscti. 
Aus (5.) folgt durch Differentiation: 

.6.) || = Jtf(S-yr-M 

und nunmehr folgt aus (2.) und (6.) durch Division: 



A 
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oder einfacher geschrieben: 
(8.) g = (g_y>..^^, (auf SO, 

WO der Exponent /i^ = (f*'^ — Jtf + 1) [vgl. die in (3.), (4.) über ^' 
gemachten Angaben] den Werth hat:' 

(9.) ^^ = (^ — M), falls f* ^ 0, 

(10.) ^^ = (1 — M), (2 - Af), (3 — Jf), . . . , falls ^ = 0. 

Diese Formeln (8.), (9.), (10.) führen nun sofort zu folgenden Sätzen: 
Ist die Function f'^f(/) OLuf irgend einem TJieü © einer Bk- 
nuinn'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
gut Gleidies auf © audi vofi dem DifferetUialquotienten: 

df 



(11.) 



Sind femer ft und \l^ die Ordnungszahlen von f und -j- in irgend 

et z 

einem Punkte c der Fläche @, so ist: 

(12.) (i,=(ii-M), falls (i^O, 

hingegen: 

(13.) ^ = (1 -? Jtf), (2 - Jtf), (3 — JLf),..., falls 11 = 0. 

Hier bezeichnet M die [vorhin bei (5.) definirte] Signaii^ir des betrach- 
teten Punktes c. 

Besitzt also die Ordnungszahl \i im Punkte c einen der Werthe 

(14.) ft= ...— 2, —1, 0, 1, 2,... 

so wird der zugehörige Werth von ft^ respective dargestellt sein durch: 

(15.) ^ = ...(- 2 -M), (-1-M), Q, (l-M), (2-M),... 

wo das Q eine unbekannte Zahl aus der Beihe (1 — M), (2 — M), 
(3 — M), . . . repräsentirt. 

Diese Formeln (14.), (15.) zeigen, dass /i^ nicht blos für fA= — 1, 
— 2y — 3, . . . , sondern auch für f* = 0, 1,2,3, . . , negativ wer- 
den kann. Man gelangt in solcher Weise, mit Rücksicht auf die bei 
(5.) für M gegebene Definition, zu folgendem Satz: 

Die Pole der Function -r- können nur an solchen Sielen liegen, 

et z 

(16.) ^^ entweder f selber einen Pol besitzt, oder wo die betrachtete Bie- 
mann' sehe Fläclie einen von z = oo verschiedenen Windungspunkt hat 
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üeber die Stetigkeit mehrdeutiger Fanetionen. 

Während man bisher bei den Stetigkeitsuntersuchungen mehr- 
deutiger Functionen zunächst die verschiedenen Werthe der Func- 
tion von einander zu s^pariren, und sodann diese Werthe einzeln auf 
ihre Stetigkeit zu untersuchen 'bemüht gewesen ist, soll im Folgen- 
den eine Methode dargelegt werden, mittelst deren man die in Rede 
stehenden Werthe gleichzeitig, und ohne vorgängige Separ^^tion, der 
genannten Untersuchung zu unterwerfen vermag. 

üebrigens werden die üntersuchtungen des gegenwärtigen Ca- 
pitels [welche von mir in kurzem Abriss bereits in den Berichten 
der kgl. Sächsischen Gesellsch. der Wiss. vom 10. Decbr. 1883 publi- 
cirt worden sind] namentlich dazu dienen, um die Betrachtungen des 
vierten und fünften Capitels zu vervollständigen und weiter zu be- 
festigen. 

§. 1. 
Allgemeine Ueberlegnngen. 

Zwischen den beiden complexen Variablen s und z mag die 
Gleichung festgesetzt sein: 

Fis, z) = 0; 

dabei mag, um die Vorstellung zu fixiren, unter F(Sf z) eine gege- 
bene ganze rationale Function von s und z verstanden werden, n^^ 
Grades für s und w**° Grades für z. Für jedwedes Argument z er- 
geben sich alsdann aus der vorstehenden Gleichung n elementare 
Wurzeln s, die, je nach dem Werthe des Argumentes z, bald ver- 
einzelt liegen werden, bald aber auch theilweise respective gruppen- 
weise vereinigt sein können. Bei den folgenden Betrachtungen wollen 
wir das Argument z als einen variablen Punkt in der z-Ebene, und 
ebenso die zugehörigen n elementaren Wurzeln s als Punkte in einer 
zweiten Ebene, in der s-Ebene, uns vorstellen. 

Sind unter den n elementaren Wurzeln s der Gleichung F{s,z)=^0 
einige, etwa v vorhanden: 
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die für das Argument = c ein und denselben Werth s = k an- 
nehmen, und die andererseits für jedwedes sehr wenig von c ab- 
* weichende Argument, e Werthe annehmen, die sehr wenig von l 
verschieden sind, so werden diese v Wurzeln als Functionen von : 
zu bezeichnen sein, die im Punkte z = c stetig sind. Man gelaugt 
in solcher Weise bei genauer Ueberlegung zu folgendem Satz: 

Die Gleichung F{s, z) = besitze für irgend ein specielles Ar- 
gument z = c eine v- fache. Wurzel s = h Femer bezeicfme e einen 
willkürlich zu wählenden Kleinheitsgrad. 

Kann nun die Anzahl all' derjenigen elementaren Wunsein Sj 
welche die Gleichung F{s, z) = Oy für ein beliebiges Argument js, imter- 
halb eines um s ^^k mit dem Radius s beschriebenen Kreises besitz, 
(1.) dadurch constant, = v gemacht werden, dass man die Bewegung jenes 
bdiebigepi Argumentes z auf einen um z = c beschriebenen hinreichend 
kleinen A*eis beschränkt; — so werden die in Bede stehenden v ek^ 
mentaren Wurzeln s als Functionen von z zu bezeichnen sein, die im 
Funkte z = c stetig sind. 

Ist nämlich die genannte Bedingung erfüllt, so werden die in 
Rede stehenden v elementaren Wurzeln s: 

bei unllkürlicher Wahl des Kleinheitsgrades s, den Formeln 

mod («1 — k) < a, 
mod (Sg — Ä) < £, 



mod {Sy — Ä) < £ 

sich subordiniren, falls man nur das Argument z der Bedingung 

unterwirft: 

mod (^ — c) < (>, 

und dabei den Eleinheitsgrad q, nach Maassgabe des jedesmaligen 
s, hinreichend Mein macht. 

Für unsere weiteren Untersuchungen ist der Satz (1.) ausrei- 
chend. Doch sei beiläufig bemerkt, dass derselbe auch dann noch 
richtig bleibt, wenn man in ihm die Anforderung „= 1/" durch „^ ^'^ 
ersetzt, dass man nämlich dem Satz folgende allgemeinere Fassung 
geben kann. 

Besitzt die Gleichung F{s, z) = für z = c eine v-fache Wurzel 

s = k, bezeidinet femer € einen willkürlich gegebenen Kleinheitsgradj 

(2.) und kann die Anzahl alV derjenigen elementaren Wurzeln s, wdek 
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die ^Gleichung F(Sy z) = 0, für ein ieliehiges Argument s, innerhalb 
eines mit dem Badim s um s = Je beschriebenen Kreises besitzt ^ da- 
durch > V gemacht werden, dass man die Bewegung jenes Argumen- 
tes z auf einen iun z = c beschriebenen hinreichend kleinen Kreis be- 
schränkt , so werden v der in Bede stellenden elementaren Wurzeln s 
als Functionen von z zu bezeichnen sein, die im Punkte z === c stetig sind. 
Nur der Bequemlichkeit willen ist bis jetzt die Function F(s, z) 
als eine ganze rationale Function von s und z vorausgesetzt worden. 
Man übersieht nachträglich sofort, dass die Sätze (1.) und (2.) auf 

jede beliebige Gleichung 

F{s, z) = 

anwendbar sind, welche BeschafiPenheit die Function F(s,z) auch 
immer besitzen mag, falls man nur den Charakter der elementaren 
respective vielfachen Wurzeln in bestimmter Weise und zwar in sol- 
cher Weise definirt, dass dieser Charakter jedesmal durch eine der 
Zahlen 1, 2, 3, . . . sich ausdrückt. 

Bei den nachfolgenden Untersuchungen beginnen wir mit dem 
einfachen Fall, dass die Function F(SfZ) die specielle Form 

besitzt. 

§ 2. 

Die Wurzeln einer Gleichung f(s) = z. 

Die gegebene Function f{s) sei auf irgend einem endlichen Theil 

@ der 5-Ebene eindeutig und stetig. Gleiches gilt alsdann von der 

Function 
(3.) • /-(s) - c, 

falls man nämlich unter c eine Constante versteht. Demgemäss wer- 
den die Nullpunkte dieser Function (3.) auf @ niemals ein Curven- 
oder Flächenelement stetig erfüllen können, sondern stets vereinzelt 
liegen [Satz (27.) pg. 35]. Uebrigens sind dieselben im Allgemei- 
nen von verschiedener Ordnung. 

Ein i;-facher Nullpunkt der Function (3.) mag bezeichnet werden 
als eine v-fache Wurzel der Gleichung 

(4.) f{s) -c = 6; 

und ebenso mag jeder elementare Nullpunkt der Function (3.) be- 
zeichnet werden als eine eletnentare Wurzel der Gleichung (4.). Die 
Anzahl N sämmtlicJ^er auf © vorhandenen elementaren Wurzeln der 
Gleichung (4.) hat alsdann [Satz (16.) pg. 43] den Werth: 
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d. i. den Werth: 

die Integration positiv erstreckt über alle Randpunkte 6 der Eläclie 
@. Dabei wird [was sich stets durch eine geringe Deformation 
des Randes von @ erreichen lässt] vorausgesetzt, dass keine Wur- 
zel hart am Rande von @ liegt. Sonst nämlich würde das Integral 
(5.) [durch Nullwerden des NennersJ seinen Sinn verlieren, und 
gleichzeitig auch die Bedeutung der Zahl N eine völlig unbestimmte 
werden; denn es würde zweifelhaft sein^ ob eine hart am Rande 
von @ liegende Wurzel als eine innerhalb oder ausserhalb @ lie- 
gende Wurzel aufzufassen sei. 

Aus 'der Voraussetzung nun^ dass die Gleichung (4.) keine hart 
am Rande von @ liegende Wurzel besitzt, folgt sofort^ dass für alle 
Punkte ö dieses Randes die Formel stattfindet: 

(6.) mod [fiö) - c] > 2(f, 

wo Q eine positive und von verschiedene Constante vorstellt. Dabei 
sei noch Folgendes bemerkt: Führt man neben der Constanten c 
noch irgend welche andere Constante q in die Betrachtung ein, so 
ergiebt sich aus der identischen Gleichung 

[/•(«) -c] = [/•(«) - cj + (c. - c) 
sofort: 

mod [f(ö) — c] < mod [f{6) — cj -f- mod (c^ — c) , 

oder etwas anders geschrieben: 

mod [f{6) — cj > mod [f(ö) — c] — mod (c^ — c), 

oder mit Rücksicht auf (6.): 

mod {f(a) — cj > 2(> — mod (c^ — c). 

Diese letzte Formel aber gewinnt, falls man die neue Constante c^ 

der Bedingung 

(7.) mod (Ci — c)<Q 

unterwirft, die einfachere Gestalt: 
(8.) mod [f{6) — c,\ > {2q -Q) = (f. 

Diese Formel (8.) zeigt, dass die der neuen Constanten q ent- 
sprechende Function 
(9.) /•(«) - c. 

am Rande von @ nirgends verschwindet^ dass also die Gleichung 
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..) f{s) — c, = 

keine hart am Rande von @ gelegene Wurzel besitzt. Demgemäss 
wird also die Anzahl N^ all' derjenigen elementaren Wurzeln, welche 
diese neue Gleichung (10.) innerhalb @ besitzt, dargestellt sein 
durch die mit (5.) analoge Formel: 

^ N - r —Aß?)- — 

Diese Formel (11.) gilt, zufolge ihrer soeben gegebenen Begrün- 
dung, für jedwede der Bedingung (7.) entsprechende Constante c^, 
und bleibt also in Kraft, falls man dieses c^ innerhalb des Spiel- 
raums (7.) beliebig variiren lässt. Bei einer solchen Variation von 
c, wird also der Werth des Integrals (11.) von Augenblick zu Augen- 
blick durch eine ganze Zahl dargestellt sein. Andererseits aber über- 
sieht man sofort, dass der Werth des Integrals bei einer solchen 
innerhalb des Spielraums (7.) bleibenden Variation von q nur in 
$^ß%er Weise sich ändern kann^). Demgemäss ist also die in Rede 
stehende ganze Zahl während dieser Variation fortdauernd em- und 
dieselbe. 

Die ganze Zahl N^ bleibt also constawt, falls man das c^ inner- 
halb des Spielraums (7.) beliebig variiren, z. B. identisch mit c wer- 
den lässt. Somit folgt aus (11.) und (5.): 

2.) Ni = N. 

Man gelangt daher, indem man (c -|- Ac) für c^ setzt, zu folgen- 
dem Satz: 

Erster Satz. — Versteht man unter f(s) eine FuncHon, die auf 
irgend einem endlichen Theil © der s- Ebene eindeutig und stetig ist, 
femer unter c eine beliebig gegebene Constante, und setzt man voraus, 
dass unter den elementaren Wurzeln der Gleichung 

13.) f{s) - c 

keine hart am Bande von @ liegt, so wird die Anzahl der innerhalb 
8 befindlichen elementaren Wurzeln dieser Gleichung (13.) bei einer 
beliebigen Variation der Constanten c ungeändert bleiben, faüs man 
nur diese Variation ^c der Bedingung unterwirft: 

mod (Ac) < Q 

und dabei das (positive) q hinreichend klein macht. 



*) Denn so lange die Formel* (7.) erfüllt bleibt, wird die Formel (8.) eben- 
falls in Kraft bleiben, mithin der nnter dem Integral vorhandene Nenner von 
vexBchieden bleiben. 

N^vmann, Abersoh« Integrale. 2. Aufl. 9 
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Man kann diesea Sats offenbar auch in Anwendung bringexi jui 
einen Theil der Fläche @, z. 6. auf eine innerhalb @ liegende Sräs- 
fläche. Tbut man dies, und bezeichnet man dabei die Grösse c, so- 
bald sie variabel gedacht werden «oll, mit dem Buchstaben b, so er- 
giebt sich folgender Zusatz: Besitzt die iu (13.) genannte Gleichung 

(«■) f (.')-<: 

eine innerhalb © liegende v-fache Wurzel s='k, und denkt man 
sich auf der Fläche @ um diesen Pnnkt s =^lc einen Ereis be- 
schrieben, dessen Radins c beliebig klein, mindeatens aber so klein 
Bein soll, dase alle übrigen Wurzeln der Gleichung (a.) etusstrhi^ 
des Kreises liegen, — alsdann wird die Anzahl all' derjenigen ele- 
mentaren Wurzeln s, welche die Gleichung 

(« /■«-<! 

innerhalb jenes Kreises besitzt, dadurch constant^ *= v gemacht wer- 
den kSnnen, dass man die Grösse z der Bedingung 

mod (ü — c) < 9 
unterwirft, und dabei das (positive) q hinreichend klein macht. Die 
Ml Rede siehenden v elementaren Wurzeln s, welche für e ^ e in dk 
v-fache Wurzel s = ft zusammensckmeleen, sind daher [Satz (1.) pg. 126| 
als Functionen von e zu bezeichnen, die im Punkte z = c stetig sind. 
Besitzt die Gleichung /"(s) =c innerhalb @ im Gänsen jj Wurzeln: 

die etwa der Reihe nach Vj-fach, v,-fach, u. s. w. v^-fach sind, ao 
wird der soeben ausgesprochene Satz selbstverständlich für jede 
dieser Wurzeln gelten. Desgleichen wird der Satz auch dann noch 
anwendbar sein, wenn man, statt der Wurzeln der Gleichung /'(s) =— c, 
diejenigen der Gleichung f(s) = C ins Auge fasst, wo C irgend 
welche andere Constante vorstellt. Somit gelangt man zu folgen- 
dem Resultat: 

Zweiter Satz. — Ist die Function f{s) auf irgend einem endlichm 
Theile © der s-Ebene eindeutig und stetig, so werden die elemen- 
taren Wurzeln s der Gleicfmng 
(14.) f{s) = z 

stetige Functionen von z sein, — selbstverständlich nur insoweit, ais 
die Function f(s) überhaupt chardkterisirt ist, also nur insoiceit, als 
jene Wurzeln s innerhalb der gegebenen Fläche @ liofen. 

Wir gehen Über zu dem Fall, dass die Function f(s) auf © 
eindeutig, aber nur bis auf eimdne Pole stetig ist. Bezeichnet nun 



/ k. 
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diese Pole mit s = a^, 02, a^, - • . und andererseits die Nullpunkte 
von f(s) mit 5 = /S^, /Sg? A; • • • > ^^ ^st f(s) auf der Fläche 

und andererseits >rv auf der Flache 

eindeutig und s^^. Dabei sollen Ua.; lU,, Ua,; ... die Bereiche der 
Punkte o^i; ^8; «3; . . . vorstellen; und demgemäss soll @a dasjenige 
Flächenstück bezeichnen^ welches von @ nach Absonderung dieser 
Bereiche noch übrig bleibt. Andererseits sollen U^^, U^^, . . . und ©^ 
die analogen Bedeutungen besitzen bezüglich der Punkte ßi, ß2, ßsf - • - 
Der Satz (14.) ist daher innerhalb ©« unmittelbar anwendbar, 
auf die Wurzeln s der Gleichung 

und andererseits innerhalb ©^ anwendbar auf die Wurzeln s der 
Gleichung: 

'^ f(s) " T • 

Es ist aber offenbar ein tmd dasselbe, ob man von den Wurzeln s 
der Gleichung (A.) oder von denen der Gleichung (B.) spricht. Wir 
gelangen somit zu dem Resultat; dass die innerhalb © liegenden 
elementaren Wurzeln s der Gleichung 

stetige Functionen von g sind, soweit endlich bleibt, und dass sie 

andererseits stetige Functionen von — sein werden, soweit — end- 

z z 

lieh bleibt. Oder einfacher ausgedrückt: 

Dritter Satz. — Ist die Function f{ß) auf einem endlichen TheiU 
© der S'Ehene eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so wer- 
den die elementaren Wurzeln s der Gleichung 

5.) f{s) = 

Functionen von z sein, die auf der gewöhnlichen einblättrigen 

Z'Kugelfläche überall stetig sind. — Selbstverständlich gut dieser Satz 

tciederum nur insoweit, ais die Function f{s) überhaupt charakterisirt 

ist, also nur insoweit, ais jene Wurzeln s innerhalb der gegebenen Fläche 

@ bUnben. 

üeber die ümlLelinuig der Oleiclnuig f{8) '^ z. — Die Function f («) 
■ei eindeutig nnd stetig auf einer in der 0-Ebene um den Punkt 8 ^» k be- 

9* 
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schriebenen Kreisfläche @j^, also innerhalb dieser Fläche @^ darstellbv 
durch die Taylor'sche Reihe [(21.) pg. 34]: 

(a.) f^s) » f{k) + '-^ f{k) + (if^l^ nie) + . . . 

Setzt man zur Abkfirztmg 

m m = c, 

und macht man überdies die Annahme, dafs 
(vO f{lc) von verschieden 

ist, so nimmt die Reihe die' Gestalt an: 

und zeigt also [Satz p. 41], dass die Function [/(s) — c] im Punkte s = 1: 
einen Nullpunkt erster Ordnung hat. Die Nullpunkte dieser Function kön- 
nen aber [Satz (27.) pg. 85] nur vereinzelt vorkommen. Man kann daher 
um den genannten Nullpunkt 8 ^^ k (als Centrum) eine Kreisfläche S^ von 
solcher Kleinheit beschreiben, dass alle übrigen Nullpunkte der Function 
ausserhdlh (Sjg liegen. Alsdann wird also, um dieselbe Sache mit etwas 
andern Worten zu wiederholen, von den elementaren Wurzeln 8 der Gleichnog 

{ß) /"(«) = c 

eine im Mittelpunkt 8 =» k der Kreisfläche @j liegen, während alle übrigen 
ausserhalb @jg sich befinden. 

Und diese Situation der elementaren Wurzeln s der Gleichung (f) 
wird [zufolge des vorhergehenden Satzes pg. 129] auch dann noch fort- 
dauern, wenn man in jener Gleichung (s.) an Stelle von c eine andere Cod- 
staute eintreten lässt, falls nur diese neue Constante nicht zu stark von 
c abweicht. In der That gelangt man [auf Grund des citirten Satzes] zn 
folgendem Resultat: 

Die Anzahl der innerhalb @jg vorhandenen elementaren Wurzeln s 
der Gleichung 
(t.) /■(«) - « 

ist beständig «" 1 , falls man nur das Argument z der Bedingung unterwirft: 

mod {z — c) < p, 

und dabei das q hinreichend klein macht. Auch wird die in Rede stehende 
eine Wurzel für i? «> c in den Mittelpunkt 8 » A der Fläche @j^ hinein- 
faUen; [vgl. (ß.)]. 

Jedem Punkte z innerhalb der um z =^ e mit dem Radius q beschrie- 
benen Kreisfläche entspricht alsdann nur eine innerhalb @]^ liegende ele- 
mentare Wurzel s. Es ist mithin diese Wurzel 8, so lange z innerhalb 
jenes Kreises {q) bleibt, eine eindeutige Function von z, zugleich aber auch 
[nach Satz pg. 180] eine stetige Function von jp, also entwickelbar in die 
Taylor'sche Reihe: 

(i?.) 8 ^ A + B(z - c) + C(z — c)^ + , . , 

Ueberdies wird, wie vorhin constatirt wurde, die in Rede stehende War- 
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zel s filr if s= c in den Punkt « =» ft hineinfollen. Die in (ij.) auftretende 
Constante Ä ist daher =:» h Also der Satz: 

Die Function /(«) sei in der B-Ebene auf eiwer um dfn Punkt s =^ k 
beschriebenen Kreisfläche eindetUig und stetig. Ferner sei f(k) = c, und 
f'{k) verschieden von 0. Aisdann wird unter den elementaren Wurzeln s 
der Gleichung 

>') m »= e 

eine vorhanden sein, deren Werth innerhoHb eines in der z-Ebene um z »^ c 
beschriebenen hinreichend kleinen Kreises darstellbar ist durch die nach Po- 
tenzen von z — c fortschreitende Reihe: 

« =. Ä: + B(jj - c) + C(r - c)« + I>(« - c)» + . . . , 

wo B, C, D, , , , constante Coefficienten vorstellen. 

Dies ist im Wesentlichen derselbe Satz, der yon Thomae — übrigens 
auf ganz anderm Wege — bewiesen ist in seiner elementaren Theorie der 
analytischen Functionen, Halle 1880. Yergl. daselbst pg. 107, § 136. 



§3. 

"Weitere UntersuohuQgen über die Wxirseln einer Qleiohung f{s) '="0. 

Man kann den letzterhaltenen Satz (pg. 131) auf aolche Func- 
tionen f{s) ausdehnen, die entweder auf der gewöhnlichen einbUUt- 
rigen s-Kugelfläche, oder allgemeiner auf einer Riemann'schto mehr- 
blättrigen s-Eugelfläche ausgebreitet sind. Um sogleich zum letztem 
Fall überzugehen, wollen wir , annehmen, die Function f(s) sei ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig auf irgend einem Theü @ 
einer Riemann'schen mehrblättrigen 5-Kugelfläche. 

Bezeichnet man den Werth der gegebenen Function f(s) in irgend 
einem Punkte s der mehrblättrigen Fläche @ mit z: 

W . f(s)^z, 

und denkt man sich dieses z geometrisch dargestellt als einen Punkt auf 
der gewöhnlichen einblättrigen ;er-Eugelfl&cbe , so wird jedem Punkt s der 
Fläche 6 immer nur ein Punkt z der genannten Eugelfl&cfae entsprechen. 
Denn die Function f(ß) soll [nach unserer Voraussetzung] auf der Fläche 
& eindeutig sein, und hat also in jedem Funkte s dieser Fläche immer 
nur einen Werth. — umgekehrt aber werden einem Punkte z der einblätt- 
rigen ir- Kugelfläche im Allgemeinen mehrere Punkte s der Fläche 6 ent- 
sprechen. Denn für jedwedes z liefert die Gleichung (a.) im Allgemeinen 
mehrere Werthe oder Wurzeln s. 

Um nun unseren Betrachtungen keine unnOthige Einschränkung 
aufzuerlegen, nehmen wir an, dass der gegebene mehrblättrige Flächen- 
theil @ irgend welche an der Stelle s i» oo übereinander liegende Punkte 
5| , 5, , . . . iS- enthält , indem wir zugleich die Werthe der Function f{s) 
in diesen Punkten respective mit Z^, Z^, . , . Z bezeichnen, so dass aUo 
die Formeln stattfinden: 



m 
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f in 5. : /(«,) - .Z, , 
mfii:/-(iSf,)-Z,, 

in Sy. f(S;) - Z^ . 



Dabei ist selbstverständlich: 
(y.) 5?! = 5j = Ä, = . . . — 5^ = oo 

und es sollen also die Bacbstaben 8i, 8^^ , , , S nur dazu dieneo, sn 
die in der Fläche @ bei 5 » oo übereinander liegenden Panlcte in irgend 
welcher Weise von einander zu unterscheiden. 

Will man nun, was die Wurzeln 8 der Gleichung (o.): f{8) = r be- 
trifft, das Argument e so einrichten, dass eine dieser Wurzeln in einen 
der Punkte 8^ , 8^^ ... 8 hineinfällt, so muss man das genannte Argu- 
ment z nothwendiger Weise identisch machen mit einer der Constanten 
2r, , J?,, ... Z , Umgekehrt kann man also sagen: 

Die Wurzeln 8 der Gleid^tmg (a.) werden nothwendiger Weise wm 5,, 
{8.) 8^^ ... 8 verschieden, mithin , soweit sie auf 6 liegen, nathteendiger 
Weise endlich bleiben, faUs man nur das in jener Gleichung etMaliene 
Argument z verschieden erhält von ^, , Z^, . . . Z . 

Für z «^ Z^ hingegen wird eine jener Wurzeln s unendlich gross sein, 
nämlich in 5^ liegen; während die übrigen durch irgend welche endHdie 
Grössen E^ E\ E'\ . . . dargestellt sein werden. Dabei ist allerdings noch 
eine gewisse Correction erforderlich, — insofern, als möglicher Weise einige 
der Qonstanten Z^, Z^^. . . Z unter einander identisch sein können. Ist %. B. 
Z^ identisch mit Z^ , während Z^^ Z^^ . . . Z von Z^ verschieden sind, 
und macht man in diesem Fall das variable Argument z wiederum «» Z^ , 
so werden offenbar zwei von jenen Wurzeln s unendlich gross, i^mlich 
respective in 8^ und 8^ gelegen sein. Um die Hauptsache zusammenzufiissen: 

"BezeidvMi man irgend eine specieUe tmter den Constanten Z^, Z^, 
• ' ' Z mit Z,y femer diejenigen der Punkte S^^ 8^^ ... 8 , in denen die 

Fnnction f{8) diesen spedellen Werth Z. annimmt , mit 8.^ 8'.^ 87 , - * -t 

(€.) so werden die aus der Gleichung (a.) für z = Z. restdtirenden Wurzeln s, 
soweit sie innerhalb @ liegen^ theils durch die unendlichen Punkte: 

.;'* V* / ' ' ' ' ' 
iheüs vielleicht ausserdem durch irgend weiche andere endliche Punkte: 

TP V TP'f 
•^J> ''^jl ■ß'y 1 • • • 

dargestellt sein. 

Die Wurzeln 8, von denen die Sätze (d.) und (s.) handeln, sind zer- 
legbar in elementare Wurzeln. Und diese letztem bilden den eigentiichen 
Gegenstand der weitem Betrachtungen. Die dabei zu Grunde zu legende 
Definition mag folgende sein. 

Unter den elementaren Wwzdn s der Gleichung 
(1.) /•(«) - ;er = 

sollen [bei festgehaltenem 0] diejenigen elementaren Nullpunkte s ver- 
standen werden; mit denen die Function 



k. 
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/■(*)-* 

auf der gegebenen mehrbläUrigen Fläche @ behaftet ist. 

Betrachtet man das Argument als einen Punkt auf der ein- 
blättrigen e-Kugelfläche^^ und versetzt man daselbst diesen Punkt z 
in irgend welche Bewegung, so werden jene elementaren Nullpunkte 
oder Wurzeln s auf der mehrblättrigen Fläche @ ebenfalls in Be- 
wegung gerathen. Die Stetigkeit, respectiye Unstetigkeit dieser Be- 
wegung soll näher untersucht werden. 

Wir markiren auf der einblättrigen j?-Eugelfläche irgend einen 
beliebigen Punkt g =» c, und ausserdem die festen Punkte e ^^^ Z^, 
Z^y ... Zp, wobei unter Z^ Z^y . . . Zp diejenigen Werthe verstan- 
den sein sollen, welche die Function f{s) auf der Fläche @ in den 
bei s tBs oü übereinander liegenden Punkten S^y S^y . . . Sp besitzt 
fvgl. (ß.)]. Die Gleichung (1.) besitze nun für j5 = c irgend welche 
auf @ gelegene Wurzeln s =■ /?!, s =« Ä2, • . . 5 = 4^, die etwa der 
Reihe nach i/^-fach, v^-fach u. s. w. i/^-fach sind, wobei die Vj, Vj, . . . Vg 
irgend welche Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, ... vorstellen. Es 
handelt sich darum, irgend eine dieser Wurzeln zu untersuchen. Die- 
selbe mag schlechtweg mit 5 => X; bezeichnet und i/-fach sein, also 
eine Vereinigung von v elementaren Wurzeln repräsentiren. 

Denkt man sich den Coincidenzpunkt s = k dieser v elemen- 
taren Wurzeln auf der Fläche @ wirklich markirt, und sodann das 
Bereich ViQcyS) dieses Punktes mittelst einer der beiden Substitu- 
tionen: 

5 — Ä «* (tf — x)"», 

4_-i = (<,_«)» 



in seinen natürlichen Zustand ti (x, ö) versetzt*), so verwandelt sich 
hierbei {0 vorläufig als constant betrachtet) die Function 

m - » 

in eine von 6 abhängende Function 

und gleichzeitig verwandeln sich dabei die auf U liegenden elemen- 
taren Nullpunkte ^o ^a; ^; • • • der einen Function in die auf % be- 



^ Die Buchstaben 

U, ff», ft, s und 91, «, 

sind hier in analogein Sinn gebraucht, wie früher (pg. 96) die Buchstaben: 

U, ffi, c, % und %, y, ^ 
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findlichen elementaren Nullpunkte ^i, (fi, ^zf • » » der andern. Mit 
andern Worten: Die auf U gelegenen elementaren Wurzeln ^^ySg,^,,... 
der Gleichung 

verwandeln sich dabei in die auf % liegenden elementaren Wurzeln 
^1) ^29 ^9> ' • ' ^^^ Gleichung 

/Xtf] — ^ = 0. 

Nach unserer Voraussetzung sollte aber f{s) auf S, mithin auch 
auf U eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Gleiches gilt 
daher von f[0] auf der Fläche 9. Zufolge des vorhergehenden 
Satzes (pg. 131) sind daher ^i, ^^9 ^z, - • » Functionen von js, die 
auf der einblättrigen jgr-Eugelfiäche stetig sind. Dies überträgt sich 
mittelst der Relationen (3.) auf die Si, s^, s^, . . . , und zwar ent- 
weder geradezu auf die Si, $2, s^, * » • selber, oder aber auf ihre 

reciproken Werthe — , — , — ; • • • > je nachdem von jenen beiden 

«1 «2 «g 

Relationen (3.) die erste oder zweite gültig ist 

Nun ist von den beiden Relationen (3.) stets die erste anwend- 
bar, falls k endlich ist; während man im Falle eines unendlichen k 
die zweite zu benutzen hat. Die auf U liegenden elementaren Wur- 
zeln 5 der Gleichung (1.) repräsentiren also Functionen von j5, welche 
auf der einblättrigen je;- Kugelfläche stetig sind, falls h endlich ist 
Und andererseits werden die reciproken Werthe dieser Functionen 
auf der genannten Kugelfläche stetig sein, falls Tc unendlich gross 
sein sollte. 

Diese Resultate sind offenbar z. B. ohne Weiteres anwendbar auf 
dieQenigen v elementaren Wurzeln 5, welche auf der Fläche U für 
e = c im Punkte s = h coincidiren. D. h. diese v Wurzeln sind, 
U) als Functionen von z betrachtet, auf der einblättrigen z-Kugelfläche im 
Punkte jET = c stetig, falls k endlich ist, hingegen daselbst polar- 
unstetig, falls k unendlich gross ist. Nun ist aber das k [nach 
Satz (d.)] stets endlich, falls nur je? = c verschieden ist von den an- 
fangs markirten festen Punkten Z^, Z^, . . * Zp] während anderer- 
seits k bald endlich, bald unendlich sein wird, falls der Punkt e = c 
in einen jener festen Punkte Z^, Z^, > . . Zp hineinfallt [vgl. den 
Satz («.)]. — Demgemäss gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Vierter Satz, — Ist die Function f{s) auf irgend einem Theü @ einer 
Bieniann* sehen mehrhlättrigen s -Kugel fläche eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig, und bezeichnet man die elementaren Wurzeln der Gleichung 
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/•(«) = « 

kurzweg mit s, so sind diese 5, als Functionen von betrachtet, auf 
der gewohnlichen einblättrigen z -Kugel fläche bis auf einzelne Punkte Z^, 
Z^, ... Zp stetig. Im Punkte Z^ hingegen sind diese Functionen 
theils stetig, theils polarunstetig, jenachdem sie daselbst endliche 
oder unendliche Werthe besitzen. Gleiches gilt für Z^, Z^, . . . Zp. 

Die in Bede stehenden festen Punkte Z^, Z^^ Z^, . . . Zp sind 
dabei zu definiren als di^enigen Werthe, u?elche die gegebene Function 
f(s) auf der Fläche @ in den bei s = 00 übereinander liegenden Punk- 
ten besitzt Ueberdies ist hinzuzufügen, dass der Satz selbstverständlich 
nur soweit gilt, als die Function f{s) überhaupt charakterisirt ist, also 
nur insoweit, als jene Wurzeln s innerhalb der Fläche @ bleiben. 

Man kann übrigens ^diesen Satz, wie direct aus (4.) folgt, auch 
folgendennassen aussprechen: 

Andere Form des vierten Satzes. — Die Function f($) sei auf 
irgend einem Theil @ einer RiemanW sehen mehrblättrigen s-Kugelßiche 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Femer besitze die Gleichung 

fis) = e 

für irgend ein Argument z ^^ c im Ganzen (v^ -\- v^ . . . ~\- Vg) auf 
© gelegene elementare Wurzeln s, von denen v^ im Punkte s = tj, v^ 
im Punkte s »» /^ 11. s. w., Vg im Punkte s = kg vereinigt sind. Denkt 
man sich alsdann auf der Fläche © um diese Punkte k^, k^, . . , kg 
beliebig kleine Kreislinien beschrieben, so werden die in Rede stehen- 
den elementaren Wurzeln s der Gleichung (6.) innerhalb dieser Kreis- 
linien verbleiben, falls man nur die Bewegung des Argumentes z auf 
einen Kreis beschränkt, der auf der einblättrigen z-Kugelfläche um den 
Punkt z = c mit hinreichend kleinem Radius beschrieben ist, 

Oder kürzer ausgedrückt: Die Lagen der elementaren Wurzeln 
(7.) s der Gleichung (6.) auf der Fläche © werden stetige F'unctionen der- 
jenigen Lage sein, welche das Argument z auf der einblättrigen z -Kugel- 
fläche besitzt. 

Wir haben nun früher eine Function f{s), die auf einer Rie- 
mann'schen s-Eugelfläche 91 eindeutig und bis auf q elementare Pole 
stetig ist, kurzweg als eine auf SR reguläre Funktion 3*®' Ordnung be- 
zeichnet. Auch haben wir alsdann [pg. 116, 117J die q elemen- 
taren Wurzeln s der Gleichung 

f{s) = Const. 

kurzweg ein Niveaupunktsystem der Function f{s) genannt. Dem- 
gemäss ergeben sich aus (7.) folgende Zusätze: 
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Erster Zusatz. — B&seichnet 91 irgend eine mehrhltUirige Rie- 
mann' sehe s-Kugelfläche, und f{s) eine auf 91 reguläre Function ^ 
Ordnung, und denkt man sich femer auf 91 diejenigen Punkte s^, s^, 
. . .Sq marhirt, in denen die Function f(s) ein und denselben WerA z 

(8.) einnimmt^ so wird dies dem Werthe entsprechende Niveaupunkt' 
System Sj, Sj, . . , Sq seine Lage auf der Fläche 91 Schritt für SckriU 
in stetiger Weise ändern, sobald man jenes auf der einblättrigefi 
'Kugel fläche in irgend welche Bewegung verset0t. 

Zweiter Zusatz. — Be0eichnet man femer irgend ein Nweaupua/JÜ- 
System der in Bede stehenden Function f(s) auf der Fläche 91 mt 

(9.) Sif s^y . . . Sq, so wird stets ein ßweites Niveaupunktsystem t^^, ^7 • • • k 
dieser Function existiren, welches seiner Lage nach von jenem ersten 
nur unendlich wenig verschieden ist. 

§4. 

Die Wurzeln einer Gleichung F{s,0)=^O, 

Es sei F(s, 0) eine gegebene Function der beiden complexen 
Argumente s und 0. Femer sei @ irgend ein endlicher Theil der 
5-Ebene, und 3 irgend ein endlicher Theil der ;e^-£bene. Und jene 
Function mag folgenden Bedingungen entsprechen: 

I. Bei festgehaltenem s soll F(s, 0) auf 3 eindeutig und ste- 
tig sein, falls nur jenes festgehaltene s innerhalb @ liegt. 

II- Umgekehrt soll F(s, 0) bei festgehaltenem auf © ein- 
deutig und stetig sein, falls nur das festgehaltene auf 3 '^^S^ 
m. Es soll eine endliche positive Constante M existiren von 
solcher Beschaffenheit, dass 

mod F(s,0) stets <M 

.ist, so lange s und respective auf @ und 3 bleiben. 

Versteht man also unter c einen innerhalb 3 beliebig markir- 
ten Punkt, so ist die Function 

(2.) F{s, c) 

innerhalb @ eindeutig und stetig, also daselbst [Satz (27.) pg. 35] 
nur mit verein0eUen Nullpunkten behaftet Die elementaren Null- 
punkte dieser Function (2.) mögen nun bezeichnet werden ab die 
dementaren Wur0eln der Gleichung 

(3.) F(s, c) = 0. 

Alsdann erhält man [Satz (16.) pg. 43] f&r die Anzahl N alV der- 
jenigen elementaren Wurzeln s, welche die Gleichung (3.) innerhalb 
@ besitzt, die Formel: 



(1.) 



r 
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6 
d. L die Formel: 

dF(a,c) 



4) N - r 



@ 2n%F(a,c)' 

die Integration positiv erstreckt über alle Bandpunkte 6 der Fläche @. 
Dabei ist vorausgesetzt, dass keine Wurzel s hart am Rande von @ 
liegt, ^- eine Voraussetzung ^ die, falls sie nicht von Hause aus 
schon erfüllt sein sollte^ leicht durch eine kleine Deformation der 
Randcurve realisu-bar sein wird. 

Dieser Voraussetzung entsprechend^ gilt für sämmtliche Rand- 
punkte 6 der Fläche @ die Formel: 

(5.) mod F(6, c)>2Ä, 

wo A eine positive und von verschiedene Constante vorstellt. 
Markirt man nun innerhalb 3 liegend einen zweiten Punkt c^, so 
ergiebt sich aus der identischen Gleichung 

F{ö, c) = F{ö, c,) ^ [F{6, c,) - F{6, c)] 
sofort: 

mod F{6, c) < mod F(ö, c^) + mod [F{(f, c^) — F(6, c)] , 

oder anders geschrieben: 

mod F(ö, cj > mod F{öj c) — mod [F(6, cj — F(6, c)], 

oder mit Rücksicht auf (5.): 

(ti.) mod F(ö, Ci) >2Ä — mod [F{6, c^) — F{ö, c)]. 

Wir wollen uns nun den Punkt* c^ sehr nahe an c denken, um 
c (als Centrum) beschreiben wir innerhalb 3 zwei concentrische 
Kreisperipherien (g) und (Z), der Art, dass c^ innerhalb (g) liegt, 
und (X) kleiner als (Z) ist. Alsdann erhält man [Satz (10.) pg. 21] 
auf Grund der Voraussetzungen (1.) sofort die Formeln: 

und hieraus durch Subtraction 
(7.) F(0, c,) - F(p, c) - ^ * f ,^ ^^-\ fl ^^—, , 

^ V > 1/ \ ; / 2«» «^ (Z) (Z — c) (Z — Cj) ' 

die Integrationen durchweg positiv erstreckt gedacht über alle Rand- 
punkte Z des Kreises (Z). 
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Siud mm p uud P die Radien der beiden Peripherien (g) und 
(Z), und beachtet, man, dass Cj innerhalb der kleineren Peripherie 
(£) Hegt, hingegen Z einen Punkt der grössere» Peripherie (Z) be- 
zeichnet, so ergiebt sich sofort, dass z. B. der gegenseitige Abstand 
der beiden Punkte c, und Z grösser als (P — q) ist, daae also die 
Formel stattfindet: mod (Z — c,) > (P — p), oder, was dasselbe, die 
Formel : , , 



V'-) mod (Z — c,) ^ P - (f 

Da ferner c das Centrum der Peripherie (Z) vorstellt, 80 ist offen- 
bar: mod (Z — c) ^ P, mithin: 

1 1 

(ß-) mod (Z - c) ~ "P ■ 

In iUinlicher Weise erhält man femer: 

(y.) mod (c, — c) < Q, 

und weiter: 

(d.) mod (dZ) -= dn, 

falls man UHmlich unter dT] das Längenelement der Peripherie (Z) 
versteht. Uoberdies gilt nach (1.) filr alle L^en, welche die Pankk 
und Z rcspective am Rande (ff) und der Peripherie (Z) anzuneh- 
men im Slande sind, die Formel: 

(f.) mod F{iS, Z) < M, 

wo M eine endliche positive Constante vorstellt. 

Mit Rücksicht auf (a.), (fi.), (y.), (S.), (t.) folgt nun aus (7.): 
mod[J'(«,c.)-J'(ff,c)]<^^pl'^^, 

(8.) d. i. mod [F(tf, c.) - F{0, c)] < p^ , 

eine Formel, deren rechte Seite offenbar durch Verkleinerung von p 
licliebiff klein gemacht werden kann. 
(9.) Wir wollen uns nun fortan den Baditis ^ der um c (als Cen- 

trum) hescliriebenen und c, umschliessenden Peripherie (g) so klein den- 
ken, dass jene rechte Seite der Formel (8.) kleiner als A ist, mit- 
hin die Formel aelber übergeht in; 

mod [F{a, c,) — F(a, c)] < Ä. 
Mit Rücksieht hierauf ergiebt sich alsdann aus (6.): 
d fl.) mod F{6, Cj) > i2A -A)'^A. 

Diese Formel zeigt, dass die der neuen Constante c, entspie- 
t-hende Functiou F(s, cj am Rande von © nii^ends verschwindet, 
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dass also die Gleichung F(Sy c^) = keine hart am Rande von © 
gelegene Wurzel besitzt. Demgemäss wird also die Anzahl N^ all' 
derjenigen elementaren Wurzeln^ welche diese neue Gleichung 

F(s, c,) = 

innerhalb @ besitzt, dargestellt sein durch die zu (4.) analoge Formel: 

dF(a, c) 



Ni=/1 



Diese Formel (12.) gilt, zufolge ihrer soeben gegebenen Begrün- 
dung, für jedweden innerhalb der Peripherie (g) gelegenen Punkt Cj, 
und bleibt also in Kraft, falls man diesen Punkt innerhalb (£) be- 
liebig .Yariiren lässt. Bei einer solchen Variation von c^ wird also 
der Werth des Integrales (12.) von Augenblick zu Augenblick durch 
eine ganee Zahl ausgedrückt sein. Andererseits aber übersieht man 
sofort, dass der Werth des Integrales bei einer solchen Variation 
des Punktes c^ nur in stetiger Weise sich ändern kann*). Dem- 
gemäss ist also die in Rede stehende ganze Zahl während dieser 
Variation stets ein und dieselbe. 

Die ganze Zahl N^ bleibt mithin constcmt, falls man den Punkt 
<?i innerhalb der Peripherie (g) beliebig variiren, z. B. identisch wer- 
den lässt mit dem Centrum c dieser Peripherie. Somit folgt aus 

(12.) und (4.): 

Ni = N. 

Man gelangt daher, indem man (c -\- Ac) für c^ substituirt, zu 
folgendem Resultat: 

Erster Satz. — Es sei ® ein endlicher Theil der s -Ebene, ebenso 
3 irgend ein endlicher Theil der g- Ebene. Entspricht nun die Func- 
tion F(s,js) auf © und 3 ^^ Bedingungen (1.) pg. 138, versteht 
man femer unter c irgend einen Punkt innerhalb 3, und setgt man 
voraus, dass die Gleichung 

F(s, c) = 

Jceine hart am Bande von @ gelegene Wureel besitzt, so tvird die An- 
eahl der innerhalb @ befindlichen elementaren Wurzeln dieser Gleir 
chung (14.) bei einer beliebigen Variation des Punktes c ungeändert 
bleiben, falls man nur diese Variation Ac der Bedingung unterwirft: 

mod (Ac) < p, 

und dabei das (positive) q hinreichend klein macht, 

*) Denn so lange c, innerhalb (J) bleibt, wird [vgl. (9.)i (10.)] die Formel 
stattfinden: mod F{a, Cj) > Ay mithin der anter dem Integral stehende Nenner 
von venchieden bleiben. 
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Oestützt auf diesen Satz kann man nun ebenso Torwarts gehen, 
wie im Torhergehenden Paragraph Tom dortigen ersten Saize aus 
(pg. 129). An Stelle des dortigen zweiten Satsses (pg. 130) ergiebt 
sich alsdann^ wie leicht zu übersehen ist, folgender: 

Zweiter Satz. — Es seien @ und 3 irgend zwei endliche Theüe 
der S' und z-Ebene. Femer sei F(SyZ) eine FuncHonj welche auf € 
und 3 ^^ Bedingungen (1.) pg. 138 entspricht Alsdann werden dk 
elementaren Wurzeln s der Gleichung 

F(s, z) = 

stetige Fundionen von z sein, — selbstverständlich nur insoweUy als 
die Charakterisirung der Function F{s,z) reicht, also nur insow^, 
ais die Punkte s und z innerhalb der gegAenen Flächen @ und 3 bUAen. 
Man könnte nun weiter solche Functionen F(s, z) in Betracht 
ziehen, welche bei festgehaltenem z eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig sind auf einem gegebenen Theile @ einer mehrblättrigen 
Riemann'schen ^-Eugelfläche, und welche andererseits bei festgehal- 
tenem s dieselben Eigenschaften besitzen mit Bezug auf einen ge- 
gebenen Theil 3 ^iier mehrblättrigen Biemann'schen J^Eugelfläche. 
Ohne uns hierauf weiter einzulassen, wollen wir im folgenden Para- 
graph sofort zu speddleren Betrachtungen übergehen. 

§6. 

Die Wiineln der Gleichtmg F{s, z) «« 0, unter der Voratunetsiing, 
dasB F(s, z) eine ganze rationale Function von s und z ist. 

Versteht man imter 

F=F{s,z) = F{8,'z) 

eine ganze rationale Function der beiden complexen Variablen s und 
Zf w**^ Grades für s, und m^^ Grades für z, so liefert die Gleichung 

(1.) F = 

für jedwedes z im Gtinzen n elementare Wurzeln s, welche f&r be- 
sondere Werthe des Argumentes z theüweise, respective gruppenweise 
coincidiren können. Es soll untersucht werden^ ob diese n Wuraeln 
s stetige Functionen Ton z sind. 

Wir denken uns die Variable z als einen Punkt auf der ge- 
wöhnlichen einblättrigen z-Kugelfläche^ und bezeichnen demgemäss diesen 

(2.) Punkt bald mit z selber, bald mit z', wo £?' = — sein soll. Wird 

also z = X -{^ iy und z' = x' -{■• iy' gesetzt, so repräsentiren ä, y 
die Goordinaten des Punktes in der Horizontaiebene^ und x\ y' seine 
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Coordinaten in der Antipodenebene. Dementsprechend mögen die ge- 
nannten Ebenen kurzweg als die Ebenen n und 0' bezeichnet werden. 
In analoger Weise mag die Variable s als ein Punkt auf der 
einblättrigen s- Kugelfläche angesehen, und dieser Punkt bald mit s, 

►.) bald mit s' bezeichnet werden, wo s' «== — sein soll. Die Hort- 

jsontäl' und Äntipodend)ene der ^-Eugelfläche mögen respective als 
die Ebenen s und s' benannt werden. 

Durch Einführung von s' und jer' kann die Gleichung (1.) in 
drei neue Gestalten versetzt werden; so dass man im Ganzen vier 
Gestalten derselben erhält; nämlich einerseits die beiden Formen 

iU.)....F{s,z)^0, II (4ß.) ..../'nF(s,jr^^O, 

l.) deren linke Seiten ganee rationale Functionen von s, 0, respective 
von s, z' sind^ und andererseits die beiden Formen: 

(4y.) . s'-f(^^. , ;3r) = 0, || (4<J.) .... s'-ir"»F(f , f ) = 0, 

deren linke Seiten gan^ze rationcde Functionen von s', z respective von 
s\ z' sind. 

Die gegebene Gleichung 1^ =» besitze fOr das Argument z^==^e 
eine v-fache Wurzel s «» Ä, d. i. v elementare Wurzeln s, die an 
ein und derselben Stelle s<b£ liegen; so dass also e und A; der Gleichung 

;5.) F(*, c) = 

entsprechen. Man bezeichne nun mit £ einen ad libitum gegebenen 
Kleinheitsgrad, und deüke sich auf der s-Kugelfläche um den Punkt 
s = k einen Kreis vom Radius s, andererseits auf der j?-Kugelfläche 
um den Punkt z = c einen Kreis von noch unbestimmtem Radius q 
beschrieben. Es fragt sich, ob die Anzähl derjenigen elementaren Wur- 
zeln s, wdche die Gleichung 

(6.) F{s, z) = 0, 

ßr ein beliebiges Argument z, innerhalb des Meinen Kreises (Je, s) 
besitzt, dadurch constant, = v gemacht werden Icann, dass man jenes 
beliänge Argument z in den Kreis (c, q) einschliesst und dabei das q 
hinreichend klein macht 

Welche Werthe Je und c auch haben mogen^ stets muss, falls 

^ = Ä' imd — = c' gesetzt wird, unter den vier GrSssenpaaren: 



(7a.) ....Jc,c, 
'''^ (7y.) J(f,c, 



(7^.) • » . . Je, c , 
(IS.) ... ..V,c\ 



k 
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mindestens eines vorhanden sein^ welches aus zwei endlichen Grossen 
besteht ^ 

Sind, um mit dem Fall (7 a.) zu beginnen^ die Grossen kj c beide 
endlich; so beschreibe man in der s- Ebene um den Punkt s=k 
eine kleine Kreisfläche ©^ und in der jS^-Ebene um den Punkt b=^c 
eine kleine Ejreisfläche 3- I^i^ Function F{s, z) wird, weil sie fär 
die Centra 5=Jfc und z^=c dieser Kreisflächen verschwindet [vgL(5.)], 
für zwei helidnge Punkte s und z der beiden kleinen Kreisflächen 
stets nur wenig von Null abweichen. Repräsentirt insbesondere if 
eine beliebig gegebene positive Gonstante, so wird man die beiden 
Kreisflächen stets so klein machen können, dass für alle Punkte s 
und z dieser Flächen die Formel stattfindet: 

mod F{s, z) < M. 

Alsdann aber ist z. 6. der erste Satz pg. 141 direct anwendbar auf 
die Function F{s, z) und die beiden Flächen © und 3- Zufolge 
dieses Satzes kann nun aber die Anzahl derjenigen elementaren Wur- 
zeln s, welche die Gleichung 

F{s, g) = 0, 

fiir ein beliebiges Argument z, innerhalb eines auf @ um den PunÜ 
^ «r=3 % mit dem Radius b beschriebenen Kreises besitzt, dadurch con- 
stanty SS V gemacht werden , dass man jenes beliebige Argument s 
auf einen in der Fläche 3 ^^ z ^^ c beschriebenen hinreichend klei- 
nen Kreis beschränkt. Dabei bezeichnet b einen ad libitum gewähl- 
ten Kleinheitsgrad. 

Analoges gilt offenbar auch dann, wenn die beiden Flächen 
© und 3 nicht als Theile der beiden Horizontalebenen s und z, son- 
dern als Theile der beiden Kugelflächen aufgefasst werden. Dem- 
gemäss ist die Frage (6.) affirmativ zu beantworten, allerdings vor- 
läufig nur erst f&r den Fall (7 a.), dass Je und c endlich sind. 

Zu genau demselben Resultat gelangt man aber auch in den 
FäUen 

(7/J.), (7y0, (7*.), 

wobei alsdann die Gleichung F =0 respective in den Formen 

(4/J.), (4y.), (4*.) 

anzuwenden ist, und statt der Hülfsebenen s und z respective die 

Hülfsebenen 

s und z\ s' und z, s' und z\ 

zu benutzen sind. 
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Die Frage (6.) ist also in edlen Fällen affirmativ zu beantworten. 
Wir gelangen daher zu folgendem Satz: 

Betrachtet man die n elementaren Wurzeln s, welche die Gleichung 

F{1 ?) = 

für ein beliebiges Argument z liefert^ als Punkte auf der (einblättrigen) 
s-Kugelfläche, so loerden die Lagen dieser n Funkte s stetige Func- 
tionen derjenigen Lage sein, welche der Funkt z auf der einblöMrigen 
z- Kugel fläche besitzt. 

Mit andern Worten: Die n elementaren Wurzeln s^, s^, . . .Sn 
sind, als Functionen von z betrachtet^ auf der Z'Kngelf&che allent- 
halben stetig, mit Ausnahme derjenigen singulären Punkte Z, in denen 
eine oder mehrere jener Wurzeln unendlich werden. In jedem solchen 
singulären Punkt Z sind alsdann allerdings die daselbst endlich blei- 
benden Wurzeln stetig, andererseits aber die daselbst unendlich wer- 
denden Wurzeln unstetig und zwar polarunstetig, Demgemäss kann 
man den Satz (8.) auch so aussprechen: 

Bezeichnet man die aus der Gleichung: 

F(s, S) - 
für ein beliebiges z sich ergebenden n elementaren Wurzeln s mit 

Si = 9>i(^), «2 = 92(^), . . . 5n = 9n(^), 

so werden diese n Functionen auf der einblättrigen z-Kugelfläche bis 
auf einzelne Fole stetig sein. 

Aus diesem Satze (9.) ergiebt sich nun nachträglich die Cor- 
Q^ rectheit der im yierten Gapitel angestellten Betrachtungen, und 
namentlich auch die Gorrectheit des daselbst in (2.) pg. 94 ange- 
gebenen Satzes. 
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Siebentes CapiteL 
Geometrisclie Betrachtangen. 

Es dürfte sehr schwer, oder vielmehr unmöglich sein, für die 
Fläclien im Allgemeinen zuverlässige Sätze auizustellen, so lange der 
Begriff der Fläche nicht näher determinirt ist. Auch dürften in 
dieser Beziehung blos negative Festsetzungen, wie z. B. die Bie- 
mann'sche Festsetzung, dass die Fläche keine Spaltung besitzen solle, 
wenig ausreichend sein. 

Demgemäss habe ich im gegenwärtigen Capitel meine Betrach- 
tungen auf solche Flächen eingeschränkt, die durch bestimmte posi- 
tive Bedingungen determinirt sind. Man findet diese Determinationen 
näher angegeben im vierten Paragraph dieses Gapitels. 

§ 1. 

Deflnitioti der Elementarfläohe nnd der einfach susammen- 

hängenden Fläche. 

Als Flächen einfachster Art betrachten wir die d)enen Flachen 
mit nur einer Randcurve, wie z. B. die Kreisfläche, Ellipsenfläche, 
Quadratfläche etc. Diese Flächen einfachster Art nennen wir Ele- 
mentarflächen. Gleichzeitig aber führen wir noch einen etwas all- 
gemeineren Begriff ein, indem wir jedwede Fläche, die durch sktige 
Umformung in eine Elementarfläche verwandelbar ist, eine einfadi 
zusammenhängende Fläche nennen. Genauer ausgedrückt: 

Deflnition. — Jede ebene einblättrige Fläche^ die m^ eine 
n\ Randcurve besitzt, soll eine Elementarfläche oder ein elementares 
FlächenstiicJc heissen. 

Definition. — Jede Fläche, die entweder geradem eine Elementar- 
flache ist, oder aber durch stetige Umformung (also blas durch LA- 
(2.) nungeil und Biegungen, ohne Zerreissungen oder Zusammenheftungen) 
in eine Elemeniarfläche verwandelt werden kann, soll eine einfach 
zusammenhängende Fläche genannt werden. 
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Demgemäss ist z. B. die Kugelcalotte eine' einfach zusammen- 
hängende Fläche. Gleiches gilt aber z. B. auch von der Windungs- 
fa.) /töcÄe. Denn jede Windungsfläche kann durch stetige Umformung 
in eine Elementarfläche verwandelt werden; wie solches früher aus- 
führlich dargelegt wurde [vgl. z. B. (2.) pg. 70], 

Erste Bemerkung. — Jede gegebene Fläche kann im Allgemeinen 
(er.) darch irgend welche Schnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche 

verwandelt werden. Als Beispiele mögen dienen die Cylinderfläche und 
die ringförmige Eotationsfläehe. 

Erstes Beispiel. — Wird eine Kreislinie sich selber parallel, nnd zwar 
(ß.) senkrecht zu ihrer Ebene, um eine gegebene Strecke A fortbewegt, so ent- 

steht durch diese Bewegung eine mit zwei kreisförmigen Bandcurven ver- 
sehene Cylinderfläche von der Länge Ä. 

Durchschneidet man aber diese Cylinderfläche längs irgend einer Kante^ 
so erhält man eine einfach ztAsammenhängende Fläche, In der That wird 
nämlich die durch einen solchen Schnitt entstandene Fläche der in (2.) gege- 
benen Definition entsprechen, nämlich durch stetige Umformung in die Gestalt 
eines Rechtecks d. i. in die Gestalt einer Elementarfläche versetzbar sein. 

Zweites Beispiel, — Wird eine Kreislinie um eine in ihrer Ebene 
(y) liegende, die Kreislinie aber nicht schneidende Aze in Rotation versetzt, 

so entsteht eine ringförmige Motationsfläclie. 

Diese ringförmige Rotationsfläche kann aber offenbar durch zwei 
Schnitte, von denen der eine längs eines Parallelkreises, der andere längs 
eines Meridiankreises fortgeht, in eine einfach zusammenhängende Fläche 
verwandelt werden. In der That wird nämlich die durch zwei solche 
Schnitte entstehende Fläche der in (2.) gegebenen Definition entsprechen. 

Zweite Bemerknng. — Angesichts dieser Beispiele entsteht die Ver- 
muthung, dast es möglich sein werde, alle überhaupt denkbaren Flächen 
nach der Anzahl derjenigen Schnitte zu classificiren, die zu ihrer Verwand- 
lung in einfach zusammenhängende Flächen erforderlich sind« Jedenfalls 
wird man bei einem derartigen Versuch den Begriff des Schnittes zuvörderst 
schärfer zu determiniren haben. Und dies soll im folgenden Paragraph ge- 
schehen durch Einführung der sogenannten Querschnitte und Bückkehrschnitte, 

Dritte Bemerknng. — Die beistehende Figur zeigt eine Linie, welche 
in ihrem Lauf von links nach rechts eine sogenannte Fig. l 

(^•) Gabelung oder Spaltung darbietet. Wird nun diese Linie 

in irgend welcher Richtung, etwa senkrecht zur Ebene 
des Papiers, sich selber parallel fortbewegt, so entsteht durch diese Be- 
wegung eine Fläche von analoger Beschaffenheit, nämlich eine Fläche, 
die ebenfalls eine Spaltung darbietet. — Genau das- Fig. u. 

selbe würde zu bemerken sein, wenn man zur erzen- 
(£.) genden Linie diejenige nehmen wollte, welche in Fig. II 

angegeben ist. 

Wollte man die der Fig. I entsprechende Fläche durch irgend welche 
Schnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche zu verwandeln suchen, 
so würde man sich vergeblich bemühen. Diese Fläche documentirt also in 
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deutlicher Weise, dass der Satz (a.), wenn er auch im Allgemeinen gilt, 
doch gewissen Ausnahmen unterworfen ist. 

Uebrigens erscheint es zweckmässig, derartige singulare Flächen, wie 
die in Fig. I und II angedeuteten, 7on unserer Betrachtung ganz aoszo- 
schliessen; wie solches in einem der folgenden Paragraphen näher ange- 
geben werden soll. 

§ 2. 

Definition des QnersohnittB und BüekkehrschnittB. 

Definition des Quersclinitts. — Ein Schnitt, welcher in irgend 

einem Bandpunkte der Fläche beginnt, von hier aus in ununterbroche- 

(3.) ftem Zuge bis zu irgend einem andern Bandpunkt fortläuft, damvischen 

aber den Band der Fläche weder berührt, noch überschreitet, soll ein 

Querschnitt genannt werden. 

Nach Ausführung eines Querschnittes sind die beiden Ufer des- 
selben als neue Randgebiete der Fläche anzusehen. Ja es sind die 
auf diese Weise entstehenden neuen Randgebiete nicht erst nadi 
Ausführung des Schnittes, sondern auch schon während der weiteren 
Fortführung desselben als solche zu betrachten. Daraus folgt unter 
Anderm, dass ein Querschnitt in einem Punkt seines früheren Lau- 
fes endigen kann; und ferner, dass ein Querschnitt bei seiner wei- 
tern Fortführung sich selber niemals durchkreuzen darf. 

So wird z. B., wenn wir eine Kreisfläche 
betrachten, der Schnitt ab ein Querschnitt 
sein; ebenso aber auch der Schnitt aß yd. 
Jeder nimmt in einem Randpunkte seinen 
Anfang. Während aber der eine sein Ende 
in einem zweiten Randpunkt der Fläche er- ^[ 
reicht, endigt der andere in einem Punkte 
seines früheren Laufes. Ein solcher Quer- 
schnitt, wie aßyd, mag in Zukunft [weil 
er ungefähr die Form eines griechischen 
besitzt] kurzweg ein sigmaßrmiger Querschnitt genannt werden. 

Ist ein Querschnitt bereits ausgeführt, und soll nun ein zweikr 
Querschnitt gezogen werden, so ist wiederum zu beachten, dass die 
Ufer des schon vorhandenen Schnittes bei Ausführung des zweiten 
als Bandgebiete der Fläche anzusehen sind. Der zweite Querschnitt 
wird also nach Belieben in einem ursprünglichen Randpunkt der 
Fläche, ebenso gut aber auch in einem Uferpunkt des schon vor- 
handenen Querschnittes seinen Anfang nehmen können. Aehnliches 




Geometrische Beirachtangen. 



149 




Fig. ni. 



gilt für den Endpunkt des Querschnittes. Und Aehnliches gilt natür- 
lich auch für einen dritten, vierten u. s. w. Querschnitt. 

So wird z. B., in der nebenstehenden 
Kreisfläche, ccß ein Querschnitt sein; sodann 
yd ein zweiter, fg ein dritter, r^d" ein vier- 
ter u. s. w. 

Ferner wird in Figur III der Schnitt 
aßyds nicht als ein Querschnitt, sondern 
als ein Complex von zwei Querschnitten an- 
zusehen sein. Der eine von diesen beiden • 
läuft — ebenso wie der in Figur I be- 
trachtete — von a über ß, y nach tf , und ist 
also als ein siffmaßrmiger zu bezeichnen; 
während der andere von ä nach s geht. 

Des bequemeren Ausdrucks willen wird 
es zweckmässig sein, ausser den Querschnitten 
auch noch eine gewisse andere Gattung von 
Schnitten, nämlich die der Rückkehrschnitte 
einzufahren. Diese sollen folgendermassen de- 
finirt sein: 

Definition des Rückkehrsclmittes. — Ein 
(4.) in sidi zurücklaufender Schnitt, welcher den Band der Flädie nirgends 
berührt oder überschreitet, und welcher sidi selber nirgends durchkreuzt, 
soll in Zukunft ein Bückkehrschnitt genannt werden. 

Nach Ausfuhrung eines Rückkehrschnittes sollen die beiden Ufer 
desselben wiederum als Randgebiete der Fläche angesehen werden. 
Wir können uns demnach den Schnitt aßyd in Fig. I, wenn wir 
wollen, auch so entstanden denken, dass in der gegebenen Kreis- 
fläche zuerst ein Rückkehrschnitt ßySß, und sodann noch ein Quer- 
schnitt Sa ausgeführt ist. Desgleichen werden wir z. B. in Fig. III 
den Schnitt aßyäs als zusammengesetzt ansehen können aus einem 
zuerst ausgeführten Rückkehrschnitt ßyöß, und aus zwei sodann 
ausgeführten Querschnitten Sa und Se, 

Die (von Riemann eingeführten) Querschnitte repräsentiren eine 
für die Classificirung der Flächen wichtige Operation. Um diese 
Operation auch bei solchen Flächen, die geschlossen, mithin ohne 
Rand sind, ausführen zu können, erscheint es angemessen, jeder sol- 
chen geschlossenen Fläche $ zuvörderst, durch Herausnahme eines 
einzelnen Punktes, einen Rand zu verleihen. Dabei mag alsdann 
die durch dieses Verfahren entstehende neue Fläche durch einen über 
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das ^ gesetzten Punkt angedeutet^ nämlich mit % bezeichnet, und 
kurzweg die punktirte Fläche genannt werden. Während also ^ ffar 
(5.) Iceinen Rand hat, wird andererseits § eine einzige unendlich kleine 
Randeurve besitzen, welche dargestellt ist durch die Umgrenzungs- 
linie der durch die Herausnahme jenes Punktes hervorgebrachten 

unendlich kleinen Oeffnung. 

Bemerkung. — Ist z. B. ^ eine Kugelfläcfie^ so wird die zugehörige 
panktirte Fläche ^ im Wesentlichen eine KugelcaloUe, mithin einfach su- 
sammenhängend sein [vergl. die vorhin bei (2.) genannten Beispiele]. 

§ 3. 
Die Eigenschaften einer einfach zusammenhängenden Fläche. 

Von der sogenannten Elementarfläche [vgl. die Definition (1.)] 
haben wir eine deutliche geometrische Anschauung. Aus dieser 
geometrischen Anschauung ergiebt sich z. B. sofort, dass die Ele- 
mentarfläche durch jeden Querschnitt in zwei von einander getrennte 
Stücke zerfällt, ebenso auch durch jeden Rüchkehrsdinitt. Desgleichen 
übersehen wir sofort, dass von diesen beiden Stücken, je nachdem 
der Schnitt ein Quer- oder Rückkehr-Schnitt ist, entweder jedes oder 
wenigstens eines wiederum eine Elementarfläche sein wird. 

Diese Eigenschaften der Elementarfläche übertragen sich leicht 
auf die einfach ^^isammenhängenden Flädicn, falls man nur Rücksicht 
nimmt auf die für die letzteren gegebene Definition (2.), 

Es sei z. B. % eine beliebig gegebene einfach zusammenhängende 
Fläche, und gleichzeitig sei %' diejenige Elementarfläche, in welche 
sich % durch stetige Umformung verwandelt Ist nun q irgend ein 
Querschnitt der Fläche ^, und q der correspondirende Schnitt auf 
5', so wird offenbar q' ebenfalls ein Querschnitt sein. Die Fläche 
g' ist aber eine Elementarfläche und wird also durch jeden Quer- 
schnitt in zwei getrennte Stücke zerlegt. Demnach wird 5' ^'irch 
q\ und folglich auch 5 durcJi q in zwei getrennte Stücke zerfaUen, 

Wir bezeichnen diese beiden Stücke bei der ursprünglichen 
Fläche % mit f , g, und bei der Elementarfläche g' mit f ', g'. Offen- 
bar können alsdann f und g als zwei Flächenstücke angesehen wer- 
den, welche sich durch stetige Umformung in f und g' verwandeln. 
Von den beiden Stücken f und g' ist aber jedes eine Elementar- 
fläche. Daraus folgt, dass jedes der beiden Stücke f und g ein einfadi 
zusammenhängendes ist Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 
(6.) Erster Satz. — Eine einfach zusammenhängende Fläche zerßlU 

durch einen Querschnitt immer in zwei getrennte Stücke; van diesen 
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Leiden Stücken ist jedes ein einfach zusammenliängendes. Durch v auf- 
einander folgende QuerscJmitte wird demnach eine einfach zusammen- 
hängende Fläche in (v + 1) getrennte Stücke zerfcdleny von welchen 
wiederum jedes ein einfach zusammenhängendes ist. 

Wiederum sei $ eine beliebig gegebene einfach Zusammenbau- 
gende Fläche, und ^' die daraus durch stetige Umformung ent- 
stehende Elementarfläche. Ist nun s irgend ein Rückkehrschnitt der 
Fläche ^, so wird offenbar der auf $' gezogene correspondirende 
Schnitt s' ebenfalls ein Rückkehrschnitt sein. Demnach wird § durch 
s, ebenso wie fj' durch s , in zwei von einander getrennte Stücke 
zerfallen. Von den beiden Stücken^ in welche g' durch s' zerlegt 
wird^ ist aber eins eine Elementarfläche. Demnach muss von den 
beiden Stücken, in welche 5 durch s getheilt wird, eins ein einfach 
zusammenhängendes sein. Also der Satz: 

Zweiter Satz. — Eine einfadi zusammenMngende Fläche zerßllt 
[!,) durch einen Rückkehrschnitt immer in zum getrennte Stücke; von die- 
sen beiden Stücken ist jederzeit eins ein einfadi zusammenhängendes. 

Eine Elementarfläche besitzt ihrer Definition zufolge immer nur 
eine Randcurve. Gleiches muss demnach auch von jeder Fläche gel- 
ten, die aus einer Elementarfläche durch stetige Umformung ent- 
standen ist. Somit erhalten wir folgenden dritten Satz: 
l^s.) Dritter Satz. — Eine einfadi zusammenhängende Fläche besitzt 

immer nur eine Bandcurve, 

§4. 
Nähere Determination der zu betrachtenden Flächen. 

Bei unsem weiteren Betrachtungen wollen wir uns durchweg 
auf solche Flächen beschränken, die folgenden beiden Anforderungen 
entsprechen: 

Erste Anforderung. — Die Fläche soll von solcher Beschaffen- 
lieit sein, dass das Bereich eines jeden Punktes der Fläche eine ein- 
(•'.) fach zusammenhängende Fläche repräsentirt. Durch diese Anfor- 
derung werden offenbar alle Flächen, die eine Spaltung zeigen [wie 
z. B. die Fläche (d.), («.) pg. 147] von der Betrachtung excludirt. 

Zweite Anforderung. — Die Fläche soll von solcher Beschaffen- 
heit sein, dass sie durch irgend welclie Querschnitte in eine ein- 
10.) fach zusammenhängende FläcJie verwandelt werden kann. Durch 
diese zweite Anforderung, für sich allein betrachtet, würden offen- 
bar die mit einer Spaltung behafteten Flächen noch nicht sämmt- 
lieh excludirt sein. [So z. B. würde durch sie von den beiden Flächen 



> 



152 Siebenies Capiflh. 

(d.) und (f.) pg. 147 nur die erste, nicht aber die zweite excludirt 

werden.] 

Die erste und zweite Anforderung decken einander theilweise, 

jedoch nicht so^ dass durch eine derselben die andere überflüssig 

gemacht würde. So z. B, werden durch die erste Bedingung alle 

mit einer Spaltung behafteten Flächen excludirt^ durch die etmte 

aber nicht. Andererseits aber werden durch die zweite Anforderung 

alle geschlossenen Flächen excludirt [weil in einer geschlossenen 

Fläche überhaupt keine Querschnitte möglich sindj^ durch die erst^ 

aber nicht. 

Bemerknng. — Es ist wohl wahrscheinlich, dass jedwede nicktgeschloS' 
sene Fläche, falls sie der ersten Anforderung entspricht, noth wendiger Weise 
auch der zweiten genügen wird. Wäre solches wirMich beweisbar^ so würde 
man gut thun, die zweite Anforderung ganz fallen zu lassen. Denn die 
geschlossenen Flächen würden trotzdem immerhin noch in der Weise in die 
Betrachtung hineingezogen werden können, dass man statt jeder solchen 

geschlossenen Fläche % die zugehörige punktirte Fläche ^ [vgl. (ö.)] ins 
Auge fasst. 

§5. 

Untersnohnng eines beliebig gegebenen FläohensystemB. 

Definition seiner Grundzahl. 

Es sei @ ein aus beliebig vielen Flächen bestehendes System. 
Die Flächen mögen beliebig im Räume vertheilt^ und jede derselben 
von beliebiger Gestalt sein. Nur mag jede derselben den Anfor- 
derungen (9*), (10.) entsprechen. 

Wir wollen nun annehmen^ dieses System © könne durch ge- 
wisse v' Querschnitte — sie mögen in ihrer Gesammtheit mit q' 
bezeichnet werden — in ein System ©' verwandelt werden, welches 
aus a Flächenstücken besteht; und das System @ könne anderer- 
seits durch gewisse v" Querschnitte — sie mögen q" genannt wer- 
den — in ein System ©" verwandelt werden, welches aus «" Flächen- 
stücken besteht. Femer wollen wir annehmen, unter den Flächen- 
stücken, aus welchen die Systeme ©' und ©" bestehen, wäre jedes 
einzelne ein einfach ziisammenhängcndes. Es fragt sich, ob unter 
dieser Voraussetzung zwischen den Zahlen v\ a und v", a' irgend 
welche Beziehung stattfindet, oder ob dieselben von einander völlig 
unabhängig sind. 

Um näher hierauf einzugehen, wird es nöthig sein, beide Quer- 
schnittsysteme, das der q und das der 5", gleidizeitig zu ziehen. Der 
Einfachheit willen nehmen wir an, dass die beiden Schnittsysteme 
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bei einer solchen Superposition nur in einzelnen Punkten (nicht in 
Linien) einander decken. Die Anzahl dieser einzelnen Deckungs- 
punkte mag d heissen. Ferner nehmen wir^ der Einfachheit willen, 
zuvorderst an, dass unter diesen ä Deckungspunkten oder Schnitt- 
punkten keiner vorhanden ist, der gerade mit einem f nd'punkte der 
Schnitte q' oder q" zusammenfällt. Von den beiden Schnitten q' 
und g", welche einander in einem jener d Punkte schneiden, wird 
alsdann jeder durch den andern in zwei Stücke zerlegt werden. 

Wir denken uns zuerst die Querschnitte q' gezogen, und hier- 
durch © in ©' verwandelt. Ziehen wir jetzt einen der Schnitte q", 
so wird ein solcher Schnitt nur dann einen Querschnitt des Flächen- 
Systems ©' vorstellen, wenn er die schon vorhandenen Schnitte q 
nirgends berührt oder überschreitet, andernfalls aber einen Camplex 
van mehreren Querschnitten vorstellen. Es fragt sich nun zunächst, 
wie gross die Anzahl derjenigen Querschnitte Q" ist, welche in dem 
Flächensystem ©' entstehen, sobald wir darin sämmtliche Schnitte 
gr" ausfahren. OflFenbar werden sämmtliche Endpunkte der Q" zum 
einen Theil durch die Endpunkte der q" selber, zum andern Theil 

durch diejenigen Punkte dargestellt sein, in welchen die q" von den 

* 

3' geschnitten werden. Die Anzahl des ersten Theiles ist gleich 
der Anzahl der Endpunkte der q", d. i. gleich 2v"-, die Anzahl des 
zweiten Theiles muss, da jeder der genannten Schnittpunkte zwei 
Endpunkte der Q" repräsentirt, doppelt so gross als die Anzahl 
jener Schnittpunkte, also gleich 2d sein. Im Ganzen wird daher 
die Anzahl der Endpunkte der Q" gleich (2x/" + 2<J), folglich die 
Anzahl der Q" selber gleich 

sein. 

Umgekehrt wird andererseits, wenn wir uns in dem Systeme © 
zuerst die 3" gezogen, und hierdurch © in ©" verwandelt denken, 
jeder nunmehr folgende Schnitt q' im Allgemeinen mehrere Quer- 
schnitte Q' des Systems ©" repräsentiren. Die Anzahl dieser Q' 
wird, wie man sofort übersieht, gleich 

sein. 

Es sei A die Anzahl von Flächenstücken, in welche © zerfällt, 
wenn gleichzeitig sowohl sämmtliche Schnitte q\ als auch sämmtliche 
Schnitte g" ausgeführt werden. 

Offenbar kann diese Zahl ^ als die Anzahl derjenigen Stücke 
angesehen werden, in welche sich das Flächensystem ©' durch Aus- 



J54 SiebeuteB Capitel. 

föhrung der QuerBcbnitte Q" verwandelt Nun beeteht das System 
@' der Voranssetxung zufolge aus tt' Stücken, Ton welchen jedes 
einfach susammenMngend ist. Es wird daher dieses System @' [eu- 
folge des Satzes (6.)] durch Ausftlhning der (»" + S) Querschnitte 
Q" in (a' + v" + ö) Stücke zerfällt werden. So ergiebt sich: 

(11.) A = a' -]- v" -\- 3. 

Andererseits kann aber A auch als die Anzahl derjenigen Studie 
angesehen werden, in welche das System @" durch Ausführung der 
(w' -f- tf) Querschnitte Q' zerlegt wird; alsdann ergiebt sich: 

(12.) Ä-a" + v: + i. 

Aus diesen beiden Formeln (11.) und (12.) folgt sofort: 
a' + v" = a" -f- v', 
d. i. 

(13.) v' - k' = v" — a". 

Bei Ableitung dieser Formel wurde die beschränkende Voraas- 
setzung gemacht, dass die beiden Scbnittsysteme bei ihrer Super- 
position nur in eimdnen Punhten einander decken, und dass unter 
diesen ö einzelnen Deckungapunkteu keiner vorhanden ist, welcher 
gerade luit einem £n<fpunkt der Schnitte zusammenfallt. Sollte diese 
Voraussetzung nicht erfüllt sein, so wird man es doch durch eine 
unendlich hkim; Verschithung des einen Schnittsystems, z. B. des Sj- 
stems q', leicht dahin bringen können, dass sie in ErfCllInng gebt 
Sobald diese unendlich kleine Verschiebung ausgeführt ist, wird dann 
die Formel (13.): 

v' — a' ■= v" — a" 
wiederum gelten. Die Zahlen v' und a' sind aber offenbar nach 
der Verschiebung des Systems g' eben dieselben, wie vor jener Ver- 
schiebung. Daraus folgt, dass die Formel auch schon vor der Ver- 
schiebung gültig ist, dass sie also völlig allgemeine Gültigkeit besitzt 
Wir urliulteii daher folgenden wichtigen Satz: 

Fandanientaltheorem. — Denkt man sidt ein beli^es Flächeti- 
a/steni © e» verschiedenen Zeiten durch verschieden gewählte Qutr- 

(14.) schniftsyslnnr ctrlcgt, und dadurch jedesmal in ein System von laukr 
einfach BummmenhängendenFlächenslücken*') verwandelt, so wird die 
Differenz (y — a), um welt^ die jedesmalige Ansahl v der Querschnitte 

*) UdIlt '.'inem System einfach eusammtyJiängender Flächenstückt '\A selbst^ 
vi^reliindlicli liirr (and ebenso auch in Zukooft) ateta ein SjBtem voo Flächeo- 
^^tehe^, deren jedes für stcA aUein betrachtet einfucli zusammen- 
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grösser als die jedesmalige Anzahl a der restdHrenden Flächetistüeke 
istj in aJX diesen FäUen ein und denselben Werth haben. Jene 
Differenz (v — a) ist demnach eine dem gegebenen Flädiensystem © 
eigenthümliche unveränderliche Zahl. Gleiches wird daher z, B, 
auch gelten von der Zahl (v — a -j- 2). Diese letztere soü in Ztdcunft 
die Grundzahl des Flächensystems genannt w^den. 

An diesen fundamentalen Satz schliessen sich unmittelbar einige 
weitere Bemerkungen an. Ein beliebig gegebenes Flächensystem @ 
verwandle sich^ wenn man darin irgend einen bestimmten Querschnitt 
q ausfuhrt^ in ein Flächensystem @'. Um das ursprüngliche System 
@ aber in ein System von lauter einfach zusammenhängenden Flächen- 
stocken zu verwandeln^ mögen nach Ausführung jenes Querschnittes 
q noch v weitere Querschnitte g^, &>•••?»' erforderlich sein; und 
gleichzeitig mag a die Anzahl der einfach zusammenhängenden Flächen- 
stücke vorstellen^ aus welchen das letztgenannte System besteht. * 

Alsdann wird also das System @ im Ganzen durch (v -{' 1) 
Querschnitte in ein System von a Flächenstücken verwandelt, unter 
denen jedes einfach zusammenhängend ist Und andererseits sehen 
wir, dass das System @' bereits durch v Querschnitte in ein System 
von a einfach zusammenhängenden Flächeustücken verwandelt wird. 
Zufolge des Satzes (14.) ist daher 

die Grundzahl von @, und 

v — a + 2 

die Grundzahl von @'; die Grundzahl von @' also um 1 kleiner 
als die von @. Somit ergiebt sich der Satz: 

Erster Satz. — Die GrundzcM eines Flädiensystems wird durch 
15) jeden Querschnitt um 1 erniedrigt; durch ein System von v Querschnit- 
ten also um V erniedrigt. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich anstellen bei den Kück- 
kehrschnitten. Ein Flächensystem @ verwandle sich durch irgend 
welchen JRüclMirschnitt s in @'. Femer sei q ein in dem Systeme 
©' gezogener Querschnitt, und zwar ein Querschnitt, welcher in 
einem Uferpunkte des Rückkehrschnittes s beginnt, und von hier 
aus nach irgend welchem Randpunkte desjenigen Flächenstückes 
hinläuft, in welchem s construirt ist. Endlich mag das durch Aus- 
führung von s und q erhaltene Flächensystem mit % bezeichnet 
werden. 

Das Flächensystem % entsteht alsdann aus @' durch Ausfüh- 



156 SiebenteB Capitel. 

rang des einen Querschnittes q. Zufolge des vorhergehenden Satzes 
ist daher die Grundeaiü von % um 1 Meiner als die von ©'• 

Andererseits ist zu bemerken, dass die Schnitte q und s zu- 
sammengenommen als ein einziger sigmaförmiger Querschnitt ange- 
sehen werden können [vgLpg. 148]; und dass daher % als ein Flächen- 
system angesehen werden kann, welches aus @ nur durch Ausfuh- 
rung eines eineigeth Querschnittes entsteht Zufolge des vorhei^ehen- 
den Satzes wird also die Grundzahl von % um 1 kleiner als die von 
@ sein. 

Fasst man beide Ergebnisse zusammen , so sieht man sofort, 
dass die Grundzahlen von @ und @' einander gleich sind, und ge- 
langt also zu folgendem Satz: 

Zweiter Satz. — Die Grundzahl eines Flächensystems erleidä 
(16.) durch Ausfiihrung eines Rückkehrschnittes keinerlei Aefiderung, und er- 
leidet also auch hei Ausfiihrung von beliebig vielen Rückkehrschnitten 
keine Aenderung. 

Schliesslich noch folgende sehr einfache Bemerkung: Kann ein 
gegebenes Flächensystem durch v Querschnitte in a einfach zusam- 
menhängende Flächenstücke verwandelt werden, so ist nach unserer 
Definition [vgl. den Schluss des Satzes (14.)] 

v — a + 2 

die Grundzahl des Systems. Besteht daher das System, bereits von 

Hause auSy aus a einfach zusammenhängenden Flächenstucken, so 

wird seine Grundzahl gleich 

0-a-f 2 
sein. Also der Satz: 

(17.) Dritter Satz. — Die Grundzahl eines Systems, welches at4s a ein- 

fach zusammenhängenden Flächenstücken besteht j ist stets = (2 — c). 
Setzt man beispielsweise a = 1, denkt man sich also ein System, 

welches nur aus einer einzigen Fläche besteht, so gelangt man zu 

folgendem specielleren Resultat: 
(17 a.) Vierter Satz. — Die Grundzahl einer beliAig gegd>enen einfaA 

zusammenhängenden Fläche ist stets = 1. 

§6. 

Weitere Betraohtungen über ein beliebig gegebenes FläohensystenL 

Es sei @ ein beliebig gegebenes Flächensy^^em (oder auch eine 
beliebig gegebene einzelne Fläche), femer sei N die Grundzahl 
von ©• 
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Führen wir v' beliebige Querschnitte aus, so entsteht ein Flächen- 
system^ dessen Grundzahl gleich N — v' ist. Lassen wir sodann 
zu jenen Querschnitten q' Rückkehrschnitte hinzutreten, so entsteht 
ein Flächensystem, welches ebenso wie das Yorhetgehende die Grund- 
zahl N — v' besitzt. Lassen wir hierauf v" Querschnittte und q" 
Rückkehrschnitte zu den schon vorhandenen Schnitten hinzutreten, 
so entsteht ein Flächensystem, dessen Grundzahl gleich N — v' — v" 
ist, u. s. w. Air dies ist eine unmittelbare Folge der Sätze (15.) 
und (16.). 

Führen wir also in dem gegebenen Systeme @ in irgend wel- 
cher Reihenfolge im Ganzen v Querschnitte und q Rückkehrschnitte 

aus, so wird 

N-v 

die Grundzahl des resultirenden Flächensystems sein. Wir wollen 
nun annehmen, dieses letztere System bestände aus a Flächenstücken, 
Yon welchen jedes einfach zusammenhängend ist. Zufolge des Satzes 
(17.) wird sich in diesem Falle die Grundzahl dieses Systems noch 
in anderer Art, nämlich durch 

2 — a 

ausdrücken lassen. Demnach wird bei der gemachten Annahme 

]S[^v = 2 — a, 
d. i. 

sein. Somit gelangen wir zu folgendem Ausspruch: 

Fünfter Satz. — Kann ein Flächensystem @ oder auch eine einzelne 
Fläche @ durch irgend welche v Querschnitte und durch irgend welche 
«.) Q BUcTckehrsdmiUe in a FläcJienstücke verwandelt werden, von denen 
ein jedes einfach zusammenhängend ist, so wird jederzeit 

V — a + 2 
die Grundzahl von @ sein. 

Dieser Satz ist von einer gewissen praktischen Bedeatang. Denn 
mittelst desselben kann man z. B. die Grundzahl einer bestimmt gegebenen 
Fläche selbst dann, wenn dieselbe sehr complicirter Gestalt ist, ziemlich 
leicht ermitteln. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Beschaffenheit einer völlig 
unbekannten Fläche % näher zu untersuchen, falls die Grundzahl der- 
selben gegeben, und zwar = 1 isi. 

Da die Fläche % selbstverständlich den beiden Anforderungen 
(9.), (10.) entsprechen soll, so ist sie [zufolge (10.)] durch irgend 
welche, ihrer Zahl und Lage nach unbekannie Querschnitte ffi , ^2 ? • • • ?»' 
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in eine einfach eusammenhängende Fläche yerwandelbar. Zufolge des 
Fundamentaltheorems (14.) gilt alsdann für die Grundzahl N der 
Fläche g die Formel 

oder, weil im gegenwärtigen Fall die Anzahl a der durch die Quer- 
schnitte giiyiif'Qv erhaltenen einfach zusammenhängenden Flächen- 
stücke =» 1 ist: 

Diese Formel aber nimmt, weil die Grundzahl N der Fläche % ge- 
geben und zwar == 1 ist, die Gestalt an: 

woraus folgt: 

Jene unbekannte Fläche f$ ist also durch Querschnitte in eine 
einfach zusammenhängende Fläche yerwandelbar. D. h. sie ist schon 
von Harne aus eine einfach zusammenhängende. 

Wir sehen somit, dass jedwede Fläche von der Chfundzahl 1 eine 
einfach zusammenhängende ist. Zufolge (17 a.) gilt aber auch der um- 
gekehrte Satz; sodass wir zu folgendem Resultat gelangen: 

Sechster Satz. — Jede Flüche von der Grundzahl 1 ist eine ein- 
(19.) fach zusammenhängende. Und umgekehrt wird jedwede einfach zusain- 
menhängende FläcJie die Grundzahl 1 besitzen» 

Repräsentirt f$ irgend eine unbekannte Fläche, so wird dieselbe 
[weil die Anforderungen (9.), (10.) stets als erfüllt betrachtet werden 
sollen] zufolge (10.) durch irgend welche ihrer Zahl und Lage nach 
unbekannte Querschnitte q^j q^y . . . q^ in eine einfach zusammen- 
hängende Fläche verwandelt werden können. Alsdann aber hat die 
Grundzahl N der Fläche 5? zufolge des Fundamen taltheorems (14.), 

den Werth: 

N=^v^a + 2, 
d. i. den Werth: 

N=v— 1 -f 2 = v-f 1; 

denn im gegenwärtigen Falle ist die Anzahl a der durch die Quer- 
schnitte qij q%j ' - • qv resultirenden einfach zusammenhängenden 
Flächenstücke = 1. Wir erhalten also: JV« v + 1, oder, was das- 
selbe ist: 

v = N^ 1, 

und gelangen daher zu folgendem Resultat: 

Siebenter Satz. — Eine beliebig gegebene [selbstverständlich aber 
(20 den Anforderungen (9.), (10.) entsprechende] Fläche ist [zufolge (10.)] 
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stets durch irgend welche Querschnitte in eine einfadi eusamnienluingende 
Fläche verwandelbar. Und wenn auch die Lage und Configuration 
der hierzu erforderlichen Quersetmitte in mannigfaltiger Weise variirt 
tcerden Tcann^ so unrd dodi ihre Anzahl stets ein und clieselbe, näm- 
lich stets = (jy — 1) sein, falls N die Grundzahl der gegebenen Fläche 
vorstellt. 

Hieraus folgt sofort^ dass in einer Fläche von der Grundzahl N 
stets (N — 1) dieselbe nicht zerstückelnde Querschnitte ausführbar sind. 
Denkt man sich aber irgend welche {N — 1) die Fläche nicht zer- 
stückelnde Querschnitte ausgeführt^ so wird die Fläche dadurch stets, 
wie jene Querschnitte im Uebrigen auch immer beschaffen sein 
mögen, in eine Fläche von der Grundzahl 1 sich verwandeln; wie 
solches aus einem früheren Satz (15.) unmittelbar folgt Beachtet 
man schliesslich^ dass [nach (19.)J eine Fläche von der Grundzahl 1 
stets eine einfach zusamtnenhängende Fläche ist, so gelangt man also 
zu folgendem Resultat: 

Vollständigere Form des siebenten Satzes. — In einer Fläche 
von der Grundzahl N sind stets (N — 1) dieselbe nicht zerstückelnde 
'21.) Querschnitte ausführbar. Denkt man sich aber (JV— 1) derartige Quer- 
schnitte wirklich comtruirt, so unrd dadurch die Fläche stets, wie 
diese Querschnitte im Uebrigen auch beschaffen sein mögen, in eine ein- 
fach zusammenhängende Fläche übergehen. 

Erste Bemerkimg. — Jede [den Anforderungen (9.), (10.) entspre- 
chende] Fläche ist darch AuBfOhrang irgend welcher Qaerschnitte q^, q^^ 
. . . q^ m eine ein&ch zusammenhängende Fläche verwandelbar. Die An- 
zahl V dieser Qaersohnitte wird aber, zufolge des Satzes (20. *) stets ={N—\) 
sein, falls N die Gmndzahl der gegebenen Fläche vorstellt. Somit ergiebt 
sich: JV »= (v -|~ l)t oder, weil v (seiner Bedeutung nach) eine der Zahlen 
0, 1, 2, 3, . . . repriUentirt: 

N ^ 1, 2, 3, 4, . . . 

D. h.: Die Grundzahl einer den Anforderungen (9.)> (10.) entsprechenden 
FläcJie wird stets dwrch eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, ... dargestellt sein. 

Zweite Bemerkimg. — Darch den eigenthumlichen Gang der von uns 
in diesem Capitel angestellten Betrachtangen sind wir anwillkQrlich zu 
einer Aasdracks weise geführt worden, die von der 12»mann*schen etwas 
abweicht. Doch entsteht in dieser Beziehang völlige Uebereinstimmung, 
wenn wir jedwede Fläche von der Grundzahl N eine N-fach zusammen- 
hängende Fläche nennen; — was übrigens z. B. für den Fall iV=» 1 schon 
dnrch den Satz (19.) geboten ist. 

Es seien a einzelne Flachen fjj, %^, ... %a gegeben respec- 
tive mit den Grundzahlen N^, N^, . . . Na. Zufolge (20.) respective 
(21.) ist alsdann z. B. 5x durch (Nk — 1) Querschnitte in eine ein- 
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fach zusammeiihängeiidc Fläche veiVandelbar. Demnach kann das 

ganne Syatem (5u i5sj ■ ■ ■ t5") diircli 

, . j , (J\',-l)'+(iV'. -!) + •■ - + (^-1), 
d. 1. durch 

(jv, + a; + . . . -I- ^■„) - « 

Querschnitte in et Flächen verwandelt werden, deren jede einfach 
KHsammeu hängend ist. Hieraus aber folgt [Satz(18.)], dass die Grund- 
zahl jenes Systems (5, , g^, . . , g„) den Werth hat: 

(N,-\-N^ + ... + K) — 2a + 2; 
sodass man also zu folgendem llesultat gelangt: 

Achter Satz. — Sind a einzelne Flächen (/egeben rc^KCttve mit 
(22.) Jen Grutidzahlen Ni, N^, . . . N^, so mrd die Grundzahl des aus all' 
diesen Flächen bestdumden Systems dm Werlh besitzen: 

(W, + iV, + ... + i\y-2.+2. 
Ein SpecialfaU dieses Satzes ist der frühere Sats (17.) 

Wir wallen uns jetzt irgend eine Fläche % gegeben denken, 
auf derselben irgend einen Punkt markiren, und das Bereich U dieses 
Punktes mittelst eines unendlich kleinen Rückkehrechnittes von der 
Fläche abtrennen. Das nach Absonderung des Bereiches U von der 
Fläche g noch übrig bleibende Stück mag 5 heissen. Ueberdies 
mögen die Grundzahlen von 5i 5 iiud U reepective mit N, N uod 
n bezeichnet werden. 

Die (:rrundzahl des Systems (^, 11) läset sieb nun in doppelter 
Weise angeben. Einerseits ist dieselbe nämlich [nach (22.)J 

= (JV+«)~4 + 2; 
und andererseits ist sie [zufolge des früheren Satzes (16.)] = A. 
Somit folgt: 

^ N={N+n)~2, 

oder, weil [zufolge (9.) und (17a.)J die Zahl « = 1 ist: 

N=N-\- 1; 
sodass man also zu folgendem »tiatze gelangt: 

Neunter Satz, — Eine Fh'iclie von der Gr%mdsaM N vencatukH 
(23.) sich, durdi Herausnahme eines einzelnen Punktes, in eine FUidte cw 
der Grundzahl (N -\- 1). Dabei ist unter der Herausnahme eines 
Punktes die Herausnahme eines beliebig kleinen den Punkt umgeben- 
den Flachenstücka zu verstehen. « 
Eine einfach zusammenhiingende Fläche bleibt, falls sie ii^nd- 
(24.) einer stetigen Umformung unterworfen wird, fortdaua-nd einfach ^-'i- 
sammenhängend; wie solches aus der Definition der einfach zusamnieu- 
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hängenden Fläche [(2.) p. 146] unmittelbar folgt. Mit andern Worten 
[vgl. (19.)]: Eine Fläche von der Grundzahl 1 wird diese Grundzahl, 
auch bei irgend welcher stetigen Umformung, fortdauernd beibehalten. 
Dieser Satz läset sich leicht erweitern. 

Eine Fläche % von der Grundzahl N ist nämlich stets [vgl. 
(20.), (21.)J durch gewisse {N — 1) Querschnitte j,, q^ . . . qif—i in 
eine einfach gjtsamme^iängenäe Fläche %<^^ verwandelfaar. Unterwirft 
man nun die Fläche % irgend einer stetigen Umformuug, und lässt 
man an dieser Umformung auch die genannten Querschnitte, mithin 
auch die Fläche ^'' participiren, so werden 

5, q„ Qi, . . . gjv-i und g<i' 
irgend welche andere Gestalten 

@, r,, f„ . . . rs-i und ©"' 
annehmen; und zwar wird @''' [zufolge des Satzes (24.)], ebenso wie 
(5">, eine einfach gusammenhängmde Fläche sein. Da nun aber @ . 
mittelst der {N — 1) Querschnitte r^, r^, , . . rn-i in diese einfach 
zusammenhängende Fläche ®''> sich verwandelt, so folgt hieraus 
[mittelst des Satzes (20.)], dass @t selber eine Fläche von der Grund- 
zahl N ist. Also der Satz: 

Zehnter Satsi. — Eine Fläche von der GrundsaJd N wird diese 
ii.) Grundeahl, auch bei irgend welcher stetigen Umformung, fortdauernd 
heibehaiten, Oder mit andern Worten: Die Grundzahl einer Flädie 
erleidet durch stetige Umformung derselben keinerlei Abänderung. 

i^■ 

TTeber die Bandonrven einer Fl&ohe reBpeotiTe eines FläohenBf stema. 

Es sei ® ein beliebig gegebenes Flächenayatem oder auch eine 
beliebig gegebene einzelne Fläche. Wir führen in © einen belie- 
bigen Querschnitt aus. Was die Lage dieses Querschnittes anbe- 
langt, 80 sind Oberhaupt nur drei Fälle denkbar. 

Erster F&ll: Der Querschnitt nimmt sei- 
nen Anfang in irgend einer Randcurve A i 
endigtin irgend eineratufem Randcurve B. Als- 
dann werden sich die beiden genannten Curven 
A und B [vergl. Fig. I] mit den beiden Ufern 
des Qaerachnitts zu einer einzigen Randcurve 
vereinigen. An Stelle der beiden Randcurven 
A und B haben wir also in diesem Falle nach 
Ausführung des Querschnittes nur eine einzige Randcurve. Mit 
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andern Worten : Die Anzahl der Ba&dcurven wird durch den Quer- 
schnitt um 1 vermindert 

Zweiter Fall: Der QuerBcbnitt nimmt seinen Anfang in ii^nd 
einer Rimdcurve A und endigt in irgend einem 
Punkt (hrseJben Curve. Bezeichnen wir [Fig. II] 
die beiden Theile, in welche A durch den An- 
fangs- und Endpunkt des Querschnittes zerlegt ' 
wird, mit A' und A", so wird A' mit dem einen i 
Ufer des Querschnittes zusammengenommen eine I 
einzige in sich zurücklaufende Randcurve bilden, ', . . ^^^p^,. 
und ebenso A" mit dem andern Ufer jenes Schnit- 
tes zu mummen genommen. In diesem Fall wird also die Anzahl der 
vorliuudenen ßaudcurven durch Auaftlhrung des Querschnittes um 1 
vermehr l werden. 

Dritter Fall: Der Querschnitt ist ein sigmaßrmiger. D. h, er 
nimmt seinen Anfang in irgend einer Randcurve A [Fig. III] und 
endigt in irgend einem Punkt seines frDhe- 
ren Laufes. Ein solcher sigmafürmiger Quer- 
schnitt kann als ein Complex von einem ßück- 
kehrschuitt s und von einem Querschnitt i 
angesehen werden. Der letztere wird dann \ 
seinen Anfang in der Eandcurve A, und 
sein Ende in dem einen Ufer des Schnittes s 
haben. 

Wir wollen uns nach einander zuerst s und 
sodann q ausgeführt denken. Durch den Rückkehrschnitt s wird 
die Anzahl der vorhandenen Randcurven offenbar um 2 vtmuhi; 
denn das etne Ufer von s bildet fQr sich allein eine vollständige in 
sich zurQcklaufende Randcurve; und Gleiches gilt auch von dem 
andern Ufer. 

Lassen wir nun gegenwärtig den Querschnitt q sich anscbliessen, 
so wird dieser, ebenso wie der im ersten Fall behandelte, zwei ver- 
schiedene Randcurven mit einander verbinden, folglich eine Vermin- 
dfTimg der Sandcurven-Aneahl um 1 verursachen. 

Durch beide Schnitte s und q zusammengenommen tritt also 
eine Vermehrung der Randcurven am 1 ein. D. h. jene Anzahl wird 
durch den hier im dritteu Falle betrachteten Querschnitt um 1 ver- 
mehrt. 

Alle drei Fälle Eosammengefasiit, gelangen wir daher zu folgen- 
dem Resultat: 
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Fig. HL 
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Erster Satz. — Die AnzaM der hei irgend einem Flächensystem 

(1.) oder hei irgend einer einzelnen Fläche vorhandenen Bandcurven wird 

durch jeden Querschnitt entweder um 1 vermehrt^ oder um 1 vermindert 

BemerlLniig. — Die Figur III zeigt in deutlicher Weise, dass ein sigma- 
förmiger Querschnitt stets zwei üferlinien besitzt, nämlich erstens eine 
innere^ geschlossene^ und andererseits ein« äiASsere, ungeschlossene üferlinie. 
Die beiden Endpunkte der letztem liegen einander unendlich nahe und 
befinden sich z. B. in jener Figur III beide auf der Curve Ä, 

Eine beliebig gegebene Fläche % von der Grundzahl N kann 
[nach (20.) pg. 158] durch {N — 1) Querschnitte in eine Fläche 
g(i) verwandelt werden, welche einfach zusammenhängt, deren Rand- 
curven- Anzahl also [nach (8.) pg. 151] nothwendiger Weise = 1 ist. 

Bezeichnet man nun die ursprüngliche Randcurven-Anzahl der 
Fläche 5 Dii^ ^> so wird diese Zahl B [vergl. (1.)] durch jeden der 
. in Rede stehenden {N— 1) Querschnitte um e vermehrt, wo « = + 1 
ist. Bezeichnet man also die jenen {N — 1) Querschnitten entspre- 
chenden Vermehrungen der Reihe nach mit «i, fg, . . . fjv-i, so muss 

ü + ^1 + ^2 + • • • + ^s-i 
gleich der Randcurven-Anzahl von ^^^\ d. i. gleich 1 sein. Somit 

ergiebt sich die Formel: 

ü + «1 + *2 + • • • + ^N-l = 1. 

Ist unter den Grössen £,, Cg, . . . en—i die Anzahl derjenigen, welche 
den Werth + 1 haben, gleich i;, mithin die Anzahl derer, welche 
den Werth — 1 besitzen, gleich {N — 1 — v), so verwandelt sich 
die eben aufgestellte Gleichung in 

R + v — iN-^ l-v) = \, 

d. i. in R = {N—2v). 

Zufolge seiner Bedeutung ist v irgend eine Zahl aus der Reihe 

0, 1, 2, ..., (N-\)y 
mithin 2v eine Zahl aus der Reihe 

0, 2, 4, ..., (2j!V^— 2). 
Aus der soeben erhaltenen Gleichung 

R=^{N-'2v) 
ergiebt 9ich daher, dass U eine Zahl sein muss, welche zur Reihe 

N, (N-2),(N-4), ...,(2-N) 

gehört. Seiner Bedeutung zufolge kann natürlich R niemals nega- 
tiv sein; jedenfalls aber haben wir folgenden Satz: 

Zweiter Satz. — Bezeichnet man für irgend eine Fläche die Grund- 
zahl und die Randcurven-Anzahl respective mit N und R, so wird 
JB, falls N gegeben ist, stets einen der Werthe haben: 
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(2.) It=N, (N- 2), {N — 4), (N ~ 6), etc. etc. 

Und umgekehrt wird also, falls R gegd>en sein sollte, die ZaM N stdi 
einen der Werthe 
(3.) N=li,(R-\- 2), (R + 4), (R + 6), etc. etc. 

besitee». 

Diesem Satze schliesst sieb, was den Fall der geschlossenen Flächen 
betrifft, sofort folgende speciellere Bemerkung an: 

Dritter Satz. — Versteht man unter ^ irgend eine geschlossene 
Fläche, mithin [vgl. (5.) pg. 150] unter ^ die eugäwrige panklirtt 
Fläche, so }>esitzt% nnr eine einzige Randeurve. Folglieh wird [nach 
(3,)] die Grundzahl N dieser Fläche j einen der Werthe 
(4.) N=\,%, 5, 7, 9, etc. etc. 

besitzen, und hieraus folgt weiter [Satz (20.), (21.) pg. 158], dasA 
die Anzahl derjenigen QuerscJmitte, welche zur Umwandlung der Fläche' 
5 in eine einfach easammenhängcnde erforderlich sind, durch eine 
der Zahlen: 
(ö.) 0, 2, 4, 6, 8, etc. etc. 

dargestellt sein wird. ' 

Den gegenwärtigen Betrachtungen schliessen sich einige wei- 
tere Sätze an, die hier nur deawillea aufgeführt werden sollen, weil 
sie bequeme Stützpunkte abgeben werden für unsere späteren Unter- 
suchungen. So z. B. ergiebt sich folgender 

Vierter Satz. — Ist die Randcurven-Anzahl einer Fläche % gleist 

sioei, so kann dieselbe durch irgend welchen von der einen zur andern 

(6.) Eandcurve laufenden Querschnitt niemtüs zerstückelt uxrden. Und zwar 

vnrd die so entstehende neue, in sich zusammenJiängende FläeAe nur 

»och eine einzige Randcurve besitzen. 

In der That schmelzen nämlich die beiden ursprünglichen Band- 
curven durch jenen Querschnitt zu einer einzigen zusammen [vgl. den 
ersten Fall p. 161]. Das Vorhandensein nur einer einzigen Kand- 
curve ist aber ein sicheres Anzeichen dafür, dass die Fläche darch 
jenen Querschnitt nicht in getrennte Stücke zerfallen ist. Q. e. d. 

Um nun weiter zu gehen : Jede einem Flächensystem zugehörige 
gcmze Zahl, wie z. B, seine Grundzahl, seine SandcutvenrAnzahl, seine 
Fläehenindividuen-Anzahl (d. i. die Anzahl der zum System gehörigen 
einzelnen Flächen), kann bei einer stetigen Deformation des Systems 
sich immer nur in stetiger Weise ändern, und muss also, weil ganze 
Zählen einer stetigen Aenderung unfähig sind, während jener De- 
formation constant bleiben. Entsteht also z. B. aus einer gegebenen 
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Fläche ^ durch irgend welchen Qaerschnitt ein Flachensystem von 
der Individuen- Anzahl a, so wird diese Anzahl, falls man den Quer- 
schnitt irgend welcher stetig fortschreitenden Deformation unterwirft, 
canstanty «» a bleiben. Hieraus ergiebt sich für den speciellen Fall : 
a =s 1 folgender Satz: 

Fünfter Satz. — Denkt man sich in einer gegebenen Fläche § 

irgend einen dieselbe nicht gerstückelnden Querschnitt ausgeführt ^ so 

{1\ wird eine Zerstückelung auch dann nicht eintreten können, wenn man 

nachträglich jenen Querschnitt irgend welcher stetig fortschreitenden 

Deformation unterwirft. 

Der Anfangspunkt des in Rede stehenden Querschnittes liegt 
stets auf einer Randcurve der Fläche ^\ und durch eine stetige De- 
formation des Querschnitts wird man offenbar diesen Anfangspunkt 
längs jener Curve beliebig verschieben, also denselben nach einer 
belobig vorgeschriebenen Stelle jener Curve hintransportiren ](önnen. 
Analoges gilt vom Endpufüct des Querschnittes. 

Sind insbesondere der Anfangspunkt und der Endpunkt des 
Querschnitts beide auf ein und derselben Randcurve S der Fläche % 
gelegen, so wird man den Querschnitt durch eine stetige Deformation 
z. B. auch in einen sigma- 

förmigen Querschnitt zu ver- CurvejL — ■ -r^^ s^ — r- 

wandeln im Staude sein. Re- 
präsentirt z. B. in beistehen- 
der Figur der obere Bogen 
ein Bruchstück der Randcurve 
S, und aßyd den in Rede 
stehenden Querschnitt, so 
wird man, durch eine stetige 
Deformation des Querschnitts, seinen Endpunkt d über d\ 8" nach 
a, und hierauf weiter nach d"' und d"" verschieben, und in solcher 
Weise den Querschnitt selber successive in die Gestalten: 

aßyd'j aßyö", ccßya, aßyd"\ aßyd"" 
versetzen können. Von diesen Gestalten sind aber die beiden letzten 
sigmaförmige. Und umgekehrt wird man den in Rede stehenden 
Querschnitt, falls er etwa zu Anfang die sigmaförmige Gestalt aßyd"" 
haben sollte, durch stetige Deformation in die gewöhnliche Gestalt 
aßyd zu versetzen im Stande sein. — Man gelangt daher auf Grund 
des Satzes (7.), und indem man (der Einfachheit willen) die betrach- 
tete Fläche ^ noch gewissen specielleren Voraussetzungen unter- 
wirft, zu folgendem Resultat: 
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Sechster Satz. — Es sei % ^ne Fläche mit nur einer Band- 
(8.) curve. Ueberdies sei die Fläche § keine einfach msammenhängendej 
mithin ihre Grundzahl verschieden von 1 ; sodass also nothwendiger Weise 
irgend ein die Fläche nicht zerstückelnder Querschnitt construirbar ist. 
Alsdann kann man durch stetige Deformation diesen Querschnitty falls 
er ein gewöhnlicher sein sollte, in einen sigmaförmigen, und um- 
gekehrt, falls er ein sigmaförmiger sein sollte, in einen gewöhn- 
lichen verwandeln, — ohne dass dabei eine Zerstückelung der Fläche 
^ zu befürchten stünde. 

Um die Hauptsache hervorzuheben: Entspricht die Fläche ^ rfen 
genannten Bedingungen, so kann man stets einen die Fläche nicht zer- 
stückelnden Querschnitt ausführen^ und dabei diesem Querschnitt >- ganz 
nach Belieben — die gewöhnliche oder auch die sigmaförmige Ge- 
stalt verleihen. Auch kann man im erstem Fall, wenn a unJd S zwei 
am Bafj^de von % willkürlich vorgeschriebene Punkte bezeichnen, dafitr 
sorgen, dass der Anfangs- und Endpunkt des Querschnitts reqoectivc 
mit a und ä coincidiren. Desgleichen kann man im letztern Fall 
dafür sorgen, dass der Anfangspunkt des Qtiersclinitts die vorgeschrie- 
bene Lage a erhält 

Dabei sind schliesslich ^ auf Grund der früher pg. 162 ange- 
stellten Betrachtungen^ noch folgende Bemerkungen zuzufügen: 

Siebenter Satz. — Hält man fest an den im vorhergehenden Satze 
über die Fläche % gemachten Voraussetzungen — ihre Randcurve mag 
(9.) S heissen — , und denkt man sich irgend einen die Fläche fj nicht 
zerstückelnden Querschnitt q ausgeführt^ so wird die so entstehende neue 
Fläche stets zwei Bandcurven S^ und S^ haben, wobei zwei Fäüe zu 
unterscheiden sind. 

m 

Ist nämlich q ein gewöhnlicher Querschnitt, so bestdU S^ aus 
dem einen Ufer von q und einem TheiU von S, andererseits S^ aus 
dem andern Ufer von q, und dem noch übrigen TheiU von S. 

Ist hingegen q ein sigmaförmiger Querschnitt, so ist S^ darge- 
stellt durch das innere Ufer von q [vgl. die Bemerkung p. 163J, 
andererseits aber S^ zusammengesetzt aus dem äussern Ufer von q utid 
aus der Curve S. 

Die hier betrachtete Fläche f^ sollte [nach (8.)] nur eine Rand- 
curve haben. Folglich ist ihre Grundzahl [vgl. (3.)] eine der Zahlen 
1, 3, 5, 7, 9 etc. Andererseits aber sollte fj [nach (8.)] eine von 
1 verschiedene Grundzahl besitzen. Also ist dieselbe nothwendiger 
Weise dargestellt durch eine der Zahlen: 

3, 5, 7, 9, etc. etc. 
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Bezeichnet man also fär den Augenblick jede Fläche von der Grund- 
zahl JV^ und der Randcurren- Anzahl R mit 

SO hat man die betrachtete Fläche % mit ^^(^iH-i) zu benennen. Diese 
verwandelt sich durch Ausführung des in (9.) genannten Querschnitts 
in eine Fläche %2^^^\ Diese letztere aber verwandelt sich alsdann 
mittelst eines neuen Querschnitts (6.) in eine Fläche ^$1^^^^^^? sodann 
diese mittelst eines abermaligen Querschnitts (9.) in eine Fläche 
^fj^*^*^; — sodass man also der Reihe nach erhält: 

g^(2p+i), g,(2p), gi<*^^), S,^*'^*>, %t^'^\ etc. etc., 

wo die untern Indices alternirend 1 und 2 sind. Setzt man diese 
Operationen hinreichend weit fort, so erhält man schliesslich offen- 
bar eine Fläche 

d. h. eine Fläche von der Grundzahl 1 und mit nur einer Bandcurve. 

Bemerkung. — In den früheren Paragraphen haben wir uns absieht- 
lieh anf ansere geometrische Anschaiyig nnr bei Elementarflächen oder 
(was auf dasselbe hinauskommt) bei den einÜEbch zusammenhängenden Flä- 
chen verlassen. 

Im gegenwärtigen Paragraph hingegen haben wir der geometrischen 
Anschauung auch Vertrauen geschenkt bei ganz beliebig gegebenen Flächen; 
und das dürfte weniger sicher sein. Und in der That giebt es Flächen, 
für welche die Betrachtungen dieses Paragraphs unrichtig sind. 

Man denke sich z. B. aus Papier ein langgestrecktes Rechteck aaßh 
verfertigt: 

b ß 

m fi 



und gebe diesem Papierstreifen um seine Mittellinie m^t ein Torsion von 
180^; sodass die beiden kurzen Seiten ab und aß wieder parallel werden, 
aber einander entgegengesetzte Richtungen erhalten. 

Solches ausgeführt gedacht, ist alsdann ab gleichgerichtet mit ßa 
(nicht mit aß). Diese gleichgerichteten Linien ab und ßa nähere man 
jetzt einander, ohne dabei ihre Richtungen zu ändern, was mittelst einer 
geeigneten Biegung des Papierstreifens leicht zu bewerkstelligen ist; und 
hefte sie schliesslich aneinander, also a an ß, und b an a. 

Die in solcher Weise entstehende (ringförmig in sich zurücklaufende) 
Fläche, welche zuerst von Möbiue untersucht wurde, hat, wie leicht zu 
übersehen, die GrundzaJü 2 und die Randcurven- AnzaM 1. Sie widerspricht 
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daher den Satten (S.), (S.) ond zeigt, da« denaelben keine imtiiiiBchräukt« 
ßflltigkeit zDkommt. 

Die Äbleitnog dieser S&Ue mnu daher mit irgend welchem Fehler 
behaftet lein. Und ein Bolcber Fehler seigt sich in der That in den Be- 
tmchtongen des iweiten Falle« pg. 162. Denn jene MObioa'sche Flftcb« 
z. B. besitzt nur eine Eandcarre, verwandelt ücb aber durch einen geeig- 
neten Qaertchnitt in die Fläche eines Rechtecks, also in eine Fl&cbe, die 
ebenfalls nar eine Randcnrve hat; woraus hervorgeht, dass die dortigeo 
Betrachtungen unter Umständen wtriehtig sind. U. s. w. 

Eine charakteristische Eigeascbaft der soeben besprochenen MSbiiu- 
sehen FIKche besteht darin, dass man bei ihr nicht mehr von tuiei vertMedt- 
Mtn Seiten sprechen hana. Denn wollte man z. B. bei irgend einem Fl&cben- 
element derselben eine bestimmte Seite schwarz anstreichen, nnd mit die- 
sem Anstrich der Continuit&t eotsprechend von Element zu Element fort- 
gehen, so würde schliesslich die ganze Fläche, nnd zwar jedes Flächen- 
tJement auf beiden Seiten schwarz angestrichen sein. 

Demgemäss kann man alle überhaupt denkbaren Flächen in twei 
Kategorien bringen, nämlich erstens in die Kategorie derjenigen Flächen, 
bei denen xwei vertchiedene Seiten fOr die ganze Fläche in bestimmter 
Weise nnd ohne Terletiang der Continuität Bieh festsetzen lassen, und 
zweitens in die Kategorie derjenigen Flächen, bei denen (wie i. B. bei der 
HfibioB'schen Fläche) solches nicht mOglich ist Man kann etwa die erateni 
als bilaltrale, die letttem als unilaterale Flächen bezeichnen. 

Eine genauere Ueberlegung teigt nun, daia die SälM de$ gegemnär- 
tigen ParagrafAs durchweg anwendbar sind auf bilaterale Flädien. und 
da wir im Folgenden stets nur mit bilateralen Flächen in thun haben Ver- 
den, so werden wir dabei von diesen Sätien, ohne irgend welche Sestriction, 
fft&raiich mache» dürfen. 



XSebei die Gnmdzahl einer Biesuum'sohen Kngelfl&olie. 

Es sei 91 eine beliebig gegebene Riemann'ache Eugelääche, und 
n die ÄDzahl der in ihr über einander geleerten Blätter. In dieser 
I<'läche mögen im Ganzen n WinduDgapuukte vorbanden sein, von 
ivülcheu der erste mj-blättrig, der zweite m^-blättrig u. a. w., endlich 
der letzte n>n-blättrig ist*). Ferner sei 9t die zugehörige punkÜrte 
Fläche [vgl. (5.) pg. 150]. Es soll die Grundzahl N dieser Fläche 91 
ermiitelt werden. 

Wir haben früher [vgl. (25.) pg. 161] gesehen, dass die Grund- 
zahl einer Fläche durch irgend welche stetige Umformung der Fläcbf 
keinerlei Aenderung erfährt. Hiervon machen wir Gebraach, um 



*} Ein WindnngepuDkt iit in-bl&ttrig, wenn in ihm 
mit einander zneammenhängen ; also dann, wenn er von 

nnng ist. 



n Blätter der Fläche 
der {m — l)»"> Ord- 
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uns die gestellte Aufgabe zu erleichtem. Wir denken uns nämlich 
durch stetige Umformung die auf 9i vorfiandenen n Windungspunkte 
der Art verschoben, dass nirgends zwei solche Punkte gerade über 

• 

einander liegen^ und gehen nunmehr erst an die Berechnung von JV^ 

Wir führen auf der Eugelfiäche 91 zwei kreisförmige und % 

geradlinige, im Ganzen also {n + 2) Schnitte aus, von welchen jeder ^ 

seinem ganzen Laufe nach, alle n Blätter der Fläche durchdringt 

• 

Durch die beiden Ereisschnitte soll die gegebene Eugelfiäche 91 in 
drei Theile zerlegt werden, in zwei äussere calottenförmige, und in 
einen mittleren gürtelförmigen Theil. Die beiden ersteren mögen 
S und S', der letztere ® genannt werden; und 
die beiden Ereisschnitte mögen der Art ausge- 
führt gedacht werden, dass sämmtliche % Win- 
dungspunkte innerhalb ® liegen, dass mithin ^ 
und G' von Windungspunkten völlig frei sind. 

Die % geradlinigen Schnitte mögen dazu 
dienen, um den Gürtel @ in it Theile zu zer- 
legen, von welchen jeder immer nur je einen Win- 
dungspunkt in sich enthält; und jeder von diesen geradlinigen (oder 
genauer ausgedrückt bogenförmigen) Schnitten mag seinen Anfang 
in dem einen, und sein Ende in dem andern Ereisschnitt haben. 
Die Ä Theile, in welche @ auf diese Weise zerlegt wird, mögen mit 
®i; ®2> • • • ®Ä l)ezeichnet werden, und zwar in solcher Weisse, 
dass ®| den m^- blättrigen, ®2 ^^^ mg- blättrigen, u. s. w., endlich 
®„ den m,r-blättrigen Windungspunkt in sich enthält. 

Die Calotte S besteht aus n von einander getrennten einblätt- 
rigen Flächenstücken, von welchen jedes durch stetige Umformung 
in eine Elementarfläche verwandelt werden kann^ von welchen also 
jedes einfach zusammenhängend ist. Gleiches gilt von der Calotte (S^ 
. Was ferner die n Theile anbelangt, in welche wir den Gürtel 
® zerlegt haben, so besteht jeder derselben aus einer Windungs- 
fläehe und aus einer gewissen Anzahl einblättriger Flächenstücke. 
So besteht z. B. ®x aus einer nix-blättrigen Windungsfläche und 
aus (n — mx) einblättrigen Flächenstücken, im Ganzen also aus 
(w — Wx + 1) Flächenstücken; jedes von diesen Flächenstücken kann 
durch stetige Umformung in eine Elementarfläche verwandelt wer- 
den, ist also einfach zusammenhängend [vgl. (2 a.) pg. 147]. 

Durdi unsere {% + 2) Schnitte wird demnach die Fläche Ül im 
Ganzen in 

2n + (n — tili + 1) + (n — Wj + 1) -f . . . -f (n — iWä -f 1), 
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d. i. in 
(1.) (;, + 2)»-^,+»., + . .. + ».)+« 

eimelne FUichenstiicke Herfallen, von teelchen jedes einfach t 
hängend ist 

Wir müssen nun ferner untersuchen, wie viel Quer- und ütki- 
kekrsdmitte durch unsere (« + 2) Schnitte dargestellt werden. Die 
beiden kreisfurmigen Schnitte bilden, weil sie alle n Blatter durch- 
ilringenj im tianzen 2n in sich zurücklaufende Schnitte. Von diesen 
ist einer als ein Qtterschnitt anzusehen, nämlich als ein Querschnitt, 
dessen Anfang und Ende am Rande der in ^ vorhandenen kleinen 
Oeffnung sich befinden. Die Übrigen (2rt — 1) hingegen sind als 
Rückkehrschniüe aufzufassen. Was ferner die a geradlinigen Schnitte 
anbelangt, so i^l jeder derselben als ein Aggregat von n Querschnitten 
anzusehen. /,'.•. /a:rden also durch unsere (jt + 2) Sdinitte im Gänsen 
(2.) (nx + 1) (^„.,--diniite und (2n — 1) RüMehrschnim der Fläche S 
dargestellt sein. 

Zerfallt nun aber eine gegebene Fläche durch v Querschnitte 
und irgend welche Rfick kehr schnitte in a einfach zusammenhängende 
Stücke, ao ist [Satz (18.) pg. 157] die Grundzahl der Fläche 
= (v — a -\- 2). In uDserm Falle ist nach (1.) und (2.): 
a ={« + 2) n — (»»( + »tj + ... + tw«) + B, 

C = MH+ 1. 

Demnach ergiebt sich für die Grundzahl N unserer Fläche Ä fol- 
gender Werth: 
^3.) iV = 3 - 2» + (m, + w, + . . . + m,) - Ä. 

Die n auf 3i vorhandenen Windungspunkte sind der Keihe nach 
von der (»», - l)*"", von der {m^ — l)**", u. s. w., endlich von der 
()«s — l)'*" Ordnung. Wir bezeichnen die Summe all dieser Ord- 
tiiingszahlen mit w, also: 

w = (m. - 1) + (m, - 1) + . . . + («« - 1), 
d.i.: 

w = (m, + i«j + . . . + m„) — «. 

Uierdurcli verwandelt sich der für N erhaltene Werth (3.) in; 
(4.) ^■=3-2n + wi 

sodass wir alsu zu folgendem Satz gelangen: 

Theorem. — Besilzen die auf einer n-blättrigen Riemann' sehen 
Kuijelllächt; 9t vorhandenen Windungspunkte Ordnungszahlen, deren 
Summe = w ist, so tcird die Grundzahl der Fläche SR, oder welmcAr 
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die Grundzahl N der zugehörigen punktirten Flächet denWerth haben: 

^c« w — 2w + 3. 

Demgemäss sind [Satz (21.) pg. 159] in der Fläche 91 

(w — 2n + 2) Querschnitte 

ausführbar y durch welche 8^ nicht zerstückelt wird. Auch unrd die 
Fläche SR [zufolge des citirten Satzes] durch derartige (w — 2w+2) 
Querseimitte nothwendiger Weise in eine einfach zusammenhängende 
Fläche übergehen. 

Uebrigens ist die Grundzahl N [nach Satz (4.) pg. 164] stets 
ungerade, also nach (5.) die Zahl w stets gerade, mithin die in (6.) 
erwähnte Querschnittanzahl: • 

w — 2w + 2 

ebenfalls stets gerade. Bezeichnet man dementsprechend diese letz- 
tere Zahl mit 2p, so erhält man die Formel: 

2|) = w — 2n + 2, 

und gelangt also zu folgendem 

Zusatz. — Versteht man unter 9t eine beliebig gegebene Riemann'sche 
Kugdfläche 9t, femer unter 8^ die zugeJwrige punktirte Fläche, so wird 
diese Fläche 9t stets durch eine gewisse gerade Anzahl von Quer- 
schnitten in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelbar 
sein. Und zwar wird diese gerade Anzahl — sie mag 2p heissen — 
nothwendiger Weise den Werth haben: 

(7.) 2i) = w - 2n + 2, 

wo w, ebenso wie im vorhergehenden Theorem, die Summe der Ord- 
nungszMen der einzelnen Windungspunkte der Fläche 9t repräsentirt. 
Dieser Satz (7.) ist von Riemann selber auf grossem Umwege 
(durch Ausführung einer gewissen conformen Abbildung) bewiesen 
worden [vgl. Riemann's Ges. Werke pg. 107, die drittletzte Formel 
des dortigen Artikels 7]. Der hier eingeschlagene äusserst einfache 
Weg ist von mir bereits 1865 in der ersten Auflage dieses Werkes 
angegeben worden. [Vgl. daselbst pg. 312.] 

Beispiel. — Versteht man nnter f eine der beiden Functionen: 



(«.) 



yh — Ci) (z—c^) ... (z — Cg^^i), 



f ^y{z — C^) {Z - C^) . . . {Z — Cjy_i) (Z — Cj^), 

wo die c's Constanten sein sollen, so dient [vgl. pg. 83. 84] znr eindeutigen 
Ausbreitung der Function f eine ni;eiblättrige Riemann'sche Eugelfläche SR 
mit 2«r Windnngspnnkt^n, yon denen jeder erster Ordnung ist. Demgemäss 
haben die Zahlen n und w für diese Fläche 9% die Werthe: 



Beteicbnet man also die der Flache 91 EngehOrig« punktirt« Fläche mit Jl 
und die OruDduhl vod Jt mit N, bo ist nach (G.): 

j^= a» — 4 + 8 — aV — 1. 

Zveites Beispiel. — Ist inabesondere * ^ 1 , handelt es lich alw nm 
diejenige Fläche Si, anf welcher eine der beiden Fanctionen 

ihre eindeutige Anabreitnag findet, bo folgt aui (^.): 

Die der Fläche 3t ingehOiige pwtktirie FUche 9t hat mithin die Grund 
lahl; Nt—l, und ist also [Satz (19.) pg. 156] eine einfaA i 
hängende Fläche. 



TTeber die positiTe tTmlanfang einer g;egebeiieii FUohe. 

Construirt man in der HorizoDtalebene die schon anf pg. 3 
bcaprocbene ringförmige Fläche 3(, und zieht man in derselben 
lüngs irgend eines Radius einen vom innern zum äussern Rande 
laufenden Querschnitt q, so wird sich die Fläche 8 durch Aus^- 
rung dieses Querschnitts q in eine neue Fläche 
"il,/ verwandeln, welche nur eine einzige Rand- 

curve besitzt. Diese Randcurve besteht theils -^^y-^, 

aus den ursprünglichen Kreisrundem der Fläche I ff y ' 

%, theils aus den beiden Uferlinien des Quer- 
.schnitts q. 

Will man nun die neue Fläche ?tj jwst'Nw 
umlaufen, so hat man offenbar fortzuschreiten 
in der Richtung der in nebenstehender Figur gezeichneten Pfeile. 
also z. B. jene beiden Uferlinien des Schnittes $ in entgegengeseUlm 
Richtungen zu durchwandern. In der That hat man, falls der 
Schnitt q als ein Fluss oder Strom angesehen wird, bei einer sol- 
chen positiven Umlaufui^ von S, das Unke Ufer dieses Stromes q 
f^tromabtffärts*), hingegen sein rechtes Ufer stromaufwärts zu durch- 
wandern. 

Atan bemerkt leicht, dass dieser Satz ganz allgemein gilt fQr 




*) In der vorstehenden Fignr ist die linke üferlinie des Stromes q darcb 
innen itärkeren, die rechte dnrch einen schwächeren Strich angegeben. Glei- 
cbce vird bei Figuren solcher Art in Zokunft tneiitenAeilt geschehen. 
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hdidnge Flächen uod beliebige Schnitte (nicht blos für Querschnitte), 
und gelangt so zu folgendem Ausspruch: 

Erster Satz. — Es Sßi % eine beliebig gegebene Fläche^ deren 
obere Seite in bestimmter Weise festgesetzt ist. Denkt man sich nun 
in dieser Flädie fj irgend welche Schnitte oder Ströme a, b, c^ . . . s 
construirty und die so entstehende neue FläcJie mit 

(8.) Oa6c...« 

bezeichnet^ so wird man bei einer positiven Umlaufung dieser Fläche 
%abe. ..» die linken üferlinien der Ströme a^bjC, . . .s stromabwärts, 
die rechten stromaufwärts zu durchwandern haben. 

Im Folgenden werden wir das Wort Schnitt sehr häufig durch 
Strom oder auch durch Curve respectiye Linie ersetzeU) nämlioh diese ver- 
schiedenen Ausdrucks weisen ganz promiscue anwenden, je nach der augen- 
blicklichen Bequemlichkeit. Sq z. B. Empfiehlt sich das Wort Strom ganz 
besonders dann^ wenn der betrachtete Schnitt eine heatimmt festgesetzte 
Richtung besitzen soll. Und da Riemann selber von den Ufern eines 
Schnittes spricht, so sehe ich in der That (trotz erhobenen Widerspruchs) 
nicht ein, warum man nicht, in demselben Bilde 'bleibend, den Schnitt 
selber als Strom bezeichnen sollte. Dienen doch die alsdann ganz von 
selber sich ergebenden Ausdrücke stroin<ibwärt8 und gtromauftcärts wesent- 
lich zur Abkürzung! 

Ist eine beliebig gegebene geschlossene Fläche % (z. B. eine 
mehrblättrige Riemann'sche Eugelfläche) durch irgend welche Schnitte 
oder Ströme a, b, Cy , . . s in eiie einfach zusammenhängende Fläche 

verwandelt, so wird der Rand dieser letztem Fläche durch die Ufer- 
linien jener Strome ayhyC,...s dargestellt sein. Die in Rede ste- 
hende Fläche (9.) kann aber, weil sie einfach zusammenhängend sein 
soll, im Ganzen nur eine einzige Randcurve besitzen [Satz (8.) pg. 151]. 
Folglich werden die üferlinien all' jener Strome a, 6, c, . . . s zu- 
sammengenommen eine einzige in sich zurücklaufende Curve aus- 
machen. Wir erhalten somit folgenden Satz: 

Zweiter Satz. — Es sei % eine geschlossene Fläche mit be- 
stimmt festgesetzter oberer Seite. Denkt man sich diese Fläche % durch 
irgend welche Schnitte oder Ströme a, b, c, , , . s in eine einfach zu- 
sammenhängende Fläche 

(10.) ^abcTT.t 

verwandelt, so bilden die Uferlinien all' jener Ströme zusammengenommen 
eine einzige in sich zurücklaufende Curve 
(11.) Diese Curve unrd man, bei einer positiven oder negativen Um- 

laufung der Fläche (10.)^ ihrer ganzen Länge nach einmal zu durch- 
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wandern haben. Und soll in^iesondere die Umlaufung der FUidie (10.) 
eine positive sein, so wird man dabei [wie aus (8.) folgt] die linken 
Uferlinien der einzelnen Ströme a, h, c, . . . s stromabwärts, die 
rechten stromaufwärts eu durchschreiten haben. 

Erläntenmg dsroh ein Beüpiel. — Eb esi $ eine RingfläAe d. i. eine 
rinf-farmi^e BotatioDsfiäche mit kreiafSrmiger Meridioncurre [vgL die Buid- 
Dote pg. 98]. Wir ziehen io dieser Flilche ^, deren Ausscneeite als obere Seile 
fustgcsetzt sein mag, zwei io sich znrücklauftiide Schnitte, den ebeo a längs 
eines Heridiankreiseo, den andern b längs eines Parallelkreises, nud beceicb- 
nen die durch Aneführang dieser beiden Schnitte entstehende ntue Fläche mit 



DiesB Flüche findet sich ia Figur I dargestellt, wobei allerdings der Ranm- 
erspnrniss wegen nur ein Bruchstädi der Fläche angedentet ist. Dabei 
sind, wie in der Figur durch Pfeile markirt ist, die Schnitte a, b alt 
Strihiie von beitimmten Sichlungen gedacht, nnd die Unken Uferlinien die- 
ser Ströme mit slarken, die rechten mit schwachen Strichen angegeben 
UeberdieB sind die vier Punkte, in denen die vier Uferlinien z 
Blossen, mit a, ß, y, 3 bezeichnet. 

Man übersieht nnn leicht, dasa die Flüche J„^ eine einfath £i 
hängende ist. Denn man kann dieselbe ans ihrer ursprilnglicfaen Gestalt 1. 
leicht, mittelst stetiger Umformnng, n&mlich mittelst gewisser Biegungen 
und Dehnangen reepective ZuBammenniehungen , inerst in die Gestalt II., 
and sodann weitet in die Gestalt HI. versetzen: 






Mit andern Worten: Hau kann die Fläche ^^^ durch stetige UmformiiDg 
in eine Elementarfläche verwandeln. Folglich ist [vgl. die Definition pg. UE] 
5j,ft eine einfach zusammenhängende Fläche. Q. e. d. 

Durch diese einfach znaammenhängeude Fläche ^^^ werden nan die 
allgemeinen Sätze (10.), (11.) in anschaulicher Weise bes^tigt, Nameot- 
lich ersieht man z. B. aus den Figaten II. nnd III. [in denen die Buch- 
staben a, b, a, ß, y, 8 genau in derselben Weise wie in der ursprflng- 
liehen Fi^r I. beibehalten sind], dass in der Tbat die vier Uferlinien der 
Ströme a, b zusammengenommen eine einsige in sich atrücklaufende Curre 
bilden, und dass man bei einer positiven Umlaufnng der Fläche 3,,^ die 
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(2.) 



(3.) 



linken üferlinien jener Ströme stramahtoärtSj die rechten stromaufwärts zn 
durchwandern hat. 

Bemerkung. — Die der von Hause aus gegebenen geschlossenen Ring- 
fläche 3 zugehörige puf^irte Fläche mag ^ heissen, und zwar mag die 
kleine punktförmige Oeffnung dieser Fläche % an der Stelle a|3yd gedacht 
werden. Alsdann können die Schnitte a und b als zwei aufeinander folgende 
Quei'schnüie der Fläche ^ angesehen werden. Denn jeder derselben hat 
alsdann seinen Anfang und sein Ende in einem Randpunkte jener kleinen 
Oeffnung. 

Durch die beiden Querschnitte a, b verwandelt sich aber ^ in die 
einfach zusammenhängende Fläche %^f^. Bezeichnet man also die Grund- 
zahl der Fläche ^ mit iV', so muss [nach Satz (20.) pg. 158] die Differenz 
(^ _ 1) « 2 sein. Somit folgt: iV = 3. 

§ 10. 

Ueber die Verwandlung einer Biemann'sohen Kugelfläehe in eine 
einfach susammenhSngende Flfiohe. Erstes BeispieL 

Es seien g^, \, g^, \ beliebig gegebene, im Allgemeinen also 
complexe Constanten, und 

Sämmtliche Werthe dieser Function lassen sich bekauntlich [pg. 83J 
in eindeutiger Weise ausbreiten auf einer gewissen eweihlättrigen 
Eugelfläche SR, welche vier Windungspunkte: gi,\y g^, Ag und zicei 
Uebergangslinien: gjh^ und ^^^2 besitzt. Diese beiden Linien sind 
in der nachfolgenden Figur durch die vertikalen Striche gjh^ und 
g^h^ angedeutet. Bezeichnet man die zu 91 gehörige |7tmÄ;^tr^ Fläche 
mit 91, und die Grundzahl von 91 mit j^^, so ist bekanntlich [vgl. 
W pg. 172] 

Die Fläche 9i kann nun durch die in der nachfolgenden Figur 
angegebenen Schnitte oder Ströme a, 6 in eine Fläche 

verwandelt werden^ von der sich nachweisen lässt^ dass sie einfach 

Ziisammenhängend ist. Vor Beginn dieses Nachweises wird es aber 

erforderlich sein, zuvorderst Näheres mitzutheilen über die Curvena,6. 
Lage und Verlauf der Schnitte oder Ströme a, 6. — Der Strom a 
soll fortfliessend gedacht werden theils im untern j theils im obem Blatt 
der Fläche 91. Er mag entspringen an irgend einer Stelle des obem Blat- 
tes, etwa in der Mitte zwischen ^j A, und g^ h^ , und das obere Blatt durch- 
Bclineidend zunächst so weit fortlaufen, bis er auf irgend welchem Wege 
zur Uebergangslinie g^h^ gelangt; bei Ueberschreitung dieser Linie wird 
er in das untere Blatt treten. In dem unteren Blatt mag er nun auf irgend 
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welchem Wege bis zur üebergangslinie g^A^ hinlaufen; bei Ueberachrei- 
tnng derselben wird er Ton Nenem in das obere Blatt treten. Und hier 
in dem oberen Blatt mag er nun schliesslich bis zu seiner anfäng^licheo 
Quelle zurücklaufen. Der Strom a wird also ein in sich zurücklaufender 
sein; seine Richtung mag diejenige sein, in welcher wir ihn soeben haben 
fortfliessen lassen, also diejenige, welche in der untenstehenden Figur 
durch Pfeile angedeutet ist. 

Der Strom h soll seinem ganzen Laufe nach im cheren Blatt der 
Fläche bleiben. Er mag an derselben Stelle entspringen, an welcher a 
entsprungen ist^ nämlich an der Stelle a|3y^. Von hier aus mag* er die 
üebergangslinie g^ h^ in irgend welcher Gurre umkreisen und, während 
er also beständig im oberen Blatte bleibt, schliesslich wieder in seine 
Quelle zurückfliessen. Die Eichtung des Stromes b soll diejenige sein, 
welche in der untenstehenden Figur durch einen Pfeil angedeutet ist, also 
der Art sein, dass Jemand, der an der gemeinsamen Quelle beider Ströme 
— nämlich bei aßyd — steht, die Richtung, in welcher b fortfliesst^ mit 
ausgestreckter Linken angeben wird, sobald er in deijenigen Richtung fort- 
sieht, in welcher a fortfliesst. Es 8oU aUo die anfängliche JRidUung dts 
Stromes b zu der anfänglichen Richtung des Stromes a ebenso liegen, «ie 
[nach unserer Festsetzung pg. 4] die y- Achse des Coordinatensystetns sur 
X-Achse desselben liegt. 




In der vorstehenden Figur sind diejenigen Stromstrecken, welche im 
oberen Blatt liegen, durch v/nuiüerlirochene , diejenigen hingegen, welche 
sich im unteren Blatt befinden, durch punktirte Linien angedeutet. Femer 
sind daselbst die linken Ufer der Ströme mit starken, die rechten mit 
schwachen Strichen angegeben. Von Wichtigkeit ist zu bemerken, dass 
die beiden Ströme a und b einander nur an einer einzigen Stelle durch- 
kreuzen, nämlich nur an der Stelle aßyd. Nach der yorstehenden Figar 
zu urtheilen, könnte man vermuthen, dass noch eine zweite Durchkren- 
Zungsstelle existire. Das ist aber nicht der Fall. Denn an jener zweites 
Stelle fliessen die beiden Ströme, ohne mit einander in irgend welche Be- 
rührung zu kommen, in verschiedenen Blättern über einander fort, ge- 
trennt von einander durch den — wenn aach nur unendlich kleinen — 
Zwischenraum, welcher sich überall zwischen den beiden Blättern der 
Fläche hinzieht. 
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Die DurcbkreuzungasteUe aßyd repräsentirt zugleich den Ort, wo 
beide Ströme entspringen, nnd ebenso auch den Ort, wo beide Ströme, 
nachdem sie die ihnen angewiesenen Wege 
durchlaufen haben, wieder einmünden. JDer 
Strom b, können wir demnach sagen, ent- 
springt im linken Ufer des Stromes a, und 
mündet ein in das reckte Ufer von o. Der 
Strom a andererseits entspringt im rechten 
Ufer von &, und mündet ein in das Unke ^_^^ 

Ufer von 6. Ob die Durchkreuzung unter 

rechtem Winkel, oder unter irgend welchem 
andemWinkel geschieht, ist TÖlüg gleichgültig. 

Die Fläche, in welche fft durch Aus- 
führung der Schnitte oder Ströme a, h sich 

y erwandelt, ist in (3.) mit 91^^ bezeichnet worden. Während also 9% selber 
eine geschlossene Fläche ist, wird 9%^^ eine umrandete Fläche yorstellen. Und 
zwar wird der Band Ton äi^^» gebildet yon den yier Uferlinien der bei- 
den Ströme a und b. 

Will man irgend eine Fläche in positiver Bichtung umlaufen, so hat 
man längs ihres Bandes — und zwar auf ihrer obem Seite — in solcher 
Bichtung fortzuwandem, dass man die Fläche selber beständig zur Linken 
behält. Um denmach die Fläche 91^^, etwa yon der Ecke a aus, in posi- 
tiver Bichtung zu umlaufen, wird man yon a aus [ygl. die beiden letzten 
Figuren] zuerst das lit^ Ufer yon a stromabwärts durchwandern müssen, 
bis man nach ß gelangt; sodann wird man yon ß aus das sich hier an- 
schliessende linke Ufer yon &, und zwar wiederum stromabwärts ^ durch- 
schreiten müssen, bis man nach y kommt. Von hier aus wird nun ferner 
das rechte Ufer yon a stromaufwärts bis nach d hin, und endlich yon 8 
aus das rechte Ufer yon &, wiederum stromaufwärts, zu durchlaufen sein, 
bis man schliesslich zum Ausgangspunkte a zurückgelangt. 

Dass bei einer solchen positiyen Umlaufung der Fläche 91^^ die lin- 
ken Ufer der Ströme a, b stromabwärts, die rechten stromaufwärts zu durch- 
laufen sind, kann als eine unmittelbare Folge des allgemeinen Satzes (8.) 
pg. 173 angesehen werden. Trotzdem ist es yon Wichtigkeit, dass man 
jene Wanderung um die Fläche 91^ ^ herum in Gedanken wirklich ausführt. 
Denn man erkennt alsdann mit yoUer Bestimmtheit, dass die genannten 
vier Uferlinien zusammengenommen eine einzige in sich zurücklaufende 
Curve bUden, dass also die Fläche ^^^ nur eine einzige Randcwrve besitzt. 
Daraus aber folgt — was bisher yiel leicht bezweifelt werden konnte — , 
dass 9%^^ nicht aus mehreren yon einander getrennten Flächenstücken be- 
stehen kann, sondern eine einzige zusammenhängende Fläche sein muss. 
Denn zwei oder mehrere yon einander getrennte Flächenstücke werden 
zusammengenommen jederzeit mehr als eine Bandcurye besitzen. 

Die ursprünglich gegebene Fläche 9% hat also durch Ausführung der 
beiden Schnitte oder Ströme a, b keine Zerstückelung erlitten. 

Man kann nun offenbar den Strom a als einen Querschnitt der 
punktirien Fläche SR auffassen, nämlich als einen Querschnitt, wel- 

N • u m ft u n , Abertohe Integrale. 2. Aufl. 1 2 
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eher seinen Anfang und sein Ende in der kleinen in 91 vorhandenen 
Oeffnung hat Sodann aber kann der Strom b als ein ztoeäer Quer- 
schnitt angesehen werden, der seinen Anfang in dem einen , sein 
Ende in dem andern Ufer von a hat. 

Die Fläche Mab entsteht also aus 9% durch Ausf&hrung von £tcei 
Querschnittefi a und b. Die Grundzahl N der Fläche 31 war aber 
= 3 [vgl. (2.)], Zufolge des Satzes (15.) pg. 155 ist daher die 
Grundzahl der Fläche 9ia& nothwendig = 1, mithin 9la» eine etn- 
fach zusammenhängende Fläche. Q. e. d. 

Die Fläche Mab kann daher, weil sie einfach zusammenhängend 
ist, durch stetige Umformung in eine Elementarfläche von belie* 
biger Gestalt, z. 6. in eine Kreisfläche oder auch in die Fläche eines 
Quadrats oder Rechtecks verwandelt werden. Dass eine derartige 
Umgestaltung möglich ist, wird häufig im Auge zu behalten sein, 
falls man sich durch die complicirte und wenig übersichtliche Ge- 
stalt, welche Mab von Hause aus besitzt, keine unnöthigen Schwierig- 
keiten bereiten will. 

§ 11. 
Fortsetznng. Zweites BeispieL 

Sind 9i^\j g^jh^, g^y\i g^fh^ beliebig gegebene complexe Con- 
stanten, so sind sämmtliche Werthe der Function: 

(1.) /"C^) = Vi^-9,){^-h){!i-92){ii-K){^-9z)ie-K){e-9:){g-K) 

in eindeutiger Weise ausbreitbar auf einer gewissen eweibUiUrigen 
Riemann'schen Kugelfläche 91, welche acht Windungspunkte: g^h^y 
9i^Ki 937 K 9iyKy ^nd vier Uebergangslinien: g^h^, g^\, g^h^, 
gJ^A besitzt [vgl. pg. 83]. Diese vier Uebergangslinien sind in 
der folgenden Figur durch vertikale Striche markiri Bezeichnet 
man die Grundzahl der zu M gehörigen punktirten Fläche M mit JV, 
so ist bekanntlich [vgl. (ß.) pg. 172]: 

(2.) N^7, 

Die Fläche M kann nun durch die in der nachfolgenden Figur 
angegebenen Schnitte oder Ströme a^, a^, a^y ^u ^2? ^s^ ^j <^ ^ 
eine Fläche 
(3.) 9ftfl,ci,a,6A6.c,c, oder kürzer Mate 

verwandelt werden, von der sich nachweisen lässt, dass sie einfach 
zusammenhängend ist. Dabei ist zuvörderst vorauszuschicken 
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Einiges Nähere tiber die Schnitte oder Ströme a, h, c. — Jeder von 
den sechs Strömen a^, a,, Og, &|, &, , 5, soll ein in sich zurücklnufender 
sein. Die Ströme a^, Oj , a, fliessen zum Theil im oberen, zum Theil im 
unteren Blatt der Fläche. Der Strom Oj z. B. tritt, während er die üeber- 
gangslinie g^h^ fiberschreitet, aus dem oberen Blatt in das untere; fliesst 
sodann hier in dem untern Blatt auf irgend welchem Wege fort, bis er 
zur Uebergangslinie g^h^ gelangt; beim üeberschreiten dieser Linie tritt 
er wieder in das obere Blatt und fliesst nun hier in dem oberen Blatt so 
weit fort, bis er schliesslich in seine eigene Quelle wieder einmündet. Die 
Ströme 6, , 5, , &, bleiben ihrem ganzen Laufe nach beständig im oberen 
Blatt der Fläche. In der untenstehenden Figur sind die 'Richtungen der 
Ströme a^, a, , a^, b^, b^^ b^ ebenso wie früher durch Pfeile angedeutet. 




Mj 



M2 



tti 



BelraMet man aUo die DiMrchkreuzungssteUe aßyd der beiden Ströme Oj 
und bi ab die gemeinsame QueUe dieser beiden Ströme^ so liegt wiederum 
[nämlich ähnlich wie früher pg. 176] die anfängliche Richtung von b^ zur 
anfänglichen Richtung von a^ wie die y-Axe zur x-Äxe, Analoges gilt 
für a^, b^, ebenso für Og, b^. 

In unserer Figur sind übrigens die linken üferlinien der Ströme durch 
stärkere^ die rechten durch schwächere Striche angegeben. Endlich sind 
daselbst diejenigen Strecken der Ströme, welche im oberen Blatt liegen, 
durch ununterbrochene, diejenigen, welche im unteren Blatt sich befinden, 
durch punktirte Linien bezeichnet. Um die Figur nicht zu sehr zu über- 
laden, sind dabei die Wege, welche die Ströme a, , a^ , a, im unteren Blatt 

12* 
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verfolgen, nicht Tollsi&ndig angegeben ; man kann sich diese Weg^ ^tsL^ 
ebenso denken wie in der Figur pg. 176, jedoch der Art, dass dieselben 
nirgends mit einander in Berührung kommen. Dass die Punkte g^^ Aj , 
9t^\^ 9z9\ ^^ unserer Figur in einer geraden Linie, und dass die Punkte 
(74, \ in einer damit parallelen Linie liegen, ist durchaus unwesentlich. 
£& ist diese Annahme über die Lage jener Punkte nur deswegen geschehen, 
damit die Figur an Uebersichtlichkeit gewinne. Es versteht sich aber von 
selber, dass die Ströme oder Schnitte Oi , a, , o, , 5} , ö, 1 ^3 ^^ S^^' ^^^' 
loger Weise auch dann ausgeführt werden können, wenn jene Punkte irgend 
welche andere Lage besitzen. 

Die, vier Uferlinien der beiden Ströme a^ und h^ bilden — ebenso 
wie früher in der Figur pg. 176 — zusammengenommen eine einzige in 
sich zurücklaufende Curve. Gleiches gilt von den vier Uferlinien der 
Ströme o, und &,; und Gleiches endlich auch von denen der Ströme a, 
und 63. Im Ganzen bilden also die zwölf Uferlinien der Ströme »i * ^1 1 ^1 ^t» 
o, , &3 drei von einander völlig gesonderte Curven, von denen jede eine in 
sich zurücklaufende ist. Die ursprünglich gegebene geschlossene Fläche 9t 
verwandelt sich demnach durch Ausführung jener Ströme a^, &, , o, , h^, 
a^, &3 in eine von drei Curven umrandete Fläche. 

Führt man in einer Fläche, die mehrere Bandcurven besitzt, einen 
Schnitt aus, der von irgend einem Punkte der einen Randcurve ausgeht 
und nach irgend welchem Punkte einer andern Eandcurve hinläuft, so 
werden sich jene beiden Randcurven durch Ausführung dieses Schnittes 
vereinigen zu einer einzigen Randcurve; wie Aehnliches bereits bei einer 
früheren Gelegenheit [pg. 161] bemerkt wurde. 

Führen wir demnach in der durch die Schnitte a, , &, , o, , &, » o, , 6, 
entstandenen, im Ganzen von drei Randcurven begrenzten Fläche zwei 
Schnitte c, und C3 aus, von welchen der eine von der ersten zur jnceiten, 
der andere von der zweiten zur dritten Randcurve hinläuft, so werden sich 
durch Ausführung dieser beiden Schnitte jene drei Randcurven vereinigen 
zu einer einzigen Randcurve. Bezeichnet man also [wie schon bei (3.) ge- 
schehen ist] diejenige Gestalt, in welche die Fläche 9% durch gleichzeitige 
Ausführung der Schnitte Oj , &i , a^ , &, , <hf^3 ^^^ ^^^ Schnitte c, , o, ver- 
setzt wird, mit 91^^^, so wird 9%^^^ nur eine einzige Randcurve besitzen, 
folglich kein System von mehreren Flächenstücken, sondern eine einzige 
in sich zusammenhängende Fläche vorstellen. 

Die Ströme 

«u «2; «3? &n hf hy ^> ^ 
können in Bezug auf die Fläche 91 oder vielmehr in Bezug auf die 
punktirte Fläche JR als ein System von sechs Querschnitten aufge- 
fasst werden. Zuvörderst kann nämlich o^ als erster Querschnitt an- 
sehen werden, als ein Querschnitt^ der seinen Anfang und sein Ende 
in der in 9% vorhandenen kleinen Oeffnung hat. Sodann kann b^ 
als eweiter Querschnitt betrachtet werden, nämlich als ein Querschnitt, 
welcher seinen Anfang in dem einen^ und sein Ende in dem andern 
Ufer von a^ hat. 
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Nunmehr können wir die beiden Ströme c^ und a^ zusammen- 
genommen als einen dritten Qtierschnüt von sigmaförmiger Gestalt 
(vgl. pg. 148), nämlich als eineii Querschnitt auffassen, welcher in 
einem Uferpunkte des zweiten Querschnittes entspringt^ und in einen 
Punkt seines eigenen Laufes einmündet. Ferner können wir den 
Strom &2 ^^ einen vierten Querschnitt betrachten, welcher in einem 
Uferpunkte des dritten Querschnittes entspringt und in den gegen- 
fiberliegenden Uferpunkt jenes Querschnittes einmündet. 

Und endlich können wir nun die beiden Ströme c^ und a^ zu- 
sammengenommen als einen fünften, und den Strom h^ als einen 
sechsten Querschnitt ansehen. 

Die von einer einzigen Curve umrandete Fläche fftabc entsteht aiso 
aus der Flädie 9i durc/i Ausführung von sedis Querschnitten. Diese 
Querschnitte sind der Beilie nadi durch 

1) a„ 2) fe„ 

3) C2 -f «2» 4) 62, 

5) Cs + ÖS» 6) 63 

dargestellt 

Nach (2.) ist aber die Grundzahl N der Fläche SR gleich 7. 
Folglich wird die Grundzahl der aus SR durch jene sechs Quer- 
schnitte entstandenen Fläche ^abc [nach Satz (15.) pg. 155] den 
Werth 1 haben. D. h. die Fläche ^abc ist eine einfach zusammen- 
hängende. Q. e. d. 

§ 12. 
Fortsetzuiig. Drittes Beispiel. 
Betrachtet man schliesslich die der Function 

f{z) = l/C^-^iTC^-ÄJCT^^yÖ^-Ag) . . . (/?— </H-0(^-AiH-0 

entsprechende zweiblättrige Riemann'sche Eugelfläche SR, und be- 
zeichnet man dieselbe in ihrer pmktirten Gestalt mit SR, femer die 
Grundzahl von vi mit N, so findet man [vgl. (/3.) pg. 172]: 

if^2p+ 1. 

Auch übersieht man leicht, dass die gegenwärtige Fläche SR, 
ähnlich wie früher^ durch gewisse 2p Querschnitte: 
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1) a„ 2) b„ 

3) c, + fl,, 4) b„ 

in eine einfach eusammenhängende Fläche ^abt verwaiidelbar Ut 
U. s, w. 

§ 13. 
FortsetEiing. Viertes BelspieL 
Bezeichnet tß eine ganz beliebig gegdiene, z. B. beli^ig vidbläH- 
rige Riemann'sGbe Kugetfläche, so wird die Gnindzahl JV der zuge- 
hörigen punktirten Fläche 91 nothwendiger Weise durch eine der 
Zahlen 1, 3, 5, 7, 9 etc. dargestellt sein [vgl. (4.) pg. 164]. Wir 
wollen annehmen, es sei 

(1.) S-l, 

ohne sonst aber Ober die Beschaffenheit der Flächen 9i, '^ it^nij 
welche Voraussetzung zu machen. Zufolge des Satzes (21.) pg. 159 
mvssen alsdann in der Fläche !R nothteendiger Weise sechs diesdbe 

(2.) M?cft( eersfückelnde Qu&^schnitle cuisfuhrbar sein. Audi u>irä die FläAe 
9J, zufolge jenes Satzes, durch sechs derartige Querschnitte sich stets 
in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandeln. Wir stellen 
und die Aufgabe, derartige Querschnitte wirklich zu constrairen, 
oder wenigstens so weit anzugeben, als solches, bei der fast ganz 
nnbekannten Beschaffenheit der Fläche 91, überhaupt möglich ist. 
Dabei werden wir beständig die Sätze pg. 164—166 in Anwendung 
bringen, namentlich die dortigen Sätze (6.) und (8.). 

Erstens. — Die Fläche Si besitzt [nach (1.)] die Grundzahl 
N = 1 und nur eine Randcurve, d. i. die Randcurve o der in 3i 
vorhandenen kleinen Oeffoung. Zufolge des Satzes (8.) pg. 166 kann 
also z. B. in der Fläche di ein die Fläche nichi zerstückelnder, von 
der kleinen Curve o ausgehender sigmafbrmiger Querschnitt (c, -H"]) 
construirt werden. Und durch diesen wird alsdann die Fläche 91 
[Satz (15.) pg. 155] in eine neue Fläche M'^* von der Grundzahl 6 
übergehen. Wir wollen diesen sigmaförmigen Querschnitt (c, -H (h) 
uns nun in der That ausgeführt denken. Die Bezeichnnng sei dabei 
80 eingerichtet, dass der sigmaförmige Querschnitt aus einem Bück- 
kekrschnitt Oj und einem gewöhnlichen Querschnitt c, besteht. Dem- 
gemäss besitzt die neu entstandene Fläche W^ im Ganzen ztcä 
Randcurven, nämlich eine erste Randcurve, welche durch die eine 
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Uferlinie von a^ repräsentirt ist, und eine zweite Randcurve, welche 
aus der andern Uferlinie von a^, femer aus den beiden Ufern von 
Ci, und endlich aus der kleinen Curve o zusammengesetzt ist. [Vgl. 
die Bemerkung pg. 163.] 

Markirt man nun auf diesen beiden Randcurven der Fläche 91^^) 
je einen Punkt, und construirt sodann irgend welchen von dem einen 
zum andern Punkt laufenden Querschnitt &,, so wird durch diesen, 
zufolge des Satzes (6.) pg. 164, niemals Zerstückelung eintreten, mit- 
hin die Fläche W*) in eine neue Fläche W^^ von der Grundzahl 5 
übergehen. Einen solchen Querschnitt b^ wollen wir uns nun wirk- 
lich ausgeführt denken, und dabei jene beiden willkürlich auf den 
beiden Randcurven zu markirenden Punkte, d. i. den Anfangs- und 
Endpunkt von b^ so wählen, dass sie zu beiden Ufern des Rück- 
kehrschnitts a^ einander gerade gegenüberliegen. Uebrigens wird 
die neue Fläche W^^, zufolge des Satzes (6.) pg. 164, nur eine ein- 
zige Randcurve haben. 

Zweitens. — Diese nur mit einer einzigen Randcurve versehene 
Fläche 91^^^ lässt sich nun genau in derselben Weise behandeln wie 
vorhin die Fläche 91 selber, bei welcher ebenfalls nur eine solche 
Curve (die Curve o) existirte. In der That wollen wir, in ganz ana- 
loger Weise wie damals verfahrend, in der Fläche 91^^^ zuerst einen 
von b^ ausgehenden, die Fläche nicht zerstückelnden sigmaförmigen 
Querschnitt (Cg + Og) construiren, und hierauf irgend einen weitem 
Querschnitt b^ folgen lassen, dessen Anfangs- und Endpunkt zu bei- 
den Ufern des Rückkehrschnitts a^ einander gerade gegenüberliegen. 
Die so entstehende Fläche wird alsdann die Grundzahl 3 haben, 
und demgemäss mit 91^^^ zu bezeichnen sein. 

Drittens. — Genau in derselben Weise weitergehend kann man 
nun endlich die Fläche 91^^) durch zwei Querschnitte (cj, -f- Oj,) und 
63 in eine Fläche 91^^^ von der Grundzahl 1 verwandeln. 

Zusammenfassung. — Wir können bei dem ganz zuerst ausge- 
führten sigmaförmigen Querschnitt (Cj + a^) die Länge von c, be- 
liebig klein, z. B. auch Null machen. Alsdann haben wir im Ganzen 
sechs Querschnitte: 

1) a„ 2) \, 

(3.) 3) Cj, + Oj,, 4) 6,, 

5) <i( + «s» 6) 6s, 

deren Gestalt und relative Lage einigermassen veranschaulicht wer- 
den kann durch folgendes Schema: 
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vorgeiieichnet. Ist also z. B., wie in (6.), die Grundzahl JV der punk- 
tirtea Fläche 8t mit 

(8.) N=2p+l 

bezeichnet, so wird, zufolge jenes Satzes, die Grundzahl N der Fläche 
9{ selber den Werth haben: 

(9.) iV = 2p. 

Wenn Siemann die Fläche Sl selber eine (2p'{-l){ttch zusam- 
menhilugende nennt, derselben also die Grundzahl (2p -(- 1) zuer- 
theilt, so denkt er sich dabei jedesmal 91 statt 91 subsHtuirt, wie 
solclies übrigens auch von ihm in deutlicher Weise hervorgehoben 
ist. Empfehlenswerther aber dürfte es vielleicht sein, eine solche 
stillschweigende Substitution zu vermeiden. Und dann ist die Fläche 
IR eiue 2pfach zusammenhängende zu nennen, ihre Grundzahl also 
^ 2p zu setzen. 



V 



Achtes Capitel. 
lieber Integrale mit veränderlicher Integrationsenrve. 

Die Untersuchungen dieses Capitels sollen nur eine Vorberei- 
tung zum näheren Studium der Abel' sehen Integrale sein, von denen 
im folgenden Capitel die Bede sein wird. 

§ 1. 

Integrale auf einer ebenen einblättrigen Fläche. 

Sind y = g)(j8i) und ^ = ^(j?) gegebene Functionen, so wird der 
Werth des Integrals 

s 

fq)dil; 

im Allgemeinen nicht nur von den beiden Endpunkten z^^ der 

Integrationscurve, sondern auch von dem Wege derselben zwischen 

diesen beiden Punkten abhängen. Doch lassen sich Fälle angeben, 

in denen das Integral von dem genannten Wege unabhängig ist 

Und zwar stützen sich die hierbei anza8tellenden BetrachtuDgen 
wesentlich auf den früher [pg. 23] gefundenen 

Hülffisatz: Sind tp == (p(z) und ^ &=> ^(j?) auf irgend einem endlichen 
Theü % der horizontalen z- Ebene eindeutig und stetig, so ist das über 
sämmtliche Mandcurven von S in positiver Bichtung erstreckte Integrcd 

/(pdip 

stets — 0. 

Um zu zeigen, dass der Werth des Integrals (1.) in gewissen 
Fällen von dem Wege der Integrationscurve unabhängig ist, wollen 
wir uns in der horizontalen je;-Ebene irgend eine endliche Fläche 9 
mit nur einer Randcurve abgegrenzt denken, und annehmen, dass 
g; =s g>(ier) und tj; = if{z) auf dieser Fläche % eindeutig und stetig 
sind, Markiren wir nun innerhalb Sl irgend zwei Punkte 0q und 0, 
und ziehen wir sodann, ebenfalls innerhalb 9, irgend zwei von Zq 
nach e laufende Curven 6 und 6', so bilden und 0' zusammen- 
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genommen einen [tiickkL-lirachnitt der Fläche Ä, durcb welchen ilii^ 
»elbe in zwei von einander getrennte Stücke H, und H^ zerfalK 
Das über die Randcurve (e-\-a') 
des Theiles St, erstreckte Integral 

(2-) 47''* 

kann offenbar in zwei Theile 

zerlegt werden: 
(3.)/ <ptlil'=j' tpdil^-j'ipdrt^, 

wo alsdann in den beiden Inte- 
gralen rechter Hand die Inte- 
grationen über e nnd e' hin- 
erstreckt zu denken sind in der liicbtung der gezeichneten I'teüe. 
d. i. von 0f, nach r. Zufolge des vorhin genannten Hülfseatze» i,-t 
aber das Integral (2.) gleich Ntdl; denn (p = ip{B) und tj.' = tti{z) simi 
nacli unserer Voraussetzung auf 9t, mithin auch auf ?l, eindeutig 
und »tetig. 

Demgemäss ergiebt aieh aus (3.): 

(4.) / <pd0=J ^dil'. 

Diese Fupmel aber zeigt, dass das Integral 

(6.) J9i't 

ein und dcn.teJbcH Werth bat, mag man nun der Integra tionscurre 
den Weg « oder den Weg ff' zuertheilen. Mit andern Worten: Sie 
zeigt, daäs das Integral (5.) vom Wege der Integrationscurve »nah- 
Jtänyig ist, falls man nur diesen Weg auf das Innere der gegebeneu 
Fläche 31 beschrankt. Also der Satz: 

Es bezeichne 3 eine in der s-Ehenc aUjegrmztc endliche FUiäie 
mit nwr einer Randcurve. Femer seien tp «= ip(z) und t = V'C*) irgetui 
Eteei Functionen, die auf ?t eindeutig und stetig simi. Versteht nrn» 
alsdann unier 



(6.) 



/*4» 



ein in seiner Bewc^mg auf die Fläche 81 beschränkies Integral, d. i. 
ein Iniegral, dessen Integrationscurve £„ . . . s beständig innerkalb St 
bleiben soll, so vnrd der Werth dieses Integrals lediglich abhängen 
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von den beiden Endpunkten Zq und z der Integrationscurve j hingegen 

unabhängig sein von dem Wege der Curve ztoischen diesen beiden Punkten, 

Bemerkung. — Bei Ableitung der Formel (4.) ist stillschweigend vor- 

aasgesetzt, dass die beiden Curven a und a' einander nicht durchkreuzen. 

Doch sieht man leicht, dass die Formel (4.) von dieser Voraussetzung tin- 

abhängig ist. 

Sind nämlich a und a' zwei einander in einem oder auch in mehreren 
Punkten durchschneidende Curven, so wird man eine dritte Curve q zu 
Hülfe nehmen, welche ebenfalls von s^ nach z geht, ebenfalls ihrem ganzen 
Laufe nach innerhalb S( bleibt, und welche ausserdem weder mit a noch 
auch mit a' sich irgendwo durchkreuzt. Sodann wird sich sofort nach- 
weisen lassen, dass das längs p hinerstreckte Integral mit dem längs a 
hinerstreckten gleichwerthig ist, und dass es ebenso auch gleichwerthig ist 
mit dem über a' hin ausgedehnten Integrale. Daraus aber folgt sofort, 
dass die auf e und a' hinlaufenden Integrale auch unter einander gleich- 
werthig sind. Q, e. d. 

Zufolge des Satzes (6.) ist das Integral (6.) lediglich abhängig 

von Zq und z, also eine eindeutige Function von Zq und z^ oder falls 

man den Punkt Zq als fest betrachtet, eine eindeutige Function von 

z allein. Demgemäss mag dasselbe mit F(z) bezeichnet werden: 



z 



F(g)=f(pdil> [«]. 



«o 



Dabei soll das in Klammern beigefügte % andeuten, dass das Inte- 
gral in seiner Bewegung auf die Fläche Sl beschränkt zu denken ist. 
Leicht lässt sich nun zeigen, dass diese Function F{z) auf % nicht 
nur eindeutig, sondern auch stetig ist. 

Zu diesem Zwecke markire man innerhalb 9t einen beliebigen 
Punkt c, beschreibe um c eine 
Kreisfläche 6, und bezeichne 
irgend einen variablen Punkt 
innerhalb & mit z. Um nun 
den Werth der eindeutigen Func- 
tion F{e), (7.), in diesem Punkte 
z zu erhalten, kann man eine 
Integrationscurve anwenden, die 
zuerst von Zq nach c, und so- 
dann von c nach z geht, da- 
bei aber stets innerhalb % bleibt. 
In solcher Weise ergiebt sich: 




(8.) 



F{e) = fip tili, +J<p dt, 
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oder, was dasBelbe ist: 
9) F(^)-F{c) + fad1,. 

Nun sollen ^lund^aufS, mithin auch aui ^ eindeutig und stetig sein. 
Gleiches gilt daher [Sats flö.) pg. 23] z. B. auch von dem Product 



Demgemäss ist dieses Product innerhalb des um c beschriebenen 
Kreises E darstellbar durch die Taylor'sche Entwicklung [p. 34]: 

» 2 - Ji + «('-') + C(» -«)' + ... , 

wo A, JB, C, . . . constante Coefäcienten vorstellen. Hieraus fol^. 
falls man mit de multiplicirt: 

^dt = [Ä + B(e — c) -^ C(z — cf + . . .] de. 
Substituirt man diesen Werth von ipdii in die Formel (9.), so er- 
hiilt man: 
(10.) Fi0) - F(f) + ^0-=-'!-' + 2("-7"-" + C^i' + . . . 

Diese für alle Punkte e der Kreisfläche S gültige Formel zeigt aber, 
dass F(e) innerhalb dieser Kreisfläche S d. i. im Bereich des Punk- 
te c stetig ist. Beachtet man also, dass c einen innerhalb 91 ganz 
irUlkürlichen Punkt reprasentirt, so gelangt man zu folgendem Re- 
^jiiltat: 

Verst^ man unter 81 «mc in der z-Ehene abgegrenisle endliche 
Fläche mit nur einer Randcurvc, ferner unier ip ^ *f>{e) und i^ = ilr(i} 
zwei Functionen, die auf % eindeutig und stetig sind, und denkt 
■man sich überdies innerhalb % irgend einen festen Punkt Zq markiri, 
so vnrd das von g^ ausgfhende und in säner Betvegung auf die Fläche 
§[ beschränkte Int^äl 

(11.) /9"^* ra 

eine FuncOan von e sein, die innerhalb 31 überall eindeutig und 
stetig ist. 

Die hier abgeleiteten Sätze sind nicht mehr gSltig tüT eine 
Fläche 31 mit «weiRandcurven, z. B. nicht mehr gültig fQr eine von 
zwei concentrischen Kreisen begrenzte ringförmige Fläche Ä. Ver- 
sucht man nämlich in diesem Fall den analogen Weg, wie vorhin, 
einzuschlagen, markirt man also innerhalb dieser ringförmigen Fläche 
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31 zwei Punkte Zq und e, und zwei von 0q nach e gehende Wege tf 
und 6% so können jSq, z, 6, 6' möglicher Weise derart liegen, dass 
6 und 6' zusammengenommen einen zu jenen beiden Randkreisen 
concentrischen, intermediären Kreis bilden. Durch diesen Kreis 
(d + 0') zerfallt alsdann die Fläche ?l in zwei Theile 8(, und Slj, 
der Art, dass Ä^ von {p + ^') und dem Innern Randkreise, anderer- 
seits 9(2 von {6 '\- ö') und dem äussern Randkreise begrenzt ist. 
Und demgemäss ist z. B. die Formel (3.), welche ein wesentliches 
Glied der früheren Betrachtung bildete, im gegenwärtigen Fall nicht 
mehr richtig, ü. s. w. 

Trotzdem aber sind jene früheren Untersuchungen auch auf 
eine Fläche 8( mit zwei Randcurven anwendbar, falls man nur eine 
sich leicht darbietende Modification eintreten lässt. Eine solche in 
der j?' Ebene abgegrenzte Fläche 9 mit zwei Randcurven kann näm- 
lich, mittelst eines von der innem zur äussern Randcurve gehenden 
Querschnitts q, in eine Fläche Ä^ verwandelt werden, die nur noch 
eine Randcurve besitzt [vgl. den ersten Fall pg. 161]. Und dem- 
gemäss sind auf diese neue Fläche 3(g die vorhin angestellten Be- 
trachtungen ohne Weiteres anwendbar. Man gelangt daher z. B., 
was den Satz (11.) betrifft, im gegenwärtigen Fall zu folgendem 
analogen Satz: 

Versteht man unter 51 eine in der z- Ebene abgegrenzte endliche 
Fläche mit zwei Eandcurven^ ferner unter 9 = q>{z) und t >= tl;(z) 
zwei auf % eindeutige und stetige Functionen, denkt man sich femer 
die Fläche 81 mittelst eines von der innem zur äussern Bandcurve lau- 
fenden Querschnitts q in eine Fläche Ä, verwandelt, die nur noch eine 
Bandcurve besitzt, und markirt man überdies innerhalb 51^ irgend einen 
festen Punkt Zq, so unrd das von Zq ausgehende und in seiner Be- 
ti}rgung auf Äg beschränkte Integral 

f9dt [%] 

eine Function von z sein, die innerhalb ^g überall eindeutig und 
stetig ist 

Es bleibt noch übrig, die Werthe zu untersuchen, welche die 
durch dieses Integral definirte Function F{z): 

F{z)=fq>dtl; [%] 
zu beiden Ufern des Querschnitts q besitzt. Sind k und V irgend 
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zwei Punkte um linJcen Ufer von q, und 9 und p' die gegeoiiber- 
liegenden Punkte am reckten Ufer von q, so erhält man aus (13.) 
z. B. für den Werth Fil') die Formel 

wo (He Integratiouscurve von z^, nach A' jeden beliebigen innerhalb 
%! bleibenden Weg einschlagen darf. Demgemäss kann man diese 
Curve v.. B. von e^ zunächst nach l, und von hier aus, längs des 
linken Ufers von q, nach X' 
gehen lassen [vgl. die beiste- 
hende Figur |. Alsdann erhält 



FiX')=f(pdt-i-fvdt, 

also mit Rücksicht auf (13.): 
f 
(14.) Fa') = F(,l) -\- Jip dt. 

In gleicher Weise ei^iebt sich 
[vgl. wiederum die beistehende 
Figur] die analoge Formel: 

(15.) Fis') = F(e)-\-f1pdt. 
f 
Da nun ip = p(e) und ifi ^ t{^), [nach unserer Voranssetzung], 
nicht nttr auf S„ sondern auch auf der ursprünglichen Fljicbe % 
überall eindeutig und stetig sind, so werden die beiden Integrale 
in (14.) und (15.) offenbar einander gl^ch sein. Demgemäss ergiebt 
sich aus (14.) und (15.) durch Subtraction: 
(16.) F{n-F{if')^Fii.)~F{e). 

Aisoder Satz: Besekknetmandw Werlke,U!el(Mdas Jniegral<\.2.): 

(17.) F{z)^f<pdn> [%] 

in ir(/e»d Bwei am linken und rec/iktt Ufer des Quersdmitts q einander 
gegntüberlieyoiden Punkten X nnd 9 benilet, mÜ F(>.) und F(if), uwi 
die Differenz dieser beiden WerÜie mit A: 

a _ t'H) - F(f), 

mrd A längs des Qttersdmities q constant sein. 
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0.) 



(21.) 



(22.) 
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Ebenso wie das Integral 

Fiz) = ßpdt [3C,] 

in seiner Bewegung auf %q beschränkt ist; ebenso mag jetzt unter 

%(z)'=ßpdi> m 

ein in seiner Bewegung nur auf 8( selber beschränktes Integral ver- 
standen werden; wie solches in der Formel angedeutet ist durch 
das in Klammem beigefügte 9. Während also das Integral F{z) 
den Querschnitt q niemals überschreiten darf, sollen dem neuen 
Integral fj (e) derartige Ueber- 
schreitungen beliebig oft und 
an beliebigen Stellen gestat- 
tet sein. 

Wir betrachten das Inte- 
gral f$ in einem Augenblick, wo 
seine Integrationscurve 0q. . . 
den Querschnitt q erst einmal^ 
und zwar an der Stelle Xq, 
vom linken zum rechten Ufer 
überschritten hat [vgl. die bei- 
stehende Figur]. Per augen- 
blickliche Werth des Integrals 
^(0) kann alsdann, entsprechend 
den beiden Theilen ZqX und 
Q0 der genannten Curve, ebenfalls in zwei Theile zerlegt werden: 

eine Formel, die mit Rücksicht auf (19.) auch so geschrieben wer- 
den darf: 

%(0) = F(k) + f^dtl;, 

Das hier auftretende von q nach erstreckte Integral kann 
aber ebenfalls durch F ausgedrückt werden. Will man nämlich 
den Werth von F im Punkte haben [vgl. die vorstehende Figur], 
so kann man zu diesem Zweck irgend eine beliebige innerhalb %q 
bleibende und von 0^ nach laufende Integrationscurve , also z. B. 



•n 
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die Curve z^ccqz anwenden, und erhalt in solcher Weise: 

WO unter ZqQ die Curve ZqCCq zu verstehen ist [vgl. die Figur]. 
Diese letzte Formel kann daher mit Rücksicht auf (19.) auch so 
geschrieben werden: 

F{z) = F{Q)+ßpdtl;. 

Q 

Substituirt man aber den hieraus für das Integral 

z 

Cq>dtl} 

sich ergebenden Werth in (22.), so erhält man: 
(23.) 5 W = mx) - F(9)] + F(_e) , 

oder mit Rücksicht auf (18.): 
(24.) g(;») = A + F{e). 

Dieses Resultat kann man leicht auf den Fall erweitem, dass 
der Querschnitt q von der Bahn des Integrals f$ (js) beliebig oft über- 
schritten wird. Man gelangt so zu folgendem Satz: 

Hält man fest an den in (12.), (17.), (18.) eingefährien Beseidt- 
nungen, und versteht man überdies unter 

(25.) %iz)=^Jipdil, [«] 



*o 



das in seiner Bewegung auf die ursprüngliche Fläehe 81 beschränkte 
Integral, so wird dieses ^(z) eine unendlich vieldeutige Function 
von z sein. Doch werden die unendlich vielen Werthe, welche ^(z) in 
einem gegebenen Punkte z besitzt, von der daselbst eindeutigen Func- 
tion F{z) immer nur um ganze Vielfache der Constante A versdk- 
den sein. 

Markirt man nämlich innerhalb % einen bdi^ngen Punkt e, und 
lässt man die Integrationscurve des Integrals ^(z), während sie von 
Zq nach z läuft, den Querschnitt q im Ganzen l-mal vom linken zim 
rechten, und r-mal vofn rechten zum linken Ufer überschreiten, so mrd 
der bei Anwendung dieser Integrationscurve für ^{z) sich ergebende 
Werth zu F{z) in der Beziehung stehen: 
(26.) %{z)^F{d) + {l-r)l^, 

ivo A die in (18.) definirte Constante vorstellt. 
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Setzt man insbesondere Z »> 1 und r :=» 0, so erhält man den 
in (24.) betrachteten Specialfall. 

Beispiel. — Ein einfaches Beispiel für die hier angestellten Betrach- 
tongen gewährt das Integral: 

z 

dz 



n 



Die hier auftretenden Functionen 9 »■ — und ^ ^^ z sind eindeutig und 

z 

sMig auf einer ringförmigen Fläche 91, die von irgend zwei um den An- 
fangspunkt iff s3 Ö beschriebenen Kreisperipherien begrenzt ist. 

Ohne näher auf diesen Gegenstand einzugehen, sei nur bemerkt, dass 
die Constante A (18.) im gegenwärtigen Fall »» — 2»f, und %(ji) iden- 
tisch mit log z wird. 

§2. 

Ueber Integrale auf einer mehrblätfcrigen Biemann*80hen 

Kngelfläehe. 

Es sei eine Riemann'sche Eugelfläche 91 in ganz beliebiger 
Weise gegeben, mit beliebig vielen Blättern^ Windungspunkten und 
Uebergangslinien. Femer sei @ irgend ein Theil von 91. Endlich 
seien tp «=> ^(ji) und ^ ^=^ilf{g) zwei Functionen, die auf © eindeutig 
und stetig sind. Alsdann kann das positiv über den Band von @ 
erstreckte Integral 

falls man @ in kleine Stücke U^, U^^ . . . U^ zerlegt, auch so dar- 
gestellt werden: 

oder, falls man diese Stücke in ihre naiürlichen Zustande SI^, St^, 
. . . 9[g versetzt, auch so: 

Da nun q> und ^ auf @, mithin z. B. auch auf Ux und %« eindeu- 
tig und stetig sind, so ergiebt sich [mittelst des Hülfssatzes pg. 187] 
sofort: 

und folglich aus (2.): 
(3) r q>dt ebenfalls =0. 



•- 
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Also der Satz: Sind q> ^= q>{z) und '^ ^=iif{s) (mf irgend einem 
Theil @ einer Riemann' sehen Kugelfläche eindeutig und stetig , so 
wird das in positiver Richtung über den Rand von @ erstredete In- 
tegral 
(4.) / fpdif stets = 

sein. Besitzt @ mehrere Randcurven, so ist selbstverständlich dies 
Integral in Wirklichkeit eine Summe von mehreren Integralen, 

Auf der Fläche 91 sei irgend ein fester Punkt Zq markirt Das 
von z^^ aus auf der Fläche SR längs einer beliängen Curve fortschrei- 
tende und schliesslich bis zu irgend einem Punkte z vordringende 
Integral von ipd^f mag mit 

(5.) fq>dil;, 

oder, falls jene Curve irgend welche bestimmte Gestalt 6 besitzen 
soll, mit 

^6.) Jq)dil; [ö], oder auch mit J* q)dilf 



«o 



bezeichnet werden. Dabei ist unter jener Curve stets die Bahn 
eines Punktes zu verstehen, der seine Lage auf SR Schritt für 
Schritt in stetiger Weise ändert. Es wird also diese Curve z. B. 
aus einem Blatt der Fläche 91 in ein anderes immer nur beim Pas- 
siren einer Uebergangslinie gelangen können. [Vgl. (2.) pg. 66.] 

Denkt man sich auf 91 irgend einen Flächentheil @ abgegrenzt^ 
ferner den festen Punkt Zq innerhalb @ gelegen, und soll das Inte- 
gral (5.), was die Bewegung seiner Integrationscurve Zq . . . z betrifft;, 
auf den Flächentheil @ beschränkt werden, soll also die genannte 
Curve innerhalb @ sich beliebig bewegen, den Rand von @ aber 
niemals überschreiten dürfen, so mag das Integral, um solches an- 
zudeuten, mit 

(7.) f^d^ [©] 

bezeichnet werden. Alsdann ergiebt sich leicht ein den Sätzen pg. 190 
und 191 analoger Satz, der folgendermassen lautet: 

Versteht man unter @ irgend einen einfach zusammenhängen- 
den Theil der gegebenen Fläche 9i, femer unter q) = q)(z) und ^ == ^(£) 
zwei auf © eindeutige und stetige Functionen, endlich unter Bq 
einen innerhalb © markirten festen Punkt, so wird das von z^ aus- 
gehende und in seiner Bewegung auf © besdiränkte Integral 
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(«•) 



(ß-) 



(y-) 



fq>dtl; [@] 

«0 

eine Function voti z sein^ wdche auf @ allenthalben eindeutig und 
stetig ist 

Beweis. — Zieht man, von e aus, nach einem ebenfalls inner- 
halb @ liegenden Punkte irgend zwei innerhalb @ bleibende Cur- 
ven 6 und 0\ so bilden 6 und ff' zusammengenommen einen Bück- 
kehrschniU der Fläche @. 

@ ist aber nach unserer Voraussetzung einfach zusammen- 
hängend, und zerfallt daher [Satz (7.) pg. 151] durch diesen Rück- 
kehrschoitt {ö + tf') in zwei getrennte Stücke ©^ und ©2; von denen 
das eine @, nur von (o -^ ö') begrenzt ist, während das andere @g 
theils von der Curve (d + <^'); theils vom ursprünglichen Rande der 
Fläche @ begrenzt sein wird. Demgemäss ergiebt sich für das posi- 
tiv über den Rand von ©^ erstreckte Integral 



die Formel: 



±f q>dtl;^J fpdt-J ,fpdt, 



die Integrationen über 6 und 0' hinerstreckt gedacht von 0q nach js, 
[Vgl.die analogen und mehr anschaulichen Betrachtungen auf pg. 188.] 
Nach unserer Voraussetzung sollen aber 9 = 9 (^) und ^ = ^ (j?) 
auf @; mithin auch auf ©| eindeutig und stetig sein. Zufolge (4.) ist 
daher das Integral (a.) gleich Null] sodass also die Formel (j3.) über- 
geht in: 

J q>djlf = f q>dif. 

Hiermit aber ist bewiesen, dass der Werth des Integrals (8.) in 
irgend einem Punkte g «tets ein und denselben Werth annimmt, wel- 
chen Weg man seiner Integrationscurve von Zq nach z auch zuer- 
theilen mag. 

Der Werth des Integrals (8.) ist also eine eindeutige Function 
von z. Dass derselbe gleichzeitig auch eine stetige Function von z 
ist, ergiebt sich unmittelbar aus der vorausgesetzten Stetigkeit der 
beiden Functionen ip und ^. 



Neuntes Oapitel. 
Die allgemeinen Eigenschaften iei AbeFschen Integrale. 

§1. 

Untennohiuig der Abersohen Integrale in ihrer nrsprünglielien, 

unbestimmten Form. 

Ein Integral von der Form 

(1.) Jip{l!)dz 

wird bekanntlich; falls die Function (p(0) gewissen Bedingungen eot- 
spricht, ein Ähd'sches Integral genannt. Und zwar kann man dabei 
jene von jder Function ^(ji) zu erfüllenden Bedingungen in doppel- 
ter Weise formuliren. 

Man kann entweder sagen: Die Function (p = q>{z) soll definirt 
sein durch eine GUickwng: 

Zo + ^i9 + ^29>' + . . . + Zn^"" = 0, 

deren Coefficienten Z^, Zj, Z^, . . . Z« rationale Functionen von s 
sind. Dies würde der ursprünglichen Aberschen Anschauungsweise 
entsprechen. 

Oder aber man kann sagen: Die Function q>:=:ig)(e) soü auf 
irgend einer Riemann'schen Kugelfläche 91 regulär^ d. i, daselbst ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. 

In der That sind beide Bedingungen unter einander äquivaleni 
Denn entspricht eine Function ff ^^ fp(ß) der ersten Bedingung, so 
entspricht sie auch der zweiten [vgl. (1.), (2.) pg. 94 und namentlich 
auch (10.) pg. 145]. Und entspricht umgekehrt die Function der 
zweiten Bedingung, so wird sie nothwendiger Weise auch der ersten 
entsprechen [vgl. pg. 122]. 

Wir wollen nun bei den weiteren Betrachtungen den Riemann- 
sehen Weg verfolgen, also der zweiten Definition den Vorzug geben. 
Und demgemäss wollen wir uns irgend eine Biemann sehe Kugel- 
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fläche SR in ganz beliebiger Weise gegeben denken, mit beliebig 
vielen Blättern^ Windungspunkten und Üebergangslinien, und an- 
nehmen, die Function g) = q>(ß) sei auf dieser Fläche SR regulär, 
d. h. sie sei daselbst eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. 
Um zuvörderst das sogenannte unbestimmte Integral 

(2.) F ^ Jq>dß = Jfp{B)dz 

an irgend einer Stelle der Fläche SR näher zu untersuchen, mar- 
kiren wir auf SR einen beliebigen Punkt e und bezeichnen das Be- 
reich dieses Punktes in seinem ursprünglichen und natürlichen Zu- 
stande respective mit U(c, £f) und 8[(y, g). Auf der Fläche Ä ist 
alsdann 9) «= ^(jer) darstellbar durch die Formel: 

(a.) ^ = ^{b) = {1- ryE(t), [vgl (15.) pg. 108]. 

Einer analogen Darstellung ist aber auch die Function ^ =^ b fähig 

dz 
[vgl, (26.) pg. 114], und ebenso auch die Function V = — [vgl. 

z. B. pg. 122]. Somit ergiebt sich: 

Substituirt man aber diese Werthe («.), (/S.) in (2.), so folgt: 
(3.) F==fq>d0 =fq>p^dt=f(t-ryE(t)dt. 

Dabei bezeichnet v = ft + ^1 [ebenso wie ft und ftj selber] eine 
positive oder negative ganze Zahl, und E(S) = £(6)£'i(g) eine Func- 
tion, die [ebenso wie E(i) und JE^it)] eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend ist 

Man kann jetzt U und Sl nachträglich noch weiter verkleinem, 
und in solcher Art Sl in eine um y beschriebene Kreisfläche ver- 
wandeln. Alsdann ist E(g) innerhalb Sl in eine Taylor'sche Reihe 
entwickelbar: 

E(g) = ^ + AS-y) + Mt - y)* + . . . ; 

SO dass man erhält: 

(4) F - fiMt - yy + Mt- yy+' + Mt - yy+' + • • -1 dt. 

Die Integration lässt sich jetzt sofort ausführen, wobei der Fall 
V = — 1 besonders zu behandeln ist. Man übersieht sofort, dass der 
in solcher Weise für F resultirende Werth auf Ä im Punkte y, d. h. auf 
U im Punkte c endlich oder unendlich ist, jenachdem 1/ <» 0, 1, 2, 3 etc. 
oder aber = — 1, — 2,-3 etc. ist; und gelangt in solcher Weise 
zu folgenden Sätzen: 



.1 



(8.) 
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BepräsenHrt (p = fpi^) eine auf fR reguläre Fundion, so zerfaüm 
sämmtliclie Punkte der Fläche fft mit Bezug auf das unbestimmte In- 
tegral: 
(5.) F-^fydz 

in zwei Kategorien, nämlich erstens in die Endlichkeitspunkte von 
F, und zweitens in die Unendlichkeitspunkte von F. 

Ist c ein Endlichkeitspunkt von F, so wird dieses F [nach 
Fixirung der Integrationsconstante] im Bereich U (c, z) oder ?((y, J) 
des Punktes c darstellbar sein durch die Formel: 

(6.) JP = (eindeut., stetig. Funct, von g); 

woraus z. B. folgt: 
W f^äF^f^dF = f^vdz=^0. 

Ist hingegen c ein Unendlichkeitspunkt von F, so wird dieses 
F [nach Fixirung seiner Integrationsconstante] im Bereich U {c, z) 
oder Ä(y, g) des Punktes c darstellbar sein durch die Formel: 

+ (eindeut., stetig. Function von g) 

wo A, B^^\ B^% . . . B<*> constante Coefßcienten vorstellen. Aus dieser 
Formel (8.) folgt sofort: 

(9.) / dF^f dF^f (pdz^2xiA, 

^% 4^ 4^ 

die Integration [ebenso wie in (7.)] positiv hinlaufend gedacht um das 

Bereich Ä oder U. 

Beinerinmg. — Riemann bezeichnet die in der Formel (8.) anftre- 
tende Function (f — y) mit r [vgl. Riemann's Gesammelte Werke pg. 97], 
und sagt von derselben, sie sei eine Function von e, die in dem betrach- 
teten Funkte c unendlich klein von der ersten Ordnung wird. Dies steht 
mit unserer Betrachtungsweise in vollem Einklang. In der That ist n&m- 
lich (i — y) eine FuDCÜon von z, die im Punkte c einen NuUpunkt erster 
Ordnung besitzt. 
Sind beide Functionen 9 = 9(^) und ^ = j? im Punkte c d. h. 

dz 

auf U und Ä stetig, und ist also V = ;t^ auf Ä ebenfalls stetig [vgl- 
den Satz pg. 49]^ so wird das Integral 

daselbst gleichfalls stetig sein, wie sich solches z. 6. leicht ergiebt 
mittelst der in (3.), (4.) angegebenen Betrachtungen. Demgemass 
können die Unendlichkeitspunkte von F nur in solchen Punkten c 
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liegen^ in denen die Functionen ip = (p(ß) und ^ == js? entweder beide, 
oder wenigstens eine derselben, unstetig sind. Mit andern Worten: 
Die ünendlichkeitspufJcte van F sind entweder geradezu durch die 
0.) Pole der Functionen (p{z) und z, oder aber durch einen Theil dieser 
Pole dargestellt. Demgemäss können also die Unendlichkeitspurikte von 
F auf der Fläche 91 immer nur vereinzelt vorkommen, 

Ist JPim Punkte c unendlich, so wird F im Bereich dieses Punk- 
tes darstellbar sein durch die Formel (8.). und für die Beschaffen- 
heit dieser Formel sind die Werthe der daselbst auftretenden con- 
stanten Coefficienten A, B^^^, B^*^, . . . B^ von charakteristischer Be- 
deutung. Sind z. B. B(i>, BW, . . . B^« sämmtlich = 0, so geht die 
Formel über in: 

JP = A log (5 — y) + (eind. stetig. Funct. von f). 

In diesem Fall heisst c ein logarithmischer Unendlichkeitspunktj oder 
genauer ausgedrückt ein rein logarithmischer Unendlichkeitspuukt. 
Ist, um ein zweites Beispiel anzuführen, A = 0, hingegen B(^) 
von verschieden, während B^, B^*> . , . B^*^ sämmtlich = sind, 
so geht die Formel (8.) über in: 

B(i) 
F = T— \- (eind. stetig. Funct. von f). 

• # 

In diesem Fall wird offenbar der Punkt c als ein Pol von F, und 
zwar als ein Pol erster Ordnung zu bezeichnen sein. 

In der That kann man die Formel (12.X falls man die daselbst auf- 
tretende eindeutige nnd stetige Fonction mit 0(i) bezeichnet, in die Ge- 
stalt versetzen: 

F^a- y)-^ [B»' + (f - y) . 0(ö]. 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Aasdruck repräsentirt wieder- 
um eine eindeutige und stetige Function von {;, die überdies im Punkte y 
den nach unserer Voraussetzung van verschiedenen Werth B^'^ annimmt. 
Denkt man sich also das Bereich U oder ^ hinreichend klein, so repräsen- 
tirt jener in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck eine Function vom 
Charakter E\ so dass man also erhält: 

F=(f-y)-i^. - Q. e. d. 

Ist ferner, um ein letztes Beispiel anzuführen, A == 0, hingegen 
B<*> von verschieden, ebenso auch BW, während B^^^, B^*), . . . B^*> 
sämmtlich = sind, so geht die Formel (8.) über in: 

ßd) B(2) 

F = Yzz f" /»_ \% + (eind. stetig. Funct. von g). 

Und in diesem Fall repräsentirt c [wie man leicht übersieht] einen 
Pol zweiter Ordnung von F. 






202 Neuntes Capiiel. 

Schliesslich wird der durch die allgemeiiie Formel (8.) charak- 
terisirte Unendlichkeitspunkt c zu bezeichnen sein als ein logarith- 
misch'polarer Unendlichkeitspunkt , nämlich als die Superposition eines 
rein logarithmischen Unendlichkeitspunktes und eines polaren Un- 
endlichkeitspunktes hf^ Ordnung. 

§2. 

Fortsetsnng. Allgemeine Sätse über die Unendlichkeitspnnkte 

der betrachteten Integrale. 

Bezeichnet man sämmtliche Unendlichkeitspunkte , welche das 
Integral 
(14.) F = f(pde 

auf irgend einem ITieil @.der gegebenen Fläche 9t besitzt^ mit c^, 
c^y , , . Cgj so werden alF diese Punkte [zufolge des Satzes (10.)] in 
den Polen der Functionen <p{d) und z liegen. Ausser c^^ Cg; . . . c^ 
können aber tp{js) und s auf @ möglicher Weise noch andere Pole 
besitzen^ welche d^, d^, » • » dh heissen mögen. Bezeichnet man nun 
die Bereiche der genannten Punkte respective mit U^^ Uj, . . . U^ 
und fß^y fß^y ... fßh, und das nach Absonderung all' dieser Bereiche 
noch übrig bleibende Stück der Fläche @ mit %: 

© = S + (U, + Ua ... + U, + SB, + »,... + »*), 
so ist offenbar: 

(15.) f dF=f dF+^' f dF+2 f äF. 

Nach (9.) ist aber: 
(a.) / dJ5' = 23riAx, 

wo Ax dasjenige specielle A vorstellt) welches in der Entwicklung 
(8.) vorkommt, falls man dieselbe speciell auf den Punkt dt in An- 
wendung bringt. 

Das dx ist, nach seiner Definition, ein Endlichkeü^^nkt von F, 
Somit folgt aus (7.): 

Nun ist femer zu beachten, dass C|, c^, ... Cg und d^, d^, — cfi 
zusammengenommen sämmtliche Pole der Functionen q)(z) und e auf 
der Fläche @ repräsentiren. Demgemäss sind (p(/) und 4r auf der 
aus @ durch Absonderung jener Punkte entstehenden Fläche X 
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ausnahmslos eindeutig und stetig] sodass sich also [mittelst des Satzes 
pg. 196 (4.)] die Formel ergiebt: 

/^ (pdz = 0, 

d. i. die Formel: 
(y.) S^dF^O. 

Substituirt man 'schliesslich die Werthe («.), (/S.)> (y-) i° (15-); 
so erhält man: 
16.) X.^^'= 2^i(Ai + A, + . . . + A,), 

und gelangt also zu folgendem Satz: 

Bezeichnet @ irgend einen Theü der gegebenen Fläche ^, und 
hat das Integral 

F = Jfpd0 

auf @ im Ganzen g Unendlichheitspunlcte: c^, c^, . . . Cg, so tvird 
das über den Band von @ positiv erstreckte Integral 

17.) / dF=f q>dz stets = 23ti(Ai + A, + . . . + A^) 

sein, U70 A|, Aa, . . . Ay d/e Logarithmus- Coefficienten derjenigen Ent- 
uncJdungen (8.) bezeichnen, durch welche F in jenen Punkten c^, c^, 
, , ,Cg der Beihe nach dargestellt ist. 

Hat also z. B. F auf @ gar keine Unendlichkeitspunkte oder 
lediglich polare Unendlichkeitspunkte, so ergiebt sich: 

ri8.) f^dF=^J^<pdz = 0. 

Lässt man den Flächentheil @ sich mehr und mehr ausdehnen, 
bis er schliesslich mit 9fl selber identisch wird, so verschwindet in 
diesem letzten Augenblick die Bandcurve von @; mithin gleichzeitig 
auch der Werth des Integrals (17.); sodass man also zu folgendem 
Resultat gelangt: 

Besitzt das Integral 

F = Jtpdz 

auf der gegebenen Fläche 91 im Ganzen q Unendlichkeitspunkte: c,, c^, 
, , .Cq, und bezeichnet man die Logarithmus-Coefficienten des Integrals 
für diese Punkte der Beihe nach mit A^, Pi2, * - * \, so ist stets: 

(19.) Ai + A« + . . . + Aj = 0. 

Bezeichnet man unter diesen A's diejenigen, welche den loga- 
rithmischen und logarithmisch -polaren Unendlichkeitspunkten zuge- 
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hören, fiir den Augenblick mit A"', andererseits aber diejenigen, 
welche den polaren Unendlichkeitapiuikten zugehören, mit A'"', so 
sind die A'*' sämmtltcb = 0; eo dasa also die Formel (19.) sich re- 
ducirt auf 

(loa.) 2:AI'' = 0. • 

Von diesen Conetanten A''' ist jedwede von verschieden. Zufolge 
(19a.) mus8 daher die Aneahl dieser Gonstanton A'^' entweder =(', 
oder aber > 1 sein. Mit andern Worten: 

Ihe Gesammtjsahl der logarithmischen und logarithmisch- 
polaren Unendlichkeitspunkie, welche F auf SR besitzt, ist stets ent- 
weder = 0, oder aber > 1, niemals = 1. Ist insbesondre diese Än- 
(ld\).)eahl >= 2, sind also zwei solche Unendlichkeit^inkte vorheMden, so 
werden [nach (19 a.)] die Logarithmtis-Coefficienten in diesen beiden Ptini- 
ten einander entgegengesetzte Werthe Ao&cn. 

Beispiel. — Die von nna gefundenen SSUe gelten fOr alle der gt- 
gebenen Fläche 9) enteprecbenden Abel'echen Integrale, gelten also für 
jedwedes Integcal 
(«.) F-f<pdz, 

falls nnr tp ~ q)(z) eine auf 91 regnl&re Fonction ist, nnd gelten Aaiiei 
z. B. ancb fQr jedwedes Integral von der Fonu: 

falls nur / ^^ f(is) eine auf 3t reguläre Function vorstellt. Denn entspricht f 

dieser Voranssetzung, ao werden die ÄusdrOeke t^ nnd -^ ~ derselben 

ebenfalls entsprechen [vgl. die SUze (11.) pg. 124 nnd (24.) pg. 113]. 

Markirt man nnn anf 91 irgend einen beliebigtn Punkt c, und bc- 
leichnet das Bereich dieses Pnnktes mit H(c, z) oder «(y, J), so wird die 
auf 31 reguläre Function f innerhalb X darstellbar sein durch: 

(y) /■-(£- y)''£(t), [vgl. (16.) pg. 108]. 

Dies in (ß.) inbstitnirt, ergiebt eich innerhalb X; 

Die Fonotionen E nnd ■=; sind anf S( eindentig, stetig und nicht verschwin- 
dend; folglich sind -jy nnd -„- -y^- anf S( eindevitg und »tetig [Sati {li) 
pg. 23]. Denkt man sich also U und K nachträglich noch weiter ver- 
tcleinert, und in solcher Weise die Fläche Sl in eine kleine um y b«Bckrle- 
bene Kreisfläche verwandelt, so wird die Function 
l dJS 
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innerhalb 9 entwickelbar sein in eine Taylor^sche Reihe: 
1 dE 



E dt 



- A + ^, (t - y) + ^, (f - y)« + . . . 



/: 



Hieraus folgt: 



Somit folgt ans (d,): 
(f.) F ^ {k log (J — y) + (eindent. stet Funct. von f). 

Diese für das Bereich tt oder 9 des Punktes c oder y gültigen For- 
meln (y.), iß.)^ (f.) zeigen, dass ft die Ordnungszahl der regulären Func- 
tion f im Punkte c bezeichnet, und dass das Integral F im Pimkte c, 
jenachdem ft «» oder von verschieden ist, entweder gar keinen oder 
aber einen rein logarühmischen Unendlichkeitspunkt besitz! Hieraus aber 
folgt, weil c einen ganz beliebigen Punkt der Fläche 91 vorstellt, dass F 
auf der ganzen Fläche 91 nur rein logarithmische Unendlichkeitspunkte be- 
sitzt, nnd dass diese ihrer Lage nach identisch sind mit den Polen und 
Nullpunkten der Function f, Ueberdies ergiebt sich aus («.)i d&ss die jenen 
ünendlichkeitspunkten entsprechenden Logarithmus- Coefficienten des Inte- 
grals F identisch sind mit den dortigen Ordnungszahlen ft der Function f. 
Also der Satz: 

Versteht man unter f «=» f{z) irgend eine auf 91 reguläre Function 
[d. i. irgend eine Function, die auf 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig ist], 80 besitzt das Integral 



(O F^f^-fdlogf 



auf- der Fläche fü nur rein logarithmische Unendlichkeitspunkte, Und 
zwar werden diese Punkte ihrer Lage nach identisch sein mit den Polen 
und Nullpunkten der Function f. Auch werden die Logarithmus-Coeffiden- 
ten des Integrcds F in diesen Unendlichkeitspunkten nichts Anderes sein, als 
die dortigen Ordnungszahlen der Function f. 

Der Satz (19.) pg. 203 behauptet, dass die Summe der in Rede ste- 
henden Logarithmus- Coefficienten »» sein muss. Er behauptet also, dass 
die Summe derjenigen Ordnungszahlen, welche die Function f in ihren 
Polen und NuUpunkten besitzt, => sein müsse. Dies aber ist ein schon 
früher constatirter Satz [vgl pg. 107]. 

§3. 

fiintheilung der Abel'sohen Integrale in solche erster, zweiter 

und dritter Qattting. 

Erste Oattang. — Besitzt das Abersche Integral: 

F = fq>dfs 

auf der gegebenen Riemann'schen Kugelflache SR gar keine Unend- 
lichkeitspunkte; so heisst dasselbe ein Integral erster Gattung. 
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Zweite Gattung. — Besitzt das AbeFsche Integral: 

auf 91 nur polare Unendlichkeitspunkte, so zählt dasselbe zur gweh 
ten Gattung, Das einfachste unter all' solchen Integralen zweiter 
Gattung, das sogenannte elementare Integral zweiter Gattung, wird 
offenbar dasjenige sein, welches im Ganzen nur einen Unendlichkeita- 
punkt, und zwar einen polaren Unendlichkeitspunkt erster Orehnmg 
besitzt. Bezeichnet man diesen Punkt mit c, und sein Bereich mit 
U(c, j?) respective ^(y,t), so wird das Integral in diesem Bereich 
[vgl. (12.)] einen Werth besitzen von der Form: 

;F -- ^ ^ (eindeui stetig. Funct. von {;), 

wo B eine Oonstante vorstellt. Diese Constante kann, durch Mul- 
tiplication des ganzen Integrals mit einem constanten Factor, stets 
auf 1 reducirt werden. Und demgemäss wollen wir den B^riff des 
elementaren Integrals zweiter Gattung in der That in der Weise 
genauer fixiren, dass wir festsetzen, die seinem Unendlidüceitspunkt 
entsprechende Constante B soUe stets = 1 sein. 

Dritte Gattung. — Besitzt das Abersche Integral: 

F=fq>dz 

auf 9ft irgend welche logarithmische Unendlichkeitspunkte, so wird 
dasselbe — einerlei, ob gleichzeitig auch noch polare Un^dHeh- 
keitspunkte vorhanden sind, oder nicht — ein Abersches Integral 
dritter Gattung genannt. Das einfachste unter all' diesen Integralen 
dritter Gattung, das sogenannte elementare Integral dritter Gattung, 
ist dasjenige, welches im Ganzen nur zwei Unendlichkeitspunkte, 
und zwar zwei rein logarithmische Unendlichkeitspunkte besitzt. — 
Noch einfacher würde allerdings ein Integral mit nur einem solchen 
Punkte sein. Ein derartiges Integral ist aber unmöglich, zufolge des 
Satzes (19.), (19 a, b.). 

Zugleich ergiebt sich aus jenem Satz, dass bei einem elemen- 
taren Integral dritter Gattung die den beiden Unendlichkeitspunkten 
entsprechenden Logarithmus -Coefficienten entgegengesetzte Werthe 
haben müssen. Bezeichnet man also die beiden Unendlichkeitspunkte 
mit Cj, Cg und die Bereiche derselben mit Ui(Ci,j?), Vi^ic^yZ) respec- 
tive mit ?li(yi, t), ^{y^, t)y so wird das Integral in diesen Bereichen 
darstellbar sein durch die Formeln 

F = — A log (^ — yj + (eind. stetig. Funct von 5), 
F = -\- A\og{t — y«) + (eind. stetig. Funct. von ß). 
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wo A in beiden Formeln dieselbe Constante ist. Zur genaueren 
Fixirung eines solchen elementaren Integrals dritter Gattung mag 
festgesetzt werden ^ dass diese Constante A stets = 1 sein soll. 

Beiläufige Betrachtung über die byperelliptiscben Integrale. — 
Die Function 

(a.) 5 = y(jBf — Cj (£f — Csj) . . . (^ — C2n) 

kann [Satz (13.) pg. 83] in eindeutiger Weise ausgebreitet werden 
auf einer gewissen ztveibläthigen Biemann'schen Kugelfläche 9i, welche 
2n Windungspunkte Ci, Cg, • . . C2» und n Uebergangslinien (c^c^), 
(C3C4), . .- (Cin^iCin) besitzt. Auch ist sie auf dieser Fläche 91 über- 
all stetig bis auf zwei bei z =^ 00 übereinander liegende Pole. 

Die Function s (a.) ist also auf 91 eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig. Gleiches gilt mithin [vgl. pg. 113, 114] auf 9ft 
auch von den Functionen 

W ^' ^> T' 7-' 

falls man nämlich unter q eine ganze Zahl versteht. Demgemäss 
sind die Ausdrücke (a.), (ß.) als Functionen zu bezeichnen, die auf 
91 regulär sind. Setzt man also z. B. 

so repräsentirt F ein der Fläche 91 zugehöriges AbeVsches Integral 
[vgl. die Definition pg. 198]. Ob nun dieses Integral F erster, zwei- 
ter oder dritter Gattung ist, hängt lediglich ab von seinen Unend- 
lichkeitspunkten. Diese Punkte sind daher weiter zu untersuchen. 
Die Pole der Functionen 9 und z liegen offenbar [vgl. (a.) 

und (y.)] 

in den Punkten c^, c^, . . . 02«, 

und in den beiden Punkten z ^= 00. 

Alle Unendlicbkeitspunkte, welche das Integral F auf der Fläche 91 
überhaupt besitzt, müssen daher nothwendiger Weise [Satz (10.) 
pg. 201] in diesen Punkten anzutreffen sein. Leicht lässt sich aber 
zeigen, dass, falls q eine der Zahlen 0, 1, 2, ... (n — 2) reprä- 
sentirt, diese Punkte (d.) keine Unendlichkeitspunkte von F sind, 
und dass also in diesem Fall das Integral F auf der ganzen Fläche 
91 gar keine Unendlichkeitspunkte hat, mithin als ein Integral erster 
Gattung zu bezeichnen ist. 

Beweis. — Bezeichnet man irgend einen der Punkte c^, c^, ... c^^ 
mit Cj, und sein Bereich mit \Xj(Cp.z) oder ^Äyjt t)i so ist offenbar: 



(i.) 
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z 



- Cj - « - y/, 



mithin dz -^ 2(t — Yj)dt. 

Die Functionen 8 und — sind auf 91 regulär und besitzen im Ponkte e. 

8 ■' 

oder (was dasselbe ist) im Punkte y. respectivo die Ordnungszahlen 1 nod 

— 1 [vgl. pg. 111]. DemgemäsB ist z. B. — auf der Fläche IL oder %j 
darstellbar durch: 



= a-y^r'-B(0, 



wo E(i) eine eindeutige, stetige und nichtv erschwindende Function vor- 
stellt. Aus diesen Formeln folgt sofort: 

qidz = *-^? - [Cj + (f - yp»]». ZE(Q . dt. 

Hieraus aber folgt weiter, üelUb q eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, . . . vor- 
stellt, mittelst des Cauchy-Taylor'schen Satzes: 

ffdz = [A, + A (f - Yj) + ^2 (£ - YjY + . . .] dt, 

wo die ^'s Constanten sind. Demgemäss besitzt also das Integral F in 
dem hier betrachteten Punkte Cj oder y. 0' =» 1, 2. . . . 2n) keinen Unend- 
lichkeitspimkt. 

Betrachtet man femer einen der beiden Punkte ^r s» oo, und bezeich- 
net das gereich desselben mit U(cx>, z) oder 9(y, f), so ist offenbar 





1 
z 


i « ">'• 


d.i. 




« - « - rr\ 


mithin 


m 


dz = -(t-Yr'di. 



Die auf 91 regulären Functionen 8 und — besitzen in dem betrachteten 

8 

Punkte z =^ oo oder (was dasselbe ist) im Punkte y respective die Ord- 
nungszahlen — n und -\- n [vgl. pg. 111]. Demgemäss ist z. B. — inDcr- 
halb U oder 91 darstellbar durch 

-l=(t_y)»^(t), 

wo E{S) eine eindeutige, stetige und nichtversch windende Function vor- 
stellt. Aus diesen Formeln folg^ nun sofort: 

ipdz = '-^'-^is^ vr^'i- 1) (f-yr"'.^(£) . dt, 

Bepräsentirt nun q eine der Zahlen 0, 1, 2, ... (n — 2), so wird der £i- 
ponent [(n — 2) — q] stets positiv sein ; sodass man also mittelst des Cancby- 
Taylor'schen Satzes erhält: 

q>dz^ [B, + B, (f - y) + B, (f - y)« + . . .] df, 

WO die B'b Constanten sind. Demgemäss besitzt also das Integral F in 
dem betrachteten Punkt ir = cx> oder £ »> y keinen UnendUchkeitspuDki 
Q. e. d. 



H 
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Wir gelangen somit zu folgendem Satz: BepräsetUiH 9fl die zur 
eindeutigen Ausbreitung der Function 

erforderliche zweiblättrige Riemann'sche Kugelfläche, und repräsentirt 
femer q eine der Zahlen 0, 1, 2, ... (n — 2), so wird das Integral 



it.) F^f 



zUz 



8 



stets ein der Flädie SR zugehöriges ÄbeVsches Integral erster Gat- 
tung sein. 

§4. 

Das Abersohe Integral in seiner Erstreoknng über irgend welche 

Curve. 

Auf der gegebeneu Fläche 91 mag irgend ein fester Punkt Zq 
markirt sein. Das^ vom Punkte Zq aus, auf der Fläche 91 längs 
einer beliebigen Cu/rve fortschreitende und schliesslich bis zu irgend 
welchem Punkt z vordringende AbeFsche Integral mag kurzweg mit 

i 

(20.) Jq> dz, 

oder, falls die gewählte Curve irgend welche bestimmte Gestalt 6 
besitzen soll, mit 

z 

(21.) ftp dz \6], respective mit f (p dz 

bezeichnet werden. Dabei ist unter der auf SR fortlaufenden Curve 
stets die Bahn eines Punktes zu verstehen, der seine Lage auf SR 
Schritt für Schritt in stetiger Weise ändert Es wird also diese 
Curve z. B. aus einem Blatt der Fläche SR in ein anderes immer nur 
beim Passiren einer Uebergangslinie gelangen können. [Vgl. (2.) 
pg. 66.] 

Bezeichnet c irgend einen Punkt der Fläche SR, und U das Be- 
reich desselben, und soll das Verhalten des Integrals (20.) innerhalb 
dieses Bereiches U untersucht werden, so markire man zuvorderst 
auf U zwei Punkte: einen festen Punkt Cq (der z. B. identisch mit 
c selber sein kann) und einen variablen Punkt z. Zieht man sodann 
eine auf 91 von Zq bis Cq fortschreitende Curve 6q, und eine auf U 

N e u m a n n , Ab«riche Integrale. 2. Aufl . 1 4 
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von Cq bis z fortschreitende Curve tf, so hat das Integral (20.) im 
Punkte z den Werth: 

9 Co Z 

fq> dz = Jq) dz [6^ + Jfpdz [6]. 

Von den beiden Integralen rechter Hand wird das erste oonstcmi, 
=^ Cq bleiben, so lange 6q ungeändert bleibt; wahrend andererseits 
das zweite 

d. i. gleich der Differenz derjenigen beiden Werthe ist, welche das 
dem Bereich U entsprechende (früher besprochene) unbestimmte Inte- 
gral F in den beiden Punkten e und c^ besitzt. Man erhalt also: 

(22.) jq> dz = C,-\- [Fj;. 

Lässt man also das Curven -Integral 

(23.) fg, dB 

mittelst irgend welcher Integratianscttrve in das Bereich U eines gege- 
benen Punktes c hineingelangen, und denkt man sich die diesem Be- 
reich U entsprechenden F- Werthe in bestimmter Weise fixirt, also da- 
selbst durch eine der beiden Formeln (6.), (8.) pg. 200 ausgedrückt, 
— so werden die Werthe, welche jenes Curven-Integrai in den einzd- 
nen Punkten z des Bereiches U annimmt, von diesen F-Werthen nur 
durch eine additive Constante verschieden sein. Diese Constante aber 
kann möglicher Weise sehr verschiedene Werthe haben, je nach dem 
Wege 6^, auf welchem das Curven- Integral ursprünglich, von Zq aus, 
in das Bereich U hineingelangt ist 

In Folge dieser Constanten ist also das Curven-Integral (23.) 
eine vieldeutige Function von z. 

Man kann aber dasselbe, durch Beschränkung seiner Integra- 
tionscurve, in eine eindeutige Function von z verwandeln, und 
zwar gelten in dieser Beziehung, falls man das sogenannte un- 
bestimmte Integral nach wie vor mit F bezeichnet, folgende Satze: 

Erster Satz. — ' Versteht man unter @ irgend einen einfach zu- 
sammenhängenden Theil der gegebenen Fläche SR, setzt man femer 
(24.) voraus, dass © entweder gar keine oder doch nur polare ünend- 
Uchkeitspunkte von F enlMlt, und markirt man endlich innerhalb @ 
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irgend einen festen Funkt Zq, so mrd das von Zq ausgehende und in 
seiner Bewegung auf @ heschränkte Integral 

Jtpdz [@] 

eine eindeutige Fufiction von z sein. Diese eindeutige Function mag 
hinfort mit F{z) bezeichnet werden: 

'25.) F(z)^fq>dz [©]. 

Zweiter Satz. — JDie in solcher Weise definirte Fwiction F{z) 
verhält sich, hinsichtlich ihrer Stetigkeit oder Unstetigkeit, in ganz ana- 
(20,) loger Weise wie das früher besprochene unbestimmte Integral F. Be- 
sitzt z. B. F auf © gar keinen Unendlichkeitspunkt, so wird F(z) 
auf © allenthalben stetig sein. 

Besitzt hingegen F auf © im Ganzen j polare Unendlichkeits- 
puhkte: c^, Cg, . . . Cj, respective mit den Ordnungszahlen fi^, f*2 • * • t^jj 
(27.) so tvird jene eindeutige Function F(z) auf © bis auf j in c^^c^,.,, Cj 
liegende Pole stetig, und in diesen Polen respective mit den Ordnungs- 
zahlen fJ^u (^29 ' ' ' i'^j ^^haftet sein. 

Dritter Satz. — Die Differenz derjenigen Werthe, welche die ein- 
deutige Function F{z) auf der Flädw © in irgend zwei Punkten z^ 
und z^ besitzt^ ist darstellbar durch die Formel: 

(28.) F{e,)-F{s,,)='jidz [©]. 

WO die Integrationscurve von z^ nach z^ auf beliebigem Wege fort- 
schreiten darf, falls nur derselbe seinem ganzen Laufe nach inner- 
halb © bleibt; une solches übrigens auch in der Formel selber durch 
das in Klammem beigefügte © bereits in hinreichender Weise an- 
gedeutet ist. 

Der Beweis dieser Sätze lehnt sich an frühere Betrachtungen in so 
einfacher Weise an, dass darüber nur einige kurze Andeutungen erforder- 
lich sind. 

Beweis des ersten Satzes. — Zieht man, von e^ aus, nach einem 
ebenfalls innerhalb @ liegenden Punkt z irgend zwei innerhalb @ blei- 
bende Curven a und <r', so bilden e und a* zusammengenommen einen 
RückkehrschniU der Fläche 6. 

S ist aber nach unserer Voraussetzung einfach zusammenhängend, und 
zerfällt daher [Satz (7.) pg. 161] durch diesen Rückkehrschnitt (<r •\- c') 
in zwei getrennte Stücke S^ und @^, von denen ©^ nur von (<r -f <^ ) ^~ 

14* 
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^enit ist. Dengenäss ergiebt liclt für da» positiv über den Rand TOn 

S, erstreckte IntegTEtl 

die Formel: 

die Integral ionen Qber <t nnd o' hineratreckt gedacht von £, nach I. X&ch 
UDHerer Voraugaetiung boH aber S jar lieine oder doch nur polare Uoend- 
tichkeitapunkte von ii* enthalten. Gleiches gilt daher aucb Ton @,. Und 
das Integral {a.) ist daher [zufolge des Satzes (18.)] gleich AuH. Dem- 
gem&SB geht die Formel (ß.) Über in 



(r-) 



r tpd! — r q>dz, Q. e. d 



Der Beweis des sweiten Satzes ergiebt aich sofort aus den zu An- 
fang dieses Paragraphg angeateUten Betrachtangen. Vgl. daaelbat nament- 
lich den Satz (38.). 

Beweis des dritten Satzes. — Markirt man innerhalb ®, anaaer f„, 
noch irgend zwei andere Punkt« e, und z,, und zieht man irgend welche 
innerhalb S bleibende und von i^ üher z, nach i, forlschTeitaide C%rre «, 
ao reprSsentiren die längs a von z^ nach (^ , respectire TOn f, Aber z, bii 
£, fortschreitenden Integrale: 



ff ds und fip dz 




die Werthe der Function F{z), (86.), in den Pnokton E, nnd z,. Die Dif- 
fereni dieser beiden Integrale iß.) ist aber offenbar nichts Anderes, als da« 
längs a voD E, nach s, erstreckte Integral. Somit ergiebt aich; 

F{z,)- FM=ßpd^- y-e. d. 

Es bleibt noch Übrig, die Werthe der eindentigen Functioo 
F{/) am Bande von @ zu uotereucheo. Eiiie derartige Unterauchong 
ist allerdings im Allgemeinen unmöglich, wohl aber dann, wenn 
der einfach zusammeahängende Flächentheil @ aus einem m^rfach 
zusammenhängenden Flächentheile durch irgend welche Sdiniüe ent- 
fitanden ist. Alsdann nämlich ist die Beziehung zu untersuchen 
/wisilnu den Werthen der Function F(z) an den beiden Ufern eines 
sokliHd Schnittes, und man gelangt in dieser Beziehung zu folgen- 
den RiL'sultaten: 

Vierter Satz. — Der bisher betmchiefe einfach eusammmkängende 
FliicJimtlieü © sei atis einem mehrfach xusammenhängenden Flüclien- 
thrii fiurch Aitsftikrung irgend welcher Schnitte entstanden. Dieses 
Sehvilliirfz mag im Garnen aus v unvur zweigten SchniHstrecken ff,, 
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tfjj, . . . tfy bestehen; und jede solche anverzweigte Schnittstrecke tfx w«^ 
als ein Strom von bestimmter (willkürlich festgesetzter) Richtung an- 
gesehen werden. Bezeichnet man alsdann die WertJie der eindeutigen 
Function F(z) in zwei auf dem linken und rechten Ufer des Stromes 
0^ einander gegenüberliegenden Punkten X und q mit F{k) und F{q)} 
so unrd die Differenz 
29.) F(A) - i^(p) = Ax 

einen Werth besitzen, der längs Ox constant ist. 

Fünfter Satz. — Besitzt das in Bede stehende Schnitt- oder Strom- 
netz 0^, 0^, . . 0y irgend "welche Knotenpunkte, so finden zwischen 
den Constanten A^, Ag^ . . . Ay getvisse Belationen statt. Betrachtet 
^30.) man nämlich die in irgend einem solchen Knotenpunkte imsammenstossen- 
den Ströme, und unterscheidet man einerseits die daselbst einfliessen- 
den, andererseits die von dem Punkte fort fliessenden Ströme, so ist 
die Summe der in den erstem vorhandenen A's stets ebenso gross, tvie 
die Summe der in den letztem vorhandenen A's. 

Beweis des vierten Satzes. — Es sei a irgend einer jener unver- 
zweigten Ströme a^, ff,, ... a^. Femer seien X, X' irgend zwei Punkte 
seines Unken, und q, q' die gegenüberliegenden Punkte des rechten Ufers: 

iL r 



Q 9' 

Alsdann ist nach (28.): 

X' 



(ß-) 



F(9')-F((,) ^ßdz [©], 



wobei die Integrationscurven innerhalb @ ad libitum zu wählen sind. Dem- 
gemäss kann man z. B. die Curve X ... X' mit der linken, ebenso die Curve 
Q , . . q' mit der rechten UferHnie von a zusammenfallen lassen. Thut 
man aber dies, so werden die beiden Integrale unter einander identisch; 
denn q> und e sind nicht nur auf @, sondern auch auf 91 selber überall 
eindeutig, und besitzen also in je zwei zu beiden Ufern von ö einander 
gegenüberliegenden Punkten einerlei Werthe. Demgemäss ergiebt sich aus 
(ff.), (ß,) sofort: 

(y.) F(V) - F{1) « F{q') - F(p), 

oder, was dasselbe ist: 

(«.) Fix') - F(g) - F{X) - F{q). Q. e. d. 

Beweis des fünften Satzes. — Wir betrachten der Einfachheit willen 
zuvörderst einen Knotenpunkt aßy, in welchem nur drei der Ströme «r^, 
(T,, . . . ffy zusammenstossen. Diese drei mögen mit a, a\ c" und die zu- 
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gehörigen A*8 mit A, A', A" bezeichnet seiD. Nehmen wir überdiefl an, 
dass j^.nach der Stelle «ßy ^mfliesst, hingegen a\ a" von aßy /brifliessen: ^ 



(*•) 



(*.) 




80 ergeben sich [zufolge des schon bewiesenen Satzes (29.)] die Formeln: 

A = F(i.) -F{9 ) - F(tt} - F{ß), 
A' = F(l') _ F(9') = F(v) - F(ß), 
A" = F(l") - F{(f") = Fia) - F(y). 

Denn die Ströme u, a\ a\ sind unendlich schmal zn denken; sodass also 
die drei Punkte a, ß, y einander unendlich nahe liegen, mithin z. B. 7 
und ß als zwei Punkte angesehen werden dtirfen, die, ebenso wie 1' und q\ 
zn beiden Ufern des Stromes a' einander gerade gegenüber liegen. Aus den 
Formeln (e.) folgt nun aber sofort: 

A =» A' + A". Q. e. d. 

Dass man den Satz in analoger Weise auch für solche Knotenpunkte zu 
beweisen im Stande ist, in denen beliebig vide der Ströme a^ , 0,, . . . 0^ 
mit einander zusammenstossen, bedarf kaum der Erwähnung. 



§5. 

Das Abersohe Integral erster Gattung. 

Ist 9 >=s 9(j?) auf der gegebenen Riemann'schen Kugelfläche 
regulär, d. i. eindeutig und bis auf eineeine Pole stetig, so heisst das 
Integral 

F = f(pde 

ein AbeFsches lutegral [vgl. die Definition pg. 198]. Ist nun ins- 
besondere die Function 9 von solcher Bescliaflfenheit, dass F auf 9i 
gar keine Unendlichkeitspunkte hat, so heisst das lutegral ein Abel- 
sches Integral erster Gattung [vgl. pg. 205]. 

Gleichzeitig aber wird alsdann den im vorhergehenden Para- 
graph an @ gestellten Bedingungen (24.) Genüge geschehen durch 
jeden beliebigen einfach zusammenhängenden Theil der Fläche 91, 
also z. B. auch Genüge geschehen, wenn man für 91 diejenige ein- 
fach zusammenhängende Fläche %ii,e nimmt, in welche 9i durch die 
Riemann'schen Schnitte 



M 
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«i; 


«2» 


Oj,, . 


. . rtp, 


61, 


62, 


^87 • ■ 


• ^»1 




^; 


Cg, . ., 


. . Cp, 



sich verwandelt [ygl. die Bemerkung pg. 185]. Man gelangt somit, 
auf Grund der im vorhergehenden Paragraph aufgestellten fünf Sätze, 
zu folgendem Resultat: 
Bepräsentirt 

F = Jtpdz 

ein AM'sches Integral erster Gattung, besitzt mithin das unbestimmte 
Integral F auf SR gar keine Unendlichkeitspunkte, so unrd die durch 
die Formel 

definirte Funäion F{z) auf der Fläche Süabc überall eindeutig und 
stetig sein, Ueberdies unrd alsdann diese Function F(ß) in den Schnitten 

Oll ög, 0^3, . . . Op, 



Oij t>2y O3, ... Öj 



'P9 



^21 ^8> • • 1 ^Pf 



mit constanten Differenzen behaftet sein; was angedeutet sein mag 
durch die Formeln: 

längs ax: F{k) — F(q) — Ax, 

(31a.) längs b,: F{k) - F{q) == Ih, 

längs Cni F{X) - F{q) = Ox = 0. 

Diese drei Formeln bedürfen aber noch eines genaueren Beweises. Nament- 
lich wird dabei auch darzuthun sein, dass die Constcmte Cx in der letz- 
ten Formel stets ^==0 ist. 

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht, falls man nnr die geometrische 
Configaration der Schnitte a,b, c sich vergegenwärtigt [vgl. namentlich 
die Fignr pg. 184]. Der Schnitt a| besitzt nämlich [wie jene Figur zeigt] 
nur einen Knotenpunkt. Dieser wird hervorgebracht durch das Zusammen- 
treffen von Oj mit bi , und mag daher mit (Oj , bi) bezeichnet sein. Der 
Schnitt Oj repräsentirt also eine einzige unverzweigte Schnittetrecke, die 
von diesem Knotenpunkt (Oi, b^) ausgeht und schliesslich wieder in den- 
selben zurückkehrt. 

Der Schnitt b^ hingegen besitzt zwei Knotenpunkte (b^ , aj) und {b^ , c,), 
und bestellt also aus zwei unverzweigten Schnittstrecken, welche &/ und 
bi" heissen mögen [vgl. die folgende Figur]. 

Endlich repräsentirt der Schnitt c, nur eine un verzweigte Schnitt- 
strecke^ welche vom Knotenpunkt (c,, &|) fortläuft zumKnotenpunkt (c,, o^). 
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Bezeichnet man nun die diesen nnverzweigten Strecken: 

«II W ^"> ß» 
entsprechenden Differenzen der Function F{z) respective mit: 

At -^11 ^i"» ^a» 
so sind A^, B,', B/', C^ lauter CWs/anf^ [nach (29.)]. Auch werden 
zwischen diesen Gonetanten [zufolge des Enotenpunktgesetzes (30.)] die 
Relationen stattfinden: 



(«■) 



m 



A 


+B.' 


= 4, 


+ B.", 




b;- 


"B, 


'+C,; 


woraus sofort 


folgt: 




By 


= B, 


1 t 




c. 


= 0. 






(y) 



(»•) 



(32.) 



Bezeichnet man also 
den gemeinschaftlichen 
Werth der Constanten 
B/ und B^" kurzweg 
mit Bj , so werden die 
Differenzen von F{z) 
in den Schnitten 

[zufolge (^.)] respective dar^stellt sein durch 

wo ^1 und J?i Constanten sind. 

Analoges ergiebt sich nun, wenn man in entsprechender Weise weiter- 
geht, zunächst für o,, 6,, Cg, sodann für a^, &g, c«, hierauf für a^, 6^, c^ 
u. s. w. — Q, e, d. 

Da nun also die Ck sämmtlich = sind, mithin zu beiden 
Ufern des Schnittes Cx (x = 2., 3, . . . p) gleiche Werthe der Function 
F(0) sich vorfinden, so wird die Function F{e) nicht nur auf Siaic? 
sondern auch auf ytai> eindeutig und stetig sein. Dabei ist unter 
9ia6 diejenige Fläche zu verstehen, in welche 9i bloss durch Aus- 
führung der Schnitte 

a^j ßjj, ^3, . . . cipf 

Olj O^y O^y , . , üp 

sich verwandelt [wie solches schon früher festgesetzt wurde, vgl. 
die Bemerkung pg. 185]. 

Auch übersieht man leicht, dass diese durch die Formel 

F{z)=Jq>dz [3i«,c] 
definirte Function F{z)y weil sie eben zu beiden Ufern der Schnitte 
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Cx (x = 2; 3, . . . ^) einerlei Werthe hat, völlig ungeäDdert dieselbe 
bleiben wird, einerlei, ob man der in (32.) angegebenen Integra- 
tionscurve J^^J . . . eine üeberschreitung der Schnitte Cx (wie bisher) 
verbietet, oder aber gestattet. Mit andern Worten: Die durch die 
Formel (32.) definirte Function F(/) wird völlig ungeändert bleiben, 
wenn man in jener Formel die Note [9la6c] durch [^ab] ersetzt. 
Demgemäss kann man den vorhergehenden Satz (31.) auch so aus- 
drücken: 

Theorem. — Bepräsentirt 

F = Jq>dz 

ein AheVsches Integral erster Gattung, so ivird die durch die Formel 

(33.) F{z)^Jfpdz [3ta*] 

definirte Function F{z) auf der Fläche 9la* überall eindeutig und 
stetig sein. 

Mit andern Worten: Sie wird auf der unversehrten Fläche 9t 
überall eindeutig und stetig sein, mit alleiniger Ausnahme der Curven 
a*, bn (x = 1, 2, . . . p). Ueberdies unrd sie in diesen Curven mit 
Constanten Differenzen behaftet sein: 

längs a^i F{k) — F{q) = A^, 

längs bxi F(X) ^ F(q) = Bx. 

Zwischen diesen vorläufig ganz unbekannten Constanten Ax, Bx findet 
übrigens, wie später gezeigt loerden soll, eine gewisse gegenseitige Be- 
ziehung statt. 

Die in dem vorstehenden Theorem angegebenen Eigenschaften 
des Integrals erster Gattung sind charcdUeristiscJier Natur. In der 
That wird jedwede mit diesen Eigenschaften behaftete Function ein 
Integral erster Gattung repräsentiren. Um diese Behauptung ge- 
nauer zu formuliren und zugleich zu beweisen, stellen wir uns fol- 
gende Aufgabe: 

Auf der gegebenen Fläche 9i sei irgend eine unbekannte Func- 
tion f(z) ausgebreitet, von welcher indessen vorausgesetzt werden 
soll, dass sie auf^, mit Ausnahme der Curven a«, bx (x = 1, 2, . . . jp), 
(34.) eindeutig und stetig, und in jenen Curven mit irgend welchen con- 
stanten Differenzen behaftet ist Auf Grund dieser wenigen An- 
gaben soll die Beschaffenheit der Function f(z) näher untersucht 
werden. 
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Auch dieses Theorem ist umkehrbar durch Betrachtungen^ die 
denen im vorhergehenden Paragraph völlig analog sind. Man ge- 
langt in solcher Weise, wenn man beide Sätze , den directen and 
den umgekehrten, zusammenstellt, zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen Fläche 9t entsprechende ele- 
(41.) mentare AbeVsche Integral zweiter Gattung repräsentirtj bei gehö- 
riger Einschränkung seiner Integrationscurve, eine Fundion von z, 

welche auf^ eindeutig und stetig ist, mit Ausnahme eines Poles 
c erster Ordnung und mit Ausnähme der Curven a«, 6x (x == 1, 2, . . . p), 

wdcfie femer im Bereich U (c, e) oder Sl (y, g) des Poles c den 
Werth hat: 

T— — |- (eindeut stetige Fun ct. von g), 

und lodche endlich in den Curven a^, &x (x = 1, 2, . . . p) mii 
Constanten Differenzen behaftet ist. 

und umgekehrt: Jedwede Function f{e), welche auf 9i die eben 
(42.) genannten Eigenschaften besitzt, ist ein elementares AbePsches Integral 
zweiter Gattung. 

§ 7. 
Das elementare AbeVsohe Integral dritter Glatttuig. 

Die auf 9i reguläre Function ip =^ q){z) sei von solcher Be- 
schaffenheit, dass das Integral 

F= fq)dz 

ein elementares AbeFsches Integral dritter Gattung repräsentirt. 
Alsdann besitzt das unbestimmte Integral F auf der Fläche 91 im 
Ganzen nur zwei, und zwar rein logarithmische Unendlichkeitspunkte, 
welche c^ und Cg heissen mögen. Auch wird alsdann der Werth von 
F in den Bereichen Ui(Ci, z), Vi^^c^, z) respective Sli(yi, S), ägCy^, 5) 
dieser Punkte darstellbar sein durch die Formeln 

J' = — log (t — yi) + (eindeut. stet. Funct. von £), 
2^ == + log (t — yg) + (eindeut. stet. Funct. von g); 

[vgl. die Definitionen auf p. 206]. Demgemäss ergiebt sich [zufolge 
des Satzes (9.) pg. 200]: 



(43.) 



(44.) 



J dF = J ipdz == —27ci, 
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Wollen wir nun das gegenwärtige Integral dritter Gattung in 
ähnlicher Weise behandeln^ wie in den vorhergehenden Paragraphen 
die Integrale erster und zweiter Gattung, so müssen wir zuvörderst 
die fünf Sätze pg. 210 — 213 auf das gegenwärtige Integral F 
und die Fläche 91 anwendbar zu machen suchen. Zu diesem Zwecke 
aber wird es erforderlich sein, die Fläche 9t wieder in ^tabc zu ver- 
wandeln, und überdies die beiden Unendlichkeitspunkte c^ und Cj 
durch geeignete Schnitte abzutrennen. 

Dabei mag der Bequemlichkeit willen zuvorderst angenommen 
sein, dass q und c^ gewöhnliche Punkte (keine Windungspunkte) sind. 
Wir construiren alsdann auf der Fläche 9ta6c einen von c^ über c^ 
bis zu irgend einem Randpunkte d der Fläche laufenden schmalen 
Flächenstreifen, welcher bei c, und c^ kleine kreisförmige Erwei- 
terungen besitzt, bezeichnen die von q nach c^ und von c^ nach d 
gehenden Theile dieses Streifens respective mit 2 und m, und das 
nach Absonderung des Streifens (l + wi) noch übrig bleibende Stück 
der Fläche ^abe mit 

Diese Fläche ist ofTenbar (ebenso wie %tbc) eine einfadi zusammen' 
Jtängende. Auch besitzt das vorgelegte Integral F auf dieser Fläche 
gar keine Unendlichkeitspunkte. 

Die früher in (24.) pg. 210 an @ gestellten Anforderungen sind 
daher vollständig erfüllt, wenn mau für ® diese neue Fläche ^ahcim 
nimmt. Auf Grund der dortigen fünf Sätze pg. 210 — 213 gelangt 
man daher, wie leicht zu übersehen, zu folgendem Satz: 

Rq^räsentirt 

F^ Jfpdz 

ein elementares AbeVsches Integral dritter Gattung mit den beiden 
Unendlichkeitspunkten c^ und c^, so wird die durch die Formel 

'•16.) F{g)=JtpdZ [9fl„»c/;„] 

definirte Function F{e) auf der Fläcde %ihcim Überall eindeutig und 
stetig sein. Ueberdies wird alsdann diese Function F{z) in den 
Schnitten*) 

*) Es wird kein Missverständniss hervorbringen, dass der Bachstabe c hier 
in verschiedenen Bedeytangen gebraucht ist, nilmlich einerseits zur Bezeich- 
nung der beiden Unendlicbkeitspunkte , und andererseits zur Bezeichnung der 
Schnitte c,, c,, . . . Cp. 
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^U ^} «3> 



a 



pj 



• ^1 > ^2^ ^8> • • • ^py 

und ebenso auch in den Schnitten 

l und m 
mit Constanten Differenzen behaftet sein, was angedeutet sein mag 
durch die Formeln: 

längs a,: F{k) — F{fi) = A, 

längs hni F{k) - F{q) = B,, 

(47.) längs c,: F{X) - F{ß) = Cx = 0, 

längs l: F(l) — F(q) = i, 

längs m: F{k) - F{q) = 3f. 

Dass nämlich Ax, Bxf Ox, L, M wirklich Constanten, und dass 
insbesondere die Cx sämmtlich = sind, ergiebt sich in genau der- 
selben Weise, wie Analoges früher bei dem Satz pg. 215 bewiesen 
wurde. Ueberhaupt ist der gegenwärtige Satz, seiner Ableitung und 
seinem Inhalt nach, mit jenem früheren Satz völlig parallel. 

Um die Werthe der Gonstanten L, M näher zu bestimmen, be- 
merken wir zuvörderst, dass die Differenz derjenigen Werthe, welche 
F{z) in irgend zwei Punkten z^ und z^ der Fläche %ihctm besitzt, 
darstellbar ist durch die Formel 

(48.) F{z,) — Fiz,) ^ fg> dz [9l«6c/m], 

[vgl. (28.) pg. 211], wo die Integrationscurve z^ . . . z^ innerhalb der 
Fläche ^abcim jeden beliebigen Lauf nehmen darf. Die folgende Figur 
mag nun die beiden Unendlichkeitspunkte c^, c^ und den Schnitt 




(l + m) mit seinen beiden kreisförmigen Erweiterungen vergegen- 
wärtigen. Dabei bezeichne die Linie ss ^inen kleinen Theil der 
Randcurve von ^ahc Betrachtet man die um ^^ beschriebene kleine 
Kreisfläche als das Bereich U^ dieses Punktes Cj, so erhält man: 
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b 

die Integration von a aus [in der Richtung des angegebenen Pfeiles] 
längs der Kreisperipherie fortlaufend gedacht bis zum Punkte h. Diese 
Integrationscurve a . , .b bleibt also ihrem ganzen Laufe nach inner- 
halb der Fläche %ii,cimf oder vielmehr am Bande derselben. Zufolge 
(48.) hat daher das Integral (49.) rechter Hand den Werth 

F{b) - Fiay, 
sodass man erhält: 

->0.) f^9 dz [F{a) - F(6)]. 

In analoger Weise ergiebt sich, was das Bereich Ug des Punk- 
tes c^ betriflFt, die Formel: 

r>l.) J <pdz = jq> dz + /(gp dz, 

die Integrationen längs der Kreisperipherie hinerstreckt gedacht von 
a nach ß und von y nach 8 [in der Richtung der in der Figur an- 
gegebenen Pfeile]. Zufolge (48.) sind aber die in (51.) rechter 
Hand stehenden Integrale 

= F{ß) — F{a), respective = F{8) — i^(y); 

sodass man erhält: 

^ J^,p dz = F{ß) - F{a) + F{8) - F{y), 

oder^ was dasselbe ist: 
;r,2.) S^V äz = [Fifi) - JP(y)] - [F(«) - F(d)\- 

Beachtet man jetzt die Bedeutungen der Constanten L, M (47.), 
so ergiebt sich mit Rücksicht auf die vorstehende Figur sofort: 

[F(a) - F{h)] = [F(ß) - Fir)] = L, 

[Fia) - F{d)] = M, 

sodass also die Formeln (50.), (52.) die Gestalt annehmen: 

r g> dz = — L. 

(n3.) y^' 

I w dz = + L — M. 

Hieraus aber folgt weiter, falls man für die Integrale linker Hand 
ihre Werthe (44.) substituirt: 

- 27ti ==-!,, 

+ 2ni = + L — M; 
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sodass man also schliesslich erhält: 

(55.) L = 2m und M=0. 

Da nun [nach (47.) und (55.)] sämmtliche (7x (« = 2, 3, jp) 

und ebenso auch M Null sind, mithin die Werthe der Function F(z) 
zu beiden Ufern der Schnitte Cx (x == 2, 3, . . . p) und m einander 
gleich sind, so wird diese Function F(/) nicht nur auf Siaftciw, son- 
dern auch auf 91^6 < eindeutig und stetig sein. Dabei haben wir von 
der letztgenannten Fläche 
(56.) SSiati 

ein« deutliche und einfache Vorstellung. Denn sie entsteht ans der 
bekannten Fläche 91^6 durch Ausführung des von q nach c^ laufen- 
den Schnittes l und durch Abscheidung zweier kleinen um c^ und 
^2 beschriebenen Kreisflächen. 

Gleichzeitig lässt sich übrigens die durch die Formel (46.): 

(57.) F{0)=fq>dZ matclrn] 

gegebene Definition der Function F(0) ebenfalls vereinfachen. Da 
nämlich F(js) zu beiden Ufern der Schnitte Cx (x = 2, 3, . . .p) und 
m einerlei Werthe hat, so wird diese Function F(z), wie man so- 
fort übersieht, ungeändert dieselbe bleiben, falls man in ihrer Defi- 
nitionsformel (57.) die Note [SRatcJm] durch [%»bi] ersetzt. 

Mit Rücksicht auf all' diese Betrachtungen, namentlich auch 
mit Rücksicht auf (55.), können wir nun schliesslich dem vorher- 
gehenden Satze (46.), (47.) folgende einfachere Gestalt geben: 

Repräsentirt 

F = f<p de 

ein elementares AbeVsches Integral dritter Gattung mit den beiden 
UnendliMceitspunkten Cj und c^, so wird die durch die Formel 

(58.) F(z)=fq>dz [3iaM] 

*0 

definirte Function F(z) innerhalb der Fläche ^abi überaü eindeutig 
und stetig sein, überdies aber in den Schnitten a^, bx (x = 1,2, . . .p) 
und l mit constanten Differenzen behaftet sein: 

längs a^i F(k) — F(q) = An, 
(59.) längs b,: F{1) - F{q) = Ä, 

längs l: F{X) - F{q) = 2%L 



GO.) 
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Die Fläche ^tabi besitzt [vgl. (56.)] bei c^ und c^ kleine kreisförmige 
Oeffnongen. Lässt man die Radien dieser Oeffnungen kleiner und 
kleiner werden, so wird der vorstehende Satz dabei ungeändert in 
Kraft bleiben. Eine solche weiter und weiter fortschreitende Ver- 
kleinerung der genannten Oeffiiungen wird den Effect haben, dass 
die in der Definitionsformel (58.) auftretende Integrationscurve 
Hq , . . alsdann näher und näher an die Punkte c^ und c^ heran- 
zukommen, also in die Bereiche U^ und U^ dieser Punkte c^ und c^ 
tiefer und tiefer einzudringen vermag. 

Die Werthe aber, die in solcher Weise für die Function F(0) 
in jenen Bereichen U^ und Ua sich ergeben, können von den dor- 
tigen Werthen des unbestimmten Integrals F (43.): 

jP = — log (g — yi) + (eind. stet Funct. von g) 
F = -|- log (g — y,) + (eind. stet. Funct. von g) 

nur durch irgend welche additiven Gonstanten verschieden sein; wie 
solches aus einem früheren Satz [(23.) pg. 210] sofort sich ergiebt. 
Der letzte Satz (58.) gewinnt daher, falls man die in Rede 
stehenden kreisförmigen Oeffnungen der Fläche ^abi unendlich klein 
werden lässt, folgende Gestalt: 

Theorem. — Bqoräsentirt 

F '=Jq)d0 

ein elementares AbeTsches Integral dritter Gattung mit den beiden 
Unendlichkeitspunkten c^ und c^, und denkt man sich in der gegebenen 
Fläche ?Raft irgend welchen von c^ nach Cg laufenden Schnitt l ausge- 
führt, und die so entstefiende neue Fläche mit ^abi bezeicJmet, so unrd 
die durch die Formel 

(61.) Fiz) = f<p de [%,i,-\ 

«0 

definirte Function F{z) auf der unversehrten Fläche 9i, mit Ausnahme 
der Punkte c^ Cg, femer mit Ausnahme der Curven a«, 6x (« = 1, 2, . . . p) 
und der Curve l, eindeutig und stetig sein. In den Bereichen 

lliC^n^); '^(<^f^) öefer %i(yi,i)y %{Y2,t) der Punkte c^, c^ wird 
diese Function darstellbar sein respective durch die Formeln: 

(62 ^ ^^^^ ^ ~ ^^^ ^^ ~ ^^^ "*" ^^^^' ^^^ Funct. von g), 

^ '^ F{z) = + log (g — yO + (eind. stet Funct. von g). 

Andererseits urird dieselbe in den Curven a», &« (x «= 1, 2, . . .jp) und 
l mit Constanten Differenzen behaftet sein: 

Neu mann, Abel'aohe Integrale. 2. Aufl. 15 
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längs a^i F{k) - F{(f) = A^, 
(63). längs b, : F{1) — F{q) = B,, 

längs l : F{X) — F(q) == 2«e. 

Dabei sind, was die letzte Formel betrifft^ das linke und rechte Ufer 
des Schnittes l in völlig bestimmter Weise definirt. Denn nach uns^er 
Festsetjsung solUd^ Schnitt l von c^ nach c^ laufen, 

Ergänzimg. — Der vorstehende Satz ist bisher eigentlich erst für 
den Fall bewiesen worden , dass C| nnd c^ gewöhnliche Punkte (keine Win- 
dungspunkte) sind. 

Sind Ci , c, Windnngsponkte der Fläche 9i , etwa c^ ein funfblättriger, 
nnd Cg ein zehnblättriger Windnngspnnkt [also der eine Ton der vierten, 
der andere von der neunten Ordnung], so kann man zunächst diese beiden 
Punkte von der Flache ^^bc o^^ondem durch zwei Bückkehrschnitte, von 
denen der eine das Bereich U| des Punktes Cj , der andere das Bereich tt, 
des Punktes c, umläuft; sodass also diese Schnitte respective fünf und 
zehn volle Umgänge machen^ bevor jeder derselben in sich zurückläuft 
Das nach Absonderung dieser Bereiche U| und U, noch übrig bleibende 
Stück 9i* A^ ^^^ Fläche 9%^.^ besitzt alsdann im Ganzen drei Randcurven. 
Zwei derselben sind dargestellt durch die genannten beiden Backkehr* 
schnitte; sie mögen s^ und «, heissen; während die dritte Bandcurve iden- 
tisch ist mit der ursprünglichen Bandcurve 8 der Fläche ^^bc 

Man construire jetzt in der Fläche 9i*^^g zwei Querschnitte, von denen 
der erste l von irgend einem Punkte der Bandcurve 8^ zu irgend einem 
Punkte der Bandcurve «, hinläuft; während der andere m irgend swei 
Punkte der Curven ^ und « mit einander verbindet. 

Bezeichnet man nun die neue Fläche, in welche ^*„».^ durch Aus- 

» aoc 

führung dieser beiden Schnitte 2, m sich verwandelt, mit 

SO kann man auf diese letztere Fläche Schritt für Schritt genau dieselben 
Betrachtungen anwenden, welche vorhin [als q, c, gewöhnliche Punkte 
waren] auf die damalige Fläche ^ai,ciff^^ angewendet wurden. In solcher 
Weise überzeugt man sich dann leicht davon, dass der vorstehende Satz 
(61.) t (62.), (63.) ganz altgemein gültig ist, einerlei > ob Cj, c^ gewöhnliche 
Punkte oder Windungspunkte vorstellen. 

Das gefundene Theorem (61.), (62.), (63.) ist wiederum «iii- 
kehrbar, und zwar durch Betrachtungen, die denen auf pg. 217, 218 
analog sind. Man gelangt in solcher Weise, falls man schliesslich 
beide Sätze, den directen und umgekehrten zusammenstellt, zu 
folgendem Resultat: 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen Fläche 91 entsprechende ele- 
(64.) mentare AbeVsche Integral dritter Gattung repräsentirt, bei gehö- 
riger Einschränkung seiner Integrationscurve, eine Function von 0, 
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welche auf 9i eindeutig und stetig ist, mit Ausnahme aweio' 
Punkte c^ und c^, einer von c^ nach c^ laufenden Linie l und der 
Curven a», bg (x = 1, 2, . . .p), 

welche femer in den Bereichen Vi^{c^, z), Vi^{c^ya) oder %i{yi, £), 
^2(^3; i) ^ Punkte c^, c^ die Werthe besitzt: 

— log (g — yj + (eind. stet Punct. von f), 
+ log (5 — 72) + (eiöd. stet. Punct. von g) , 

und u^lcJie endlich längs der Linie l mit der constanten Dif- 
ferenz 2%i, und längs der Curven a«, 6« (x = 1, 2, . . .^) Aenfalls 
mit constanten Differenzen behaftet ist 

Und nmgekehrt: Jedwede Function f{z), u?elche auf 91 die ge- 
1^(>5.) nannten drei Eigenschaften besitzt, ist ein elementares AbeVsches Inte- 
gral dritter Gattung, 

§8. 

Das allgemeine Abersohe Integral. 
Das allgemeine Abersche Integral 
(1.) F=^fq>dg 

besitzt auf der gegebenen Fläche 9i beliebig viele Unendlichkeits- 
punkte. Von diesen mögen die polaren mit 

(2.) c\ c", c'" . . . c(^, 

andererseits aber die logarithmischen oder logarithmisch-polaren mit 

(ö.) ^; ^2; ^S> • • • ^-^ 

bezeichnet werden. Alsdann findet bekanntlich zwischen den den 
Punkten c^, c^, c^, , , , Cj entsprechenden Logarithmus-Goefficienten 
A|; A2, Ag, . . . Aj die Relation statt: 

(4.) A, + A, + A, + ...A/ = [vgl. (19a.) pg. 204]. 

Dieses ctUgemeine Abersche Integral kann nun in analoger Weise 
behandelt werden ; wie das Integral erster Gattung und die elemen- 
taren Integrale zweiter und dritter Gattung. Wir können uns dem- 
gemäss hier beschränken auf eine kurze Andeutung der in solcher 
Weise sich ergebenden Resultate. 

Man führe in der Pläche 9la& einen von o^ über c^, c^ u. s. w. 
bis Cj fortlaufenden Schnitt { aus und bezeichne die in solcher Weise 
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sich ergebende neue Fläche mit ^abi- Alsdann wird die durch die 
Formel 

(5.) F{d)=ßpdZ [»la6d 

definirte Function F{z) auf der unversehrten Fläche SR, mit Aus- 
nahme der Punkte ^i; ^29 ^; * • • ^/^ femer mit Ausnahme der Linie / 
und der Curven a^y bx{x ^^ 1,2, .. .p), eindeutig und stetig sein. 

Bezeichnet man irgend einen unter den Punkten c^yC^jC^y O 

kurzweg mit c, so wird diese Function F(js) im Bereich Vi{c,z) oder 
%{y, £) dieses Punktes c darstellbar sein durch eine Formel von der 

Gestalt: 

B<^> . B^*^ . . B(*> 



(6.) 



4- f eindeut. stet. Function von t) 



+ (eindeut. stet. Function von f) 

wo A und B^^\ B^*^, . . . 8^*^ Cons tauten sind, und zwar reprasen- 
tirt das A der Reihe nach die schon in (4.) erwähnten Gonstanten 
Aj; Aj, A3, . . . Ay, je nachdem der betrachtete Punkt c identisch ist 
mit C|, Co« c^j m • • Cj» 

Femer gelten, wenn man die von den Punkten c^, c^, (^,,..€j 
interceptirten einzelnen Strecken der Curve l mit l^^, ^23; ^4> • • • '^-it/ 
bezeichnet, die Formeln: 

längs «1,: F{X) — F{q) 2yci A^, 

längs l^: F(X)^F(q) 2jci{A, + A,), 

(7.) längs k^: F{k)-^F{Q) = -2^i{^, + ^, + ^,), 



s Ij^i^j: F(k) — F{q) 2Äi(Ai + Ag + A3 + . . . A^,), 

wo wiederum die A's dieselben Constanten sind, wie in (4.). 

Endlich wird die Function F{0) mit constanten DiflFerenzen auch 
in den Curven «x, 6x (x = 1, 2, . . . jp) behaftet sein: 

längs a,: F{k)-F{Q) = Än, 
^ ^^ längs b,: F{k) - F{q) = B,. 

Bemüht man sich, all' diese Eigenschaften des Integrals (1.) 
in möglichst einfacher Weise zusammenzufassen, so gelangt man 2U 
folgendem 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen Fläche SR cntspreAenäe 
(9.) Abd'sche Integral repräsentirt, bei gehöriger Einschränkung seiner Inie- 
grationsGwrve, eine Function von z, 
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ivelche auf^ eindeutig und stetig ist, mit Ausnahme einzelner 
Punkte und Linien, 

welche femer in jedem solchen Ausnahmepunkt entweder eine po- 
lare, oder eine logarithmische , oder eine logarithmisch-polare 
Unstetigkeit besitzt , 

und welche endli(Ji in jeder Ausnahmelinie mit einer constanten 
Differenz behaftet ist 

Und timgekelirt: Jedtvede Function f(z), toelche auf 91 die ge- 
10.) nannten drei Eigenschaften besitzt, ist ein AbePsches Integral, — Die 
Betrachtungen, welche vom directen Satze aus zu diesem umge- 
kehrten Satze hinleiten y sind analog mit den früheren Betrachtungen 
pg. 217, 218. 

Beispiel. — Repräsentirt f ^a f(z) eine auf fÜ reguläre Function, und 
bezeichnet man die Pole und Nullpunkte dieser Function f promiscue in 
irgend welcher Reihenfolge mit Oj , c, , Cg , . . . c^, ferner die dortigen Ord- 
nungszahlen von f mit ft| , ft, , fig , . . . ft^^, so besitzt bekanntlich [Satz ({;.) 
pg. 205] das Integral 

(a.) F^f^^fdlogf 

auf der Fläche 91 nur rein logarithmische ünendlichkeitepunkte. Auch sind 
diese Punkte [zufolge jenes Satzes] identisch mit c, , c, , c^ , • . . C/, und 
die diesen Punkten entsprechenden Logarithmus - Goefficienten des Inte- 
grals F identisch mit ^4 , ft, , ^, , . . . ft^ . 

Will man also die Betrachtungen des gegenwärtigen Paragraphs auf 
dieses Integral F (a.) in Anwendung bringen, so hat man zuvörderst in 
der Fläche 91^^ einen von c^ über c^, c, etc. bis Cj laufenden Schnitt l 
auszuführen, und die so entstehende neue Fläche mit fH^f,; zu bezeichnen. 
Alsdann wird die durch die Formel 

(b) . F(z)-f^^fd\ogf [»„J 

definirte Function F(z) auf der unversehrten Fläche ffi eindeutig und stetig 
sein, mit Ausnahme der Punkte c,, Cj, C3, ... c^, femer mit Ausnahme 
der Curve l, endlich mit Ausnahme der Curven a^, &^(x =3 1, 2, . . . p). 

Femer wird diese Function im Bereich Vi(Cj, z) oder 9[(y., t) eines 
jeden Punktes c. (j »i 1, 2, 8^ . . . c7^ darstellbar sein durch die Formel 

(c.) F (z) =» fij log (t — yj 4" (eindeut. stet. Funct. von f). 

Bezeichnet man ferner die von den Punkten C| , c, , Cg , . . . c^ inter- 
ceptirten einzelnen Strecken der Curve l mit 2|,, Z,,, 2,4, ... I/_i /, so 
werden die Formeln gelten: 
längs W. JP(X)-JP(rt = -2«f^, 

längs 1„: F(X) - F(q) 2ni {(i,, + ^), 

(d.) längs l,,: F(X)-F(rt 2«f (^, -f f*. + f^s). 

längs Ij^^j: F(X) - F(q) 2ni {(i, + (i^ + (i, . . , + (Lj_^). 



(e.) 
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Da ferner die Function F{z) [zufolge (b.)] im gegenwärtigen Fall die 

Form besitzt: 

log f(z) — log fM, 

also z. B. in zwei zu beiden Ufern des Schnittes a^ einander gegenüber 
liegenden Punkten z Werthe haben muss, die sich nur um ein ganzes Viel- 
faches von 2n% unterscheiden können, so werden die in (8.) aufgeführten 
Constanten A^^ im gegenwärtigen Fall ganze Vielfache von ^ni sein. Ana- 
loges gilt von den B^» und wir erhalten also für die Schnitte a^, 6^ 
(x =a 1, 2, . . , p) die Formehi: 

längs a^i F(X) — F{q) = 2wt M^, 

längs 6^: F(X) — F{q) = 2311 N^ , 

wo die M^^ N^ ganze Zahlen vorstellen. 

Etwas einfacher gestalten sich diese durch (b.), (c), (d.), (e.) daige 
stellten Sätze, wenn die Pole und Nullpunkte der gegebenen Function 
/*» f(^z) sämmtlich erster Ordnung sind. Alsdann ist [Satz pg. 107] 
die Anzahl der Pole ebenso gross wie die der Nullpunkte, mithin J eine 
gerade Zahl; sodass man also die Pole mit 

^ » ^8 » ^6 » • • • ^2 Ä' — 1 > 

andererseits die Nullpunkte mit 

^2 1 ^4 1 ^Ö 1 • • • ^8 A' 

bezeichnen kann. Und gleichzeitig ist alsdann: 

f*i =- f*3 = f*6 = • • • = Hk~\ = — 1» 
und 

f*s = f^4 ^ f^6 = • • ■ *= ^2Jf == + 1- 

Demgemäss verwandeln sich die rechten Seiten der Formeln (d.) altemirend 
in 29rt und 0; sodass also F{z) längs der Strecken \^, 2^^, 2^^ etc. die 
Differenz 2»t, und längs der Strecken 7,3, 2^5, l^^ etc. gar keine Differenz 
besitzt. Man gelangt daher zu folgendem Kesultat: 

Es sei f = f{z) eine auf "Si regtMre Function, deren Pole und Nuü- 
punkte sämmtlu^ erster Ordnung sind. Die Pole seien hezeicknet mit 

^11 ^8 1 ^6 » * • • ^2 A' — 1 » 

andererseits die NuUpunkte mit 

Cj» C4, Cg, . . . Cjjf . 

Construirt man nun in der Flache 9i^^ einen von q nach c, laufenden 
Schnitt 2,,, sodann einen von Cg nach c« laufenden Schnitt 2,^ etc., end- 
lich einen von c^^^i nach c^j^ laufenden Schnitt 2gjp_j gj^, und beseite 

net man die Fläche 91^^ nach Ausfuhrung dieser K Schnitte mit 
80 wird die durch die Formel 

» z 

(B.) F^z) ^J^-f = Jd log f [«^ ,„ ,. . . . ^^^^ J 

definirte Function F{z) auf der unversehrten Fläefie di eindeutig und 
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stetig sein mit Ausnahme der Punkte c,, c,, c^, . . . c^j^, der Linien Zj,, 
hi^ • • • '2A'-i,2A' ^**^ ^^^ Curven a^, &^ (x « 1, 2, . . . p), 

Fer^ner wird diese Function F{z) im Bereich M{c,, z) oder %{y., f) 
eims jeden Punktes c^. ü == 1, 2, 3, . . . 2if) darstellbar sein durch die 
Formel: 
(C.) F{z) = iL. log (f — y.) + (eindeut. stet. Funct. von i\ 

too |Li^. = — 1 oder = + 1 isi, jenachdem Cj zu den Polen oder Nüttpunk- 
ten von f gehört. Endlich toird diese Function in den Curven J,,, l^^ etc. 
und a^, b^ mit constanten Differenzen behaftet sein: 

{ längs ?,2 : F{X) — F(p) = 2 ti t\ 
längs 73,: F(X)-F{Q)r:^2ni, 



a>.) 



(E.) 



y längs l^j^_^^ 2^: F(X) — F{q) = 2ni, 

ilängs a^: F(X) — F{q) = 2ni M^, 
[längs b^ : F(X) — F(^) = 2ni A'^, 

wo die M^, N^ (x == 1, 2, . . . p) nicht naher bekannte ganze Zahlen 
vorstellen. 

Zweites Beispiel. — In ähnlicher Weise ergeben sich andere, zum 
Theil noch einfachere Sätze, so z. B. folgender: 

Es sei S irgend ein einfach zusammenhängender Theü der ge- 
gebenen Fläche % Ferner sei f(z) eine auf& reguläre Function, die auf 
@ nur einen Pol: c^ und nur einen NtiUpunkt: c, besitzt. Auch seien 
der Pol C| und der NtiÜpunkt c, beide elementarer Natur d. i. erster 
Ordnung. 

Zieht man nun innerhalb @ irgend einen von q nach c^ laufenden 
Schnitt l, und bezeichnet die Fläche @ nach Ausführung dieses Schnittes 
mit @p so wird die durch die Formel 

M 

definirte Function F(z) auf @ eindeutig und stetig sein, mit Ausnahme 
der Punkte c^, c, und der Linie l. 

Und zwar wird dieselbe im Bereidi Vi(Cj, z) oder 3l(y., f) des P«wA:- 
tes Cj (J ^^ 1 , 2) darstellbar sein durch die Formel: 

^Ü.) F{z) = (— ly log (J ~ yj) + (eind. stet. Funct. von f), 

und längs der von c^ nach c^ laufenden Linie l mit der constofUen Diffe- 
renz 2ni behaftet sein: 
^H.) längs h F(X) - ^(9) - 2ni. 

Sohlnssbemerkimg. — In diesem ganzen Capitel ist zwischen F und 
F{z) unterschieden worden. Denn während F das unbestimmte Integral 
vorstellt, repräsentirt andererseits F{z) diejenige eindeutige Fu/nction, in 
welche das Cwrven- Integral durch geeignete Beschränkung seiner Integra- 
tionscurve sich verwandelt. 
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Anwendniig der Rlemann'sclieii Ei istenz -Theoreme 
zur Untersnchnng der AbeFschen Integrale. 

§ 1. 

Anfstellimg einiger Hülfssätze. 

Die Function f = f{z) sei auf irgend einem Theil iS einer Rie- 
mann'schen Kugelfläche eindeutig und stetig. Femer repräsentire 

(A.) f=f{s)=u+iV 

die Gestalt, welche f annimmt durch Sonderung des Reellen und 
Imaginären. Solches festgesetzt, wird das positiv über den Rand 
von © erstreckte Integral 

f UdV, 

falls man @ in kleine Stücke Uj, Ug, . . . U, zerlegt, folgender- 
massen darstellbar sein: 

(B.) f^üdV=f^üdV + f^UdV+...^f^UdV, 

oder, falls man jene Stücke in ihre natürlichen Zustände 9^, ^, . . . ^(^ 
versetzt y auch folgendermassen: 

(C.) f üdV= f UdV+ f UdV+ ... + r UdV, 

die Integrationen positiv erstreckt gedacht über den Rand einer jeden 
Fläche Ux respective 8lx. 

Nach unserer Voraussetzung ist nun die Function f=ü'\'iV 
auf @, mithin auch auf Vix, und also auch auf 9[x eindeutig tmd 
stetig. Hieraus aber folgt [Satz pg. 27] , dass das Integral 

f üdV 
stets positiv oder Null ist, und überdies, dass ein Nullsein des Inte- 
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grals nur dann stattfinden kann, wenn f auf Sl», mithin auch auf 
Ux constant ist. Demgemäss führt die Formel (C.) zu folgendem Satz : 
Ist die Function f{z) = U + iV auf irgend einem Theil © einer 
Bietnann' sehen Kugelfläche SR eindeutig und stetig, so wird das in 
positiver Richtung Ober den Band von © erstredete Integral 

(D.) f^UdV 

stets positiv oder Null sein. Und zwar wird ein Nullsein dieses 
Integrals nur dann eintreten können, wenn jene Function f{z) auf ® 
allenthalben constant ist. 

Entspricht nun die Function f(i3) den Voraussetzungen der Ein- 
deutigkeit und Stetigkeit auf der ganzen Riemann'schen Eugelfläche 91, 
so kann man, bei Anwendung des vorstehenden Satzes^ den Theil @ 
grösser und grösser werden lassen, bis er schliesslich in SR übergeht In 
diesem Augenblick verschwindet alsdann die Randcurve von @ und 
mit ihr zugleich auch der Werth des Integrals (D.). Und aus diesem 
Verschwinden oder Nullsein des Integrals ergiebt sich alsdann, auf 
Grund des vorstehenden Satzes, sofort, dass f{z) auf SR alletithalben 
constant sein muss. Also der Zusatz: 
(E.) Ist die Function f{z) auf einer Biemann'schen Kugelfläche SR über- 

all eindeutig und stetig, so unrd sie eine Constante sein. 

Dies ist der schon früher [pg. 118] gefundene Satz. Wir haben 
jetzt aber die Mittel in Händen, um denselben bedeutend zu ver- 
allgemeinem. 

Es sei 91 eine beliebig gegebene Riemann'sche Eugelfläche. 
Wir führen in derselben irgend welchen Rückkehrschnitt ö aus, 
und denken uns eine auf 91 ausgebreitete Function 

gegeben, welche auf dem linken JJter von <l um eine gegebene Con- 
stante (7 «s (^ -|- i^) grösser als auf dem rechten ist. Sind also 
k und Q irgend zwei auf dem linken und rechten Ufer einander 
gegenüberliegende Punkte, so soll sein: 

m - m = G, 

(G.) TJ{k)-ü{f,)-=A, 

F(A) - F(p) = B. 

Verschiebt man die beiden einander gegenüberliegenden Punkte X, 
Q unendlich wenig in der Richtung des Schnittes 6, bis sie nach 
y, q' gelangen, so erhält man in gleicher Weise: 
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mi - /■((»') -=c, ^ ^, 

(H.) U{X') - ü{q) = A, , ■_ 

F(r) - v{q') -^b, 9 ?' 

also, falls man die Formeln (G.), (H.) von einander subtrahirt: 

dm -dfio), 

(I.) dU{k)^dV{Q), 

dV{k)^dV{Q), 

WO die Differentiale der Verschiebung kV respective qq entsprechen. 
Wir nehmen jetzt an, die Function f{z) = U -\- iV sei, abge- 
sehen von ihrer in 6 vorhandenen constanten Differenz C, im üebrigen 
auf der Fläche SR überall eindeutig und stetig. Oder mit andern 
Worten: Wir nehmen an, dass die Function diese Eigenschaften 
der Eindeutigkeit und Stetigkeit ohne irgend welche Ausnahme auf 
derjenigen Fläche SRa besitzt, welche aus SR selber durch Ausfüh- 
rung des Schnittes ö entstanden ist. Zufolge des Satzes (D.) wird 
alsdann das positiv Qber den Rand von SR„ erstreckte Integral 

(K.) S^UdV 

stets positiv oder Ntdl sein, und den Werth Null nur dann haben 
können, wenn f(0) auf SR^ überall constant ist. 

Will man aber den Rand von ^a positiv umlaufen, so hat mau 
die beiden Ufer von tf,-und zwar das linke Ufer stromabwärts ^ das 
rechte stromaufwärts zu durchwandern [vgl. pg. 173]. Demgemäss 
nimmt das Integral (K) die Gestalt an: 

/ UdV^JV{X)dV{k)-JU{Q)dV{Q). 

WO rechter Hand beide Integrationen stromabwärts, d. i. in der Rich- 
tung von ö zu erstrecken sind. Demgemäss sind die beiden Diffe- 
rentiale dV{l) und dV{Q) als Abbreviaturen für [F(A') - F(A)] 
und [V{q') — F((>)] anzusehen, mithin nach (I.) einander gleich. 
Man erhält also: 

f^üdr=f^[Uix)- u(if)]dr(i), 

oder mit Rücksicht auf (G.): 
(L.) f^UdV=ÄjdV{l), 

oder schliesslich, weil 6 eine geschlossene Curve ist: 
(M.) S^UdV^^O. 
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Aus dem Nullsein dieses Integrals ergiebt sich [zufolge des 
Satzes (D.)] sofort, dass f(0) auf SRa constant ist. Möglicherweise 
indessen kaun 91 durch den Schnitt ö in zwei getrennte Stücke SR' 
und 91" zerfallen; sodass alsdann unter 91^ das System dieser bei- 
den Flächen 9i', 91" zu verstehen sein würde. In diesem Fall würde 
aus dem Nullsein des Integrals (M.) der Schluss zu ziehen sein, dass 
die Function f{ß) auf 9i' einen constanten^ und auf 91'' ebenfalls, 
aber vielleicht einen andern constanten Werth hat. Also der Satz: 

Es sei 91 eine beliebig gegd>ene Riemann'sche Kugelfläche, und 6 
irgend eine auf 91 gezeichnete^ in sich zurücklaufende Curve. Ist nun 
von einer Function f{ß) bekannt , dass sie, mit Ausnahme der Curve a, 
l ^ •) auf 91 überall eindeutig und stetig, längs jener Curve aber mit irgend 
welcher constanten Werthdifferenz behaftet ist; — so folgt hieraus, 
dass die Function eine Constante, respective ein System von zwei 
Constanten ist 

Man kann diesen Satz [zufolge seiner Ableitung] sofort auf be- 
liebig viele Curven ausdehnen, falls nur dieselben einander nicht 
schneiden; und erhält so den allgemeinern Satz: 

Sind auf 91 beliebig viele, einander nicht schneidende geschlossene 
Curven a, 6', ö", ... gegeben, und ist von einer Function f{d) bekannt, 
(0.) dass sie, abgesehen von diesen Curven, auf 91 eindeutig und stetig, 
und dass sie längs jeder solchen Curve mit irgend welcher constanten 
Werthdifferenz behaftet ist; — so folgt hieraus , dass die Function eine 
Constante, respective ein System von Constanten ist. 

Unter Umständen gilt übrigens dieser Satz auch dann noch; 
wenn die Curven 6, o\ tf", . . . einander schneiden. Bezeichnet man 
nämlich die durch Ausführung dieser Curven oder Schnitte entste- 
hende Fläche mit ^aa'a" .,,y so erhält man analog mit (L.): 

(PO L f^dF=^/dF(A) + ^'/,dF(A) + ..., 

falls man nämlich unter C = (-4 + iB), C = {A' + *^')> • • • ^^^ 
den einzelnen Curven 6,tf\, . . entsprechenden constanten Differen- 
zen versteht. 

In dieser Formel (P.) sind jetzt die Integrale rechter Hand 
nicht mehr Null. So wird z. B. das erste dieser Integrale, falls 6 
nur von der Curve <y' und auch von dieser nur einmal geschnitten 
wird, den Werth + ^' haben. U. s. w. Wie dem auch sei, — jeden- 
falls wird die Formel (P.), falls man annimmt^ dass A, A', A", . . . 
sämmtlich = 0, mithin (7, C, C" . . . sämmtlich rein imaginär seien, 
die Gestalt annehmen: 
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(Q.) / Udr=0; 

woraus alsdann wiederum folgt, dass f{e) auf 9taa'a*\.. constant^ 
respective ein System von Constanten ist. 

Schneiden also die Curven 0, 6', 6'\ . . . einander ^ so wird der 
(R.) vorJ^ergehende Satz (0,) trotzdem noch gelten, falls nur fests^ht, dass 
die diesen Curven entsprechenden constanten Differenzen sämnUUch rein 
imaginär sind. 

Und hieraus folgt weiter, dass der Satz für einander schneidende 
(S.) Curven auch dann gut, wenn jene Differenzen sämmtlich reell sind. 
Denn hat z. B. f{z) lauter reelle DiflFerenzen, so wird die Function 
if{z) lauter rein imaginäre Differenzen besitzen, ü. s. w. 

Der Satz (0.) gilt für jedwedes auf SR gezogene Curvensjstem 
6, <y', <j", . . . , falls nur die einzelnen Curven einander nicht schnei- 
den, und ist daher z. B. ohne Weiteres anwendbar auf die Rie- 
mann' sehen Curven a^, ag, . . . Op. Er lautet alsdann folgender- 
massen: 

Eine Function f{z), welche auf der gegebenen Flädte 9i, äbge- 
(1.) sehen von den Curven a^, a^, . . , ap^ eindeutig und stetig, m diesen 
Curven aber mit constanten Differenzen behaftet ist, wird nothwen- 
diger Weise eine Constante sein. 

Desgleichen kann man jenen Satz (0.) auf die Riemann'schen 
Curven b^, bi, . . . bp anwenden, mithin sagen: 

Eine Function f(z), die auf 9t, abgesehen von den Curven l^, b^, 
(2.) ...bp, eindeutig und stetig, in diesen Curven eiber mit constanten 
Differenzen behaftet ist, muss nothwendig eine Constante sein. 

Andererseits aber wird der Satz (R.), (S.) anwendbar sein anf 
alle 2p Curven a^, Og, . . . ap, &i, 2^2; • • • ^p zusammengenommen; und 
alsdann folgendermassen lauten: 

Eine Function f(z), die auf SR, abgesehen von den Curven a^, o,, 

, . .ap, \, 62» • • • ^P) eindeutig und stetig, in diesen Curven cSber mit 

(3.) constanten Differenzen behaftet ist, wird eine Constante sein, falls 

jene Differenzen entweder sämmtlich reell, oder aber sämmtlich rein 

imaginär sind. 

§2. 

Vorläufige Bemerkungen über das Diriohlet'sohe Minimum-Frinoip 
und die Biemann'BOhen Existenz-Theoreme. 

Soll irgend eine Riemann'sche Kugelfläche construirt werden, 
so kann man über die Anzahl ihrer Blätter, sowie über die Anzahl, 
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Lage und Beschaffenheit ihrer Uebergangslinien und Windungspunkte 
in willkürlicher Weise disponiren. 

Eine solche willkürlich constniirte Riemann'sche Kugelfläche mag 
gegeben, sein; sie soll die feste und unveränderliche Basis bilden 
(4.) für unsere weiteren Betrachtungen. Die Fläche selber mag mit SR, und 
der Grad ihres Zusammenhanges mit 2p bezeichnet sein. Auch mögen 
auf ihr die Riemann'schen Curven oder Schnitte a^, Og, . . . «p, 6i, b^, 
. . .bp construirt gedacht werden. 

Will man nun von Functionen ^{ß), die auf dieser Fläche 91 
regulär sind, respective von den Integralen solcher Functionen spre- 
chen, so erhebt sich zuvörderst die Frage , ob derartige Functionen 
und Integrale wirklich existiren. Diese Frage ist bejahend zu be- 
antworten, wie solches im gegenwärtigen Capitel, auf Grund des 
Dirichlefschen Minimum-Prindps, oder (besser ausgedrückt) auf Grund 
der von Riemann aus jenem Minimum-Princip abstrahirten Existenz- 
Theoreme, gezeigt werden soll*). 

Und zwar wird sieh in dieser Weise ergeben, dass unendlich 
viele auf 91 reguläre Functionen q>{z) existiren. Solches constatirt, 
entsteht alsdann der Wunsch, diese unendlich vielen Functionen 
^{z)j sowie die zugehörigen Integrale 

F = Jfp{z)dz 

durch irgend welche Mittel zu individuälisiren. Mit andern Worten: 
Es entsteht die Aufgabe, jedwedes individuelle g> oder F kenntlich 
zu machen, also Bedingungen zu entdecken, die zur Bestimmung 
eines solchen individuellen (p oder F ausreichend sind. — Auch zur 
Absolvirung dieser Aufgabe werden jene Riemann'schen Existenz- 
Theoreme die erforderlichen Mittel darbieten. 

Jene Theoreme sind, wie schon bemerkt wurde, von Riemann 
aus einem gewissen Minimum -Princip abgeleitet worden'*^). Und 
wenn auch diese Methode der Ableitung, bei dem heutigen Stand- 
punkte der Wissenschaft, nur als eine mangelhafte, höchstens als 



*) Jenes Minimmn-Princip, welches Dirichlet in seinen Vorlesungen über 
die dem umgekehrten Quadrat der Entfernung proportionalen Kräfte anzu- 
wenden pflegte, verdankt übrigens seinen Ursprung wahrscheinlich einem ähn- 
lichen Gedanken von Gauss [vgl. Gauss Ges. Werke Bd. 6, pg. 282 — 35 und 
überdies auch Biemann'B Ges. Werke pg. 90]. 

^ Die Art und Weise dieser Ableitung ist von mir näher exponirt wor- 
den in meiner kleinen Schrift: Das DiriMet^sche Princip, in seiner Anwen- 
dung auf die Biemann'schen Flächen. Leipzig, bei Teubner, 1866. 
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eine divincUorische Methode anzusehen ist, so wird man trotzdem 
die Richtigkeit der Theoreme selber nicht zu bezweifehi wagen. In 
der That bin ich der Ansicht, dass man jene Theoreme in völlig 
strenger Art zu beweisen im Stande ist mittels der von mir ent- 
deckten Methode des arithmetischen Mittels, und unter Zuhülfeuahme 
gewisser ebenfalls von mir angegebener combinatorischen MeOunlenj), 
Wie dem auch sei, — jedenfalls werde ich die in Rede stehen- 
den Riemann'schen Theoreme im Folgenden als correct voraussetzen. 
Ich werde dieselben, ohne auf ihren Beweis einzugehen, rein hisi^ 
risch mittheilen und dieselben sodann zur Basis meiner weitem Be- 
trachtungen nehmen. 

§3. 
Historisohe Mittheilung der Biemann*sohen Existenz-Theoreme. 

Denkt man sich auf der gegebenen Fläche 91 (4.) eine Func- 
tion f{z) ausgebreitet, die in den Curven a«, 6x (x = 1, 2, . . .^) mit 
irgend welchen Differenzen behaftet ist, so soll unter einer solchen 
Differenz stets diejenige Quantität verstanden werden, um welche 
die Function am liviken Ufer grosser als am rechten ist. Nimmt 
man nun an, jene Curven a«, 6« (x = 1 , 2, . . . jp) seien auf der Fläche 
91 in bestimmter Weise festgesetzt, so gilt nach Riemann folgen- 
der Satz: 

Erstes Existenz -Theorem. — Es existirt stets eine FutuMon 
f{e), welche den bmden Bedingungen genügt: 
(5.) I. f(js) soll auf 8i, abgesehen von den 2p Owrven a^, 6«, ein- 

deutig und stetig sein. 

n. f{e) soll in jenen Curven a«, bx mit constanten Differenzen 
behaftet sein, deren reelle Theile vorgeschriebene Werthe besitzen. 

Aus diesem Theorem ergiebt sich, mit Rücksicht auf (36.) pg. 218, 
sofort die Existenz der Aberschen Integrale erster Gattung. 

Wir markiren jetzt auf der Fläche SR einen beliebigen Punkt 

c , und bezeichnen das Bereich dieses Punktes mit U (c, z) oder 

% (y, i). Innerhalb dieses Bereiches wird alsdann die Function 

r(0) = ^^-i^,(2V-l,2,3,...) 



t) Diese Methode des ari^metischen Mittels, sowie die in Bede stehenden 
combinatorischen Methoden sind von mir karz angedeutet worden in den Be- 
richten der Egl. Sachs. Ges. d. Wiss. (21. April und 31. Oct 1870), sowie auch 
den Math. Annalen (Bd. 11, pg. 658); sodann aber ausführlicher pohlicirt 
meinem Werke über das Logarithmische und Newton' sehe Potential, Leip- 
bei Teubner, 1877. 
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eindeutig und stetig sein, bis auf einen in c, respective y liegenden 
Pol N^' Ordnung. Denkt man sich nun die Curven a^, &x (x = 1, 
2, . . .jp), femer den Punkt c und die Zahl N in bestimmter Weise 
festgesetzt, so gilt nach Riemann folgender Satz: 

Zweites Existenz -Theorem. — Es existirt stets eine Function 
f{js), die den beiden Bedingungen genügt: 
(6.) L f(e) soll, abgesehen vom Punkte c und den Curven a«, 6x 

(x = 1, 2, . . .|>), auf SR eindeutig und stetig sein, 

II. f{z) soll im PunJcte c in solcher Weise unstetig sein, dass die 
Differenz f(z) — f*(js) im Bereich des Punktes stetig bleibt, Ueber- 
dies soll f{js) in den Curven a^, 6* mit constanten Differenzen be- 
haftet sein, deren reelle TheiU vorgeschriebene Werthe besitzen. 

Aus diesem Theorem folgt, mit Rücksicht auf (42.) pg. 220, sofort die 
Existenz der elementaren AbeFschen Integrale zweiter Grattang. 

Sind auf der Fläche 91 die Riemann'schen Curven a^, bx ge- 
zeichnet, und überdies irgend zwei Punkte c^, Cg festgesetzt, so wird 
man stets auf 91 eine von q nach c^ gehende und die Curven ax, 
hn vermeidende Linie l ziehen können. Denkt man sich für jed- 
weden Punkt der Linie l das Bereich markirt, so werden air diese 
Bereiche zusammengenommen ein gewisses Flächenstück bilden. Und 
dieses Flächenstück mag kurzweg das Bereich der Linie l heissen. 
Vgl. die Erläuterung auf pg. 240. 

Es sei nun f*{z) irgend eine Function, die im Bereich der 
Linie l eindeutig und stetig ist, bis auf irgend welche in der Linie 
l selbst vorhandene Unstetigkeiten. Denkt man sich die Curven ax, 
bx, femer die Linie l und die derselben zugehörige Function f*{z) 
in bestimmter Weise festgesetzt, so gilt nach Riemann folgender Satz: 

Drittes Existenz -Theorem. — Es existirt stets eine Function 
f(z), welche die beiden Bedingungen erfüllt: 
(7.) L fi^) ^^^h abgesehen von der Linie l und den Curven ax, bx 

(x = 1, 2, . . ,p), auf yt eindeutig und stetig sein; 

n. f(z) soll in der Linie l in solcher Weise unstetig sein, dass 
die Differenz f(z) — f*(z) im Bereich der Linie l stetig bleibt. Ueber- 
dies soll f(z) in den Curven ax, bx mit constanten Differenzen be- 
Jiaflet sein, deren reelle Theile vorgeschriebene Werthe besitzen. 

Aus diesem Theorem ergiebt sich, mit Rücksicht auf (66.) pg. 227, 
die Existenz der elementaren Integrale dritter Gattung; wie solches später 
näher dargelegt werden wird. 

Die im dritten Theorem auftretende Linie l kann beliebig kurz 
sein, also z. 6. auch zu einem einzelnen Punkte zusammenschrumpfen. 



/ 
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Und mit Rücksiebt hierauf erkennt man sofort, dass das frühere 
zweite Theorem nur ein specieller Fall des dritten ist. 

üebrigens hat Riemann selber die genannten Theoreme in einer 
viel complicirteren und den Ueberblick sehr erschwerenden Weise 
ausgesprochen [Riemann's Ges, Werke pg. 97, 98]. Ein wenig ein- 
facher dürfte bereits die Form gewesen sein, in welcher ich diese 
Theoreme in der schon citirten Schrift [Das Dirichlet sehe Prin- 
cip etc., bei Teubner, 1865] ausgesprochen habe. Ganz beson- 
ders aber dürfte durch ihre Einfachheit diejenige Fassung sich em- 
pfehlen, in welcher ich hier, im gegenwärtigen Paragraph, diese 
Theoreme dargelegt habe. Dabei sei bemerkt, dass das gegenwär- 
tige erste Theorem unmittelbar aus dem Satz pg. 53 der citirten 
Schrift [von 1865J folgt; und dass andererseits das gegenwärtige 
ztoeite und dritte Theorem aus den Sätzen pg. 53 und 76 jener Schrift 

sich ergeben. 

Erläntenmg. — Besteht die Linie l (pg. 289) aus lauter gewöhnlichen 
Punkten (keinen Windnngspankten), so wird das Bereich der Linie l darch 
einen schmalen Flächenstreifen dargestellt sein, der die Linie l in sich 
enthält; und dessen Kandcurve Qirgends hart an l heranreicht. Doch wird 
man von dem Bereich der Linie l auch dann sich eine deutliche Vorstel- 
lung bilden können, wenn die Linie l Windungspunkte enthält Ist z. B. 
der Ausgangspunkt c^ der Linie l ein Windungspunkt (m — l)ter Ord- 
nung, während alle übrigen Punkte von 2 gewöhnliche Punkte sind, so be- 
steht das Bereich der Linie l aus einer kleinen um q beschriebenen m-bläti- 
rigen Windungsfläche, der sich, an einer bestimmten Stelle ihrer Peri- 
pherie, ein gewöhnlicher einblättriger Flächenstreifen anschliessi 

§4. 

Die der gegebenen Biemaim'BClien Eugelfläohe 91 sngehörigen 

Aberaohen Integrale erster Gkkttnng. 

Auf der gegebenen Fläche 81 mögen die Curven a^, 6x (ae = 1 , 
2, . . . jp) in bestimmter Weise festgesetzt und in irgend welcher 
Reihenfolge mit (^i, <^2; ^37 - • * ^^p bezeichnet sein. Nach dem Rie- 
mann'schen Theorem (5.) existirt alsdann stets eine Function fiß), 
die folgenden Bedingungen entspricht: 

I. f{ß) soll auf 81, abgesehen von den Curven tf^, tfg, ... 6%p, 
eindeutig und stetig sein. 

IL f{z) soll in jenen Curven constante Differenzen besitzen: 
Ad) + im^)^ A^2) ;+ iMW , . . . A<»i') + im^p)y deren reelle Theile 
A^^^, A^*), . . • A^*^) vorgeschriebene Werthe haben. 

AiMih ist die Function f{z) durch die Bedingungen I., II. voU- 
ständig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Denn existirten 
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zwei diesen Bedingungen entsprechende Functionen f(js) und ^{0), 
so würde ihre Di£Perenz 

xi") = m - n») 

auf SR, abgesehen von den Curven 6^, 6^, . . • 62p, eindeutig und 
stetig; in diesen Curven aber mit constanten, und zwar rein imagi- 
nären Differenzen behaftet sein. Folglich würde sie [Satz (3.) pg. 236] 
eine Constante sein. Q. e. d. 

Die durch die Bedingungen L, II. charakterisirte Function f{is) 
ist aber nach (36.) pg. 218 ein AheVsches Integral erster Gattung^ so 
dass man also sagen kann: 

Für die gegebene Fläche SR existirt ein, und, abgesehen von einer 
(8.) unbestimmten additiven Constanten, nur ein einziges Integral erster Gat- 
tung W(i3), dessen constante Differenzen in den Curven 6^,0^,.,.6%p 
vorgeschriebene reelle Theile N^^\ A^^\ . • . A<^^^ besitzen*). 

Jeder neuen Wahl der A^*^ entspricht also ein neues Integral 
W(z). Es fragt sich, wie viele unter diesen von einander linear 
unabhängig, nämlich von solcher Beschaffenheit sind, dass zwischen 
ihnen keine lineare Gleichung mit constanten Goefficienten möglich 
ist. Um näher hierauf einzugehen, denken wir uns irgend welche 
Anzahl solcher Integrale: Wi(z), W^iz), . . . Wq(z), deren constante 
Differenzen in den Curven tfx mit Aj^*) + t'Mi^*), A^^*'^ #-(- ifA2^''\ 
. . . A,^*^ + iM,^*^ bezeichnet sein mögen, und bilden sodann ^ unter 
Zuhülfenahme beliebiger Constanten Kq, K^, K^ . . . Kq das Aggregat: 

w = Ko + KiW, + K^W^ ...-{- KqWg. 

Diese neue Function w ist offenbar wiederum ein Integral erster Gat- 
tung. Denn sie ist (ebenso wie TF^, W2,>.>Wg) auf SR, abgesehen 
von den Curven öx, eindeutig und stetig, in diesen Curven aber mit 
constanten Differenzen behaftet. X^etztere lassen sich sofort angeben. 
Bildet man nämlich das w für zwei auf dem linken und rechten 
Ufer von 6x einander gegenüberliegende Punkte l und r, und sub- 
trahirt man die so entstehenden beiden Formeln von einander, so 
erhält man: 



*) Während im vorhergehenden Capitel die Aberschen Integrale erster, 
zweiter und dritter Gattung promiscite mit F bezeichnet wurden, wird es zweck- 
mässig sein, fortan eine Sonderung eintreten zu lassen. In der That werde ich 
fortan die Integrale erster Gattung mit ir, w^ w, femer die elementaren Inte- 
grale zweiter Gattung mit T, t oder genauer mit T^, t^, Endlich die elementaren 
Integrale dritter Gattung mit TT, a oder genauer mit TT^ <. f ®c c h^z6i<2hnen. 
Dabei sollen durch die beigefügten Indices die Unendlich keitspnnkte der in 
Rede stehenden Integrale angedeutet sein. 

M e n m a n n , Abel'iohe Integrale. 8. Aufl. 1 6 



242 Zehntes Capitel. 

«,(0 _ u,(r) « K,[W,il) - W,(r)] + K,[W,il) - W,(r)] -^ . . . 

d. i. 

wo alsdann Ji^'^ -\- ifi^^^ die constante Differenz der Fanetion w in 
der Curve 0x vorstellt 

Setzt man zur Sonderang des Reellen und Imaginären: 

Kl = Li —' iMi, JS^ = L2 — iM^y ... Kq = Lg — t3f,, *) 
so ergiebt sich aus der letzten Formel für A^^^ der Ausdruck: 

(9.) k^')=(Ll^l('^ + L,^^^^K,.+Lg\^'^^) + {Ml^Al^'^^+M 

und ebenso ein entsprechender Ausdruck für fi^'^K 

Bildet man die Formel (9.) der Reihe nach für sämmtliche Cur- 
Yen 0xj d. i. für x = 1, 2, 3, . . . 2p, so erhält man im Ganzen 2p 
Gleichungen, aus denen die Constanten L, M eliminirhar sein wer- 
den, falls ihre Anzahl 2g < 2jp ist. Durch eine solche Elimination 
ergeben sich also dann eine oder mehrere Delationen ^ dtirch tcdche 
die k^"^ direct an einander und an die Si^^\ M/'^ gekettet sind. 

Ist also q <p, und denkt man sich die Functionen T^i, TF,, . . . TF, 
und die denselben zugehörigen Constanten A/*', M/*^ in bestimm- 
ter Weisft festgesetzt, so wird die Formel 

(10.) w^K, + KiWi + K,W,... + K,Wg, 

wie man die K's auch wählen mag, immer nur solche w liefern, 
deren A<*^ an einander und an diese A/*), M/*^ durch jene Relationen 
gefesselt sind. Nimmt man daher für die A^''^ irgend welche jenen 
Relationen nicht entsprechende Constanten, so ist man sicher, dass 
das diesen A^*"^ auf Grund des Satzes (8.) zugehörige Integral w der 
Formel (10.) nicht subsumirbar, also mit "PT, , W2, . . .Wg nicht durch 
eine lineare Gleichung mit constanten Coef&cienten verbunden ist 
Um die Hauptsache zusammenzufassen: Sind irgend welche In- 
tegrale erster Gattung: W^j, TF2, . . . TV„ deren Anzahl q<p sein 
soll, in bestimmter Weise festgesetzt, so wird stets ein {q + l)tes 
Integral erster Gattung existiren, welches von TTj, W^^ . , .Wq Imear 
unabhängig ist. Bringt man aber diesen Satz der Reihe nach auf 

2 = 1,2,3,... (p-1) 
in Anwendung, so gelangt man zu folgendem Resultat: 



*) Es sollen also die X, M, ebenso wie die A, M, reelle ConstanUn vor- 
stellen. 
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Zur gegd^enen Riemann'scJwn Kugelflüche 9fl gehören stets p Inte- 
11.) grcUe erster Gattung: W^ Tfg, . . . Wp, die von einander linear un- 
abhängig sindy d. h. zwischen denen keifte lineare Gleichung mit con- 
stanten Coeffidenten stattfindet. 

Denkt man sich jetzt diese W^y TTg, . . . Wp in bestimmter Weise 
fixirt, so kann man aus denselben durch Multiplication mit constan- 
ten Coefficienten und Addition unendlich viele andere Integrale 
erster Gattung ableiten. Versteht man nämlich unter 

Kq = Lq — iMqj K^^= L^ — iM^, ... Kp = Lp — iMp 

irgend welche willkürlich zu wählende Constanten, so wird das 

Aggregat 
12.) w; = JEo + -S^F; + Ä^TTs . . . + Äp Wp, 

oder, ausführlicher geschrieben: 

13.) w={L^^iM^) + {L,--iM,)W^ + {I^-iM^)W^...+{Lp-iMp)Wp 

stets wiederum ein Integral erster Gattung sein; wie solches aus 
unsern früheren Betrachtungen pg. 241 unmittelbar folgt. Auch sind 
die Constanten DiiFerenzen k^^^ + ^f*^*^ welche dieses neue Integral 
w in den Curven 6x besitzt, sofort angebbar. So ist z. B. [vgl. (9.)J: 

x = 1,2,3, ...2p, 

falls man nämlich unter A/'') + t'M/'), A^«*) + ilA^^''^ . . . A/') + ilAp^^^ 
die Constanten Differenzen jener p Grundintegrale W^, W^y . . , Wp 
versteht. 

Hieran knüpft sich die wichtige Bemerkung; dass die Deter- 
minante: 

A/i> A^t») . . . Ap(i) M/i) Mg^^^ . . . Mp<i) 



5.) A = 



Ai^«) A,<«) . . . Ap<«) M/2) M,<2) . . . M/> 



Ai(2p) A^^Äp) . . . Ap<«^) M/«^) Mg^«^) . . . Mp<«^> 

nothwendiger Weise von Null verschieden ist. Wäre nämlich die- 
selbe =» 0, so konnte man die Constanten L, M in (14.) so wählen, 
dass sämmtliche X^''^ verschwinden [man braucht zu diesem Zweck 
für die Z, M nur gewisse Subdeterminanten von A zu nehmen]. 
Das diesen L, M entsprechende w (13.) würde alsdann in den Cur- 
ven (Jx niit lauter rein imaginären Differenzen behaftet, also [nach 
Satz (3.)] eine Constante sein. Es würde also dann die Formel (13.) 
eine zwischen den Wi, W^j . . . Wp stattfindende Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten vorstellen; — was der Natur der Functionen 

16* 
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Wi, TFg, . . . Wp widerspricht [vgl. (ll.)]» Folglich wird jene Deter 
minante A (15.) noth wendiger Weise von Null verscfiieden sein. 

Bemerkung. — Diese von Riemann gegebene und von andern Auto- 
ren ohne Weiteres wiederholte Schlassfolgerung bedarf, falls sie ^reng 
sein soll, einer gewissen Modification, bei welcher nicht nnr die Detenni< 
nante A selber, sondern anch ihre sämmtUchen Subdeterminantcn eine Rolle 
spielen. Dabei mag jedwede aus j Horizontal- nnd j Vertikalreihen be- 
stehende Subdeterminante mit A, bezeichnet werden ; so dass also z. B. A^. 
nichts Anderes sein wird als A selber, und A| nichts Anderes als eine Col- 
lectivbezeichnung sämmtlicher Elemente A, M. 

Wir wollen nun annehmen, die Determinante A oder A^^ sei »» 0, 
die hieraus sich ergebenden Conseqnenzen entwickeln, und zeigen, dass 
diese Conseqnenzen zu einem Absurdum fähren. 

Verschwindet A d. i. A^^, so können sämmtliche X^''^ (14) dadurch 
zu Null gemacht werden, das man die (quadratförmige) Tafel der 4j9' Sub- 
determinanten A^p^^ hinschreibt und die 2|) Constanten X, M mit irgend 
einer beliebigen Horizontalreihe dieser Tafel identificirt. Hieraus folgt als- 
dann [wie vorhin ausführlich erörtert ist], dass zwischen den Ifj, ir«, 
. . . W eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienteu stattfindet; 
— es sei denn, dciss diese Coefficicnten sämmtlich «» sind. 

Dieser Ausnahmefall ist aber, weil die in Rede stehenden CoefB- 
cienten durch eine beliebige Horizontalreihe aus der Tafel der A^..! dar- 
gestellt sind, nur dann von Gewicht, wenn die 4p' Subdeterminanten 
Ag j sämmtlich verschwinden. 

Verschwindet also A d. i. A^., so werden entweder sämmtliche A« j 
ebenfalls verschwinden, oder aber es wird zwischen TF, , TF, , . . . W eine 
lineare Gleichung mit constanten Coefficicnten stattfinden. Und diesen Satz 
kann man, weil der letztere Fall [zufolge (11.)] unmöglich ist, einfacher so 
aussprechen: Verschwindet A d. i. A^ , so werden sämmtliche A^^.} e^eit- 
falls verschwinden. 

Verschwinden nun aber sämmtliche ^p^i, bo folgt hieraus weiter, 

durch Wiederholung der nämlichen Schlussfolge, dass anch sämmtliche 
Ag 3 verschwinden, sodann weiter, dass sämmtliche ^^p__^ verschwinden, 
u. s. f. und man gelangt also^ in dieser Weise weiter und weiter gehend, 
schliesslich zu dem Resultat, dass auch sämmtliche Aj , d. i. sämmthche 
A, M verschwinden. Um die Hauptsache hervorzuheben: Versd^windet A , 
so folgt hieraus, dass sämmtliche A, M ebenfalls verschwinden. 

Die (A -f~ t'M) repräsentiren aber die constanten Differenzen der Fnnc- 
tionen TT, , IFj , . . . W^ in den Curven a. Aus dem Verschwinden sämmt- 
licher A, M würde daher [nach Satz (3.)] sich ergeben, dass die Functio- 
nen W^, W^, . . . W lauter Constanten sind; — was der in (11) ge- 
gebenen Definition dieser Functionen widerspricht. 

Unsere Annahme, dass A verschwindet^ führt also zu einem absurden 
Resultat. Folglich wird A stets von Null verschieden sein. Q. e. d. 

Da nun A stets von Null verschieden ist, so kann man in den 
Gleichungen (14.) die Constanten L, M der Art wählen, dass die 



16.) 
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A^*) bdidng vorgeschriebene Werthe erhalten. Mit andern Worten: 
Man kann jene L, M der Art wählen, dass die reellen Theile der- 
jenigen Differenzen, welche das Integral erster Gattung w (13.) in 
den Schnitten (^x; ^s? • • • ^si» besitzt, beliebig vorgeschriebene Werthe 
erhalten. Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf den Satz (8.), dass 
das durch die Formel (13.) dargestellte Integral w durch geeignete 
Wahl der Constanten L, M identisch gemacht werden kann mit 
jedwedem der Fläche 91 zugehörigen Integral erster Gattung. Also 
der Satz: 

Versieht man [ebenso wie in (11.)] unter TF,, TTj, . . . Wp solche 
p Integrale erster Gattung, die von einander linear unabhängig 
sind [d. i. zwischen denen keine lineare Gleichung mit constanten 
Coefficienten stattfindet], so wird jedwedes der Fläche 81 zugehörige 
Integral erster Gattung durch die Formel darstellbar sein: 

w = K^ + K,W, + K^W^ + . . . +Kp Wp, 
wo die Ks Constanten sind. 



§ 5. 

Die der gegebenen Fläche 91 EUgehörigen Normalmtegrale 

erster Gattung. 

Es sei wiederum: 
17.) w^K, + K,W, + K,W^ + ...KpWp, 

wo Wi, TTj, ... TFi, die in (11.) und (16.) genannten Bedeutungen 
haben sollen. Wir wollen jetzt aber zu unserer ursprünglichen Be- 
zeichnungsweise zurückkehren, nämlich die 2jp Curven (^i, (^g, . . . <^8p 
wieder, nach Riemann, mit a^, o,, . . . Op, b^,b^, ... bp benennen. 
Sind a^*^ und A/*^, A^^*'), . . . A^^*^ die (im Allgemeinen complexen) 
constanten Differenzen der Functionen w und TFi, TFg, . . . Wp in 
der Curve Ox, so ist nach (17.): 
13.) «(«) = K^K^i-) + K^p,^i-) + . . . + Kp^p^*), X = 1, 2, . . .jp. 

Wäre die Determinante der p^ Grössen A/*^ gleich Null, so 
würde man in diesen Gleichungen (18.) die Constanten K so wäh- 
len können, dass sämmtliche a^*^ verschwinden [man brauchte zu 
diesem Behuf für die K nur gewisse Subdeterminanten der genann- 
ten Determinante zu nehmen]. Das diesen K entsprechende w (17.) 
würde alsdann in den Curven a« gar keine Differenzen haben, also 
[nach Satz (2.)] eine Constante sein. Demgemäss würde also die 
Formel (17.) in eine zwischen den TT^, W^j . . . Wp stattfindende 
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Gleichung mit constanten Coefficienten sich verwandeln; — was nach 
(11.) unmöglich ist. Jene Determinante der A/'^ ist daher stets van 
Null verschieden. 

Will man diese Behauptung mit wirklicher Strenge beweisen, so hat 
man wieder ein analoges Verfahren einzuschlagen, wie in der Bemerkmig 
pg. 244. 

Da nun die Determinante der A/''^ van NuU verschieden ist, so 
kann man in den Gleichungen (18.) die JSTs so wählen, dass die a^'^ 
heliebig vargesdiriebene Werthe annehmen, z. B. so wählen, dass alle cfi^ 
den Werth annehmen, mit alleiniger Ausnahme von a<^), letzteres 
aber = %i wird. Dass diesen speciellen iC's zugehörige w (17.) 
mag mit w^ bezeichnet werden. Desgleichen kann man z. B. die 
f s auch so wählen, dass alle aS'^\ mit alleiniger Ausnahme von o^'^, 
verschwinden, a^*^ aber = jri wird. Das in solcher Weise ent- 
stehende w mag Wg heissen. U. s. f. 

Bezeichnet man irgend eine beliebige unter diesen neuen Func- 
tionen Wj, Wg, W3, . . . Wp mit W|, und die constanten Differenzen 
dieser Function w, in den Curven 

a^, a^j , , , üp und 6^, t^ . . . &p 
respective mit 



Uli, ai2y 



a 



ip 



und 6,1, 6,2, 



'!/>, 



SO erhält man folgende Tabelle: 



(19.) 







«I. 


Ojj, 


«p 




6.. 


6,, . . 


• \ 


w. 


flu 


— «t, 


^12 , . 


. . aip = 





hl, 


©12 , • . 


. 61^ 


• • 


«21 


= 0, 


«22 =— ' Ät, . 


■ • a2p = 

• • • 





K7 


^22 7 • • 


. hp 


Wp 


Opl 


= 0, 


dpi — , . . 




7ti 


hu 


6pa, • . 


. hpp 



Dabei sind die Constanten i^x einstweilen noch völlig unbekannt So 
z. B. ist fraglich, ob b^x und hxi einander gleich sind oder nicht 
Diese Functionen Wj, Wg, . . . Wp mögen hinfort die p Normal- 
(20.) ii^tegrale erster Gattung genannt werden. Jedes derselben ist voll- 
ständig bestimmt^ bis auf eine additive Constante. Existirten nämlich 
zwei Integrale erster Gattung w^ und w/, welche in a^, o^i 03, .. «^ 
die Differenzen jri, 0, 0, ... besitzen, so würde die Function 



o s= w^ — Wj 



in jenen Curven a^ a^, a^ ... Op gar keine Differenzeil haben. Es 
würde mithin dieses o auf der Fläche 9fi, abgesehen von den Cor- 
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yen &i; &2; • • • ^p? eindeutig und stetig, in jeder dieser Curven aber 
mit einer constanten DiiOferenz behaftet sein. Demgemäss würde die- 
ses o [nach Satz (2.)] eine Canstante sein. Q, e. d. 

Die p Normalintegrdle w^, Wg,'. . . Wp sind von einander linear 
(21.) unabhängig, D, h. es kann zwischen ihnen Iceine lineare Gleichung 
mit Constanten Coefficienten stattfinden. Denn existirte eine derartige 
Gleichung: 

= Äj, + -BTiWi + ^2^2 • • . + KpWp, 

so könnte man dieselbe z. B. bilden für zwei zu beiden Ufern der 
Curve ai einander gegenüberliegende Punkte^ und würde so zwei 
Formeln erhalten ^ durch deren Subtraction sich ergiebt: 

= + K^Tci + + . . . + 0, d. i. Z; = 0. 

Existirte also eine Gleichung von der genannten Form, so müssten 
die in derselben enthaltenen Coefficienten K^^y K^, . . , Kp sämmt- 
lich = sein, wodurch die Gleichung aufhören würde, die w^, w^, 
. . • Wp zu enthalten. Q. e. d. 

Da nun w^, Wg, . . . Wp von einander linear unabhängig sind, so 
ergiebt sich hieraus [mittelst des Satzes (16.)]; dass jedwedes der 
Fläche SU zugehörige Integral erster Gattung W durch diese w^, Wg, 
. . . Wp folgendennassen ausdrüdcbar ist: 

(22.) . W^ -Ko + ^1^1 + -KaWg . . . + ÜTpWp, 

u^ die K's Constanten sind. 

In Betreff der Constanten bot (19.) gelten vier Sätze, die wir 

hier sogleich angeben, aber erst im folgenden Paragraph beweisen 

werden. 

I. Es ist stets: 
(23.) 6*x=6x*. 

IL Bezeichnet man den Werth von b^x, wie er bei Sonderung des 
Beeilen und Imaginären sich gestaltet, mit 

(24.) *** = 9^* + ^^^^^ 

und versteht man überdies unter «i, Ug, . . . n^ mllkilrliche reelle Grössen, 
so ist der Ausdruck 

(25.) (>iiWi* + 29i2 n^n^ + . . . + Qppnp^ stets < 0, 

es sei denn, dass die n^y ttg, . . . np sämmtlich = sind. In diesem 
besondem FaU hört der Ausdruck auf <0 zu sein, indem er alsdann 
= unrd. 
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III. Die Determifumbe 



(26.) 



Qu Pia 
Qu Q%2 



Qip 
Qip 



ist stets von Null verschieden. 



Qpi Qp2 '• • Qpp 

IV. Sollen irgend welche positive oder negative gange Zahlen Mi , 
M2, . . . Mp, N^, N^, . , , NpSO eingerichtet werden, dass diep Ausdrücke: 

Zi = M^ni + Nibii + N^bii • • • + N'phpi, 
(27.) Z2 = M^ni + Ni 6,2 + N^b^^ . . . + Npbp^, 



Zp = MpTti + N^bip + N^b^ • • • + -Np6, 



pp 



sämmtlich unendlich klein werden, so ist man geawungenj jene 
Zahlen Mj N sämmtlich =^ zu machen. 

§6. 

Nachträglioher Beweis der vier letsten Sfttee. 

Es erscheint zweckmässig, dem Beweise dieser Sätze die Ab- 
leitung ztoeier Hülfssätze, die auch weiterhin vielfach von Nutzen sein 

werden, voranzuschicken. 

Erster Hnlfssatz. — Denkt man sich auf der gegebenen Flädie 91 
irgend eine Function F ausgebreitet, die in den Curven a^, b^ mit con^ 

stanten Differenzen J.^'\ B^"^ behaftet ist, so gelten die Formeln: 

J dF^:ö^''\ 



(«.) 



f dF ^ - Ä^'^l 



die Integrationen stromabwärts hinerstreckt gedacht längs a^^, respec- 
tive längs b^. Dabei ist es gleichgültig^ ob man diese Integrationen atn 
linken oder am rechten Ufer jener Curven fortlaufen läss^ 

Beweis, — Integrirt man das Differen- 
tial dF stromabwärts längs des linken Ufers 
von a^, also [vgl. die Figur] von a bis (J, 
so erhält man: 



6x 



ß 



a 



J dF ^ F{ß) - F(a). 

Führt man andererseits die Integration aus ^^^ 
über das rechte Ufer von a^, also von d bis 
y, so ergiebt sich: 

J dF^ F{y) - F{?). 

Nun ist aber die constante Differenz von F längs der arvdexn Curve b^ 
mit B^^^ bezeichnet, folglich: 
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F(P) - F{a) « F(y) - F(d) = l^'^l 
Demgemäss sieht man also, dass jenes Integral 



«* 



stets ^=^ Bi") ist, einerlei, ob die Integration über das linke oder rechte 
Ufer von a^ fortlauft. 

Hiermit ist die erste der Formeln (a.) constatirt. In analoger Weise 
ergiebt sich der Beweis der zweiten. 

Zweiter Hülfssatz. — Denkt man sich auf der Fläche fR, zwei Func- 
tionen F und ausgebreitet, von denen die erstere in den Curven a^, 6^ 

wiederum die constanten Differenzen Ä^''^ B^*'^ besitzt^ während die letz- 
tere ganz beliebig sein darf, so gut die Formel: 

(ß-) L ^dF « '^{S t^ W - ^(^)i ^^ + A t^<^> - "^^^^^ ^^ 

Dabei ist das Integral linker Hand positiv erstreckt über den Band der- 
jenigen Fläche di^, in welche ffi durch Ausführung der 2 p Schnitte a^, b^ 
übergeht. Andererseits sind die Integrale rechter Hand stromabwärts er- 
streckt zu denken über die Curven a^ und h^ . Und zwar ist in jedem sol- 
chem Integral unter [<l>(i) — ^(9)] die Differenz derjenigen Werthe zu ver- 
stehen, welche <t> am linken und rechten Ufer der Integrationscurve besitzt. 
Setzt man insbesondere voraus, dass nicht nur F, sondern ebenso atich 
in den Curven a^^, b^ constante Differenzen hat, und bezeichnet man diese 

Differenzen für F, wie schon festgesetzt wurde, mit A^*'^ B^''\ andererseits 

für <D mit A^*^ B^*\ so nimmt die Formel {ß.) die Gestalt an: 

(y.) f it>dF^ y (A^^J J?(*> - B^') A^"). 

Beweis. — Will man den Rand der Fläche 9%^ positiv durchwandern, 
so hat man dabei die linken Ufer der Schnitte a^, bj^ stromabwärts, die 
rechten stromaufwärts zu durchlaufen. Will man also z. B. diejenigen 
Theile des Randintegrals 

L ^dF ^«x 

haben, welche den beiden Ufern von a^ entsprechen, so hat man [vgl. die 
Figur] das Integral 

j0(X)dF(X) stromabwärts, 
und andererseits das Integral 

J^(if)dF(Q) stromaufwärts 

zu bilden. Statt dessen kann man beide Integrale stromo^wärto nehmen, 
falls man nur dabei dem letztern den Factor ( — 1) zufügt. Demgemäss 
lautet also der den beiden Ufern von a^ entsprechende Theil des vorge- 
legten Integrals folgendermassen : 
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/ [<t>(,l)dFH)-<t>(9)dF(9)]. 



«X 



Nach unserer Voraussetzung ist aber längs a^\ 

FH) - Fi9) = A^'K 
mithin: 

dF{i) - dF(Q) == 0, d. i. dF{X) = dF{Q). 

Beaseichnet man jetzt den gemeinschaftlichen Werth von dF{l) und dF{q) 
kurzweg mit dFj so geht der in Rede stehende Integraltheil über in: 






«X 



Analoges gilt für den den beiden Ufern von 6^ entsprechenden Integral- 
theil. Man gelangt also in dieser Weise zur Formel (^.)- 

Dass schliesslich aus dem Satze {§.) sofort auch der speciellere Satz 
(y.) folgt, bedarf, falls man nur die Formeln (a.) beachtet, keiner weite- 
ren Erläuterung. 

Zufolge des Hülfssatzes (y.) ergiebt sich für die beiden Func- 
tionen Wj und W2 die Formel: 

J^ Wjdwg =^"(aix&2x— &ixa2x) 

^ab x=l 

WO die tty b die in (19.) genannten Bedeutungen haben^ und wo 
also a^i = a^ = nij alle übrigen a aber = sind. Somit folgt: 

Das Integral linker Hand ist aber = [Satz (4.) pg. 196]. So- 
mit folgt &21 =^12) ^^d ebenso allgemein: 
(28.) 6,x = 6xt. 

Somü ist also die Formel (23.) constatirL 

Um femer den Satz (25.) zu beweisen^ bilde man unter Zohülfe- 
nahme willkürlicher reeller Constanten n^, tig, . . . ftp das Aggregat 

W= «jWi + W2W2 . . . + npYfp, 

und bezeichne die constanten Differenzen dieser Function W in 
den Curven «x, 6* mit A^*), B>^*\ üeberdies bezeichne man die 
Werthe TT, A^*), B<*), wie sie bei Sonderung des Reellen und Ima- 
ginären sich gestalten, in folgender Weise: 

W=U+iV, A^'^) = A^'') + i M('), B(«) = P«) + i Z^. 

Alsdann ist nach (19.)- 

W = U + f F = w^Wi + ^2^2 • • • + ^/>Wp, 

A^*^) = A^*^ + iM<*> = n^uix + n^a^K . • • + npttpn, 

B<*) = p:*) + il,i^) = n^bu +.«2 &2X . . . + Wp&px, 
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also mit abermaliger Rücksicht auf (19.) 

A('') = und ,M^*> = nxÄ, 
ferner mit Rücksicht auf (23.), (24.): 
P*^=»i(>ix+W2(>2jr ... +npQpx, und l^'^=niötx + tHff2x ... + np6px. 

Bringt man jetzt den Hülfssatz (y>) auf die Functionen F ^= U 
und <t) = F in Anwendung, so erhält man: 

J UdV = ^tA('> Z^'^) — M<*) P^'^)), 

oder, falls man die soeben für die A, M, P, Z gefundenen Werthe 
substituirt: 

'^ Jv ^^^ = — 3r ^' nx (n^ Qu + fh92x . • . + npQpx), 

Das Integral linker Hand ist [Satz (D.) pg. 233] stets > 0^ nie- 
mals = 0; es sei denn, dass die Function TF= 0^+ i Feine Con- 
stante wäre. Ein solches Constantsein des Ausdrucks 

>F= Wj Wi + 1I2W2 . . . + npWp 

kann aber [zufolge (21)] nur dann eintreten, wenn die rij, n, . . . Up 
sämmtlich = sind. 

Abstrahirt man also von diesem singulären Fall, dass die tii, 
n^,...np sämmtlich verschwinden, so wird das Integral in (29.) 
stets > 0, mithin der in (29.) befindliche Ausdruck 

Xs 1 

stets <0 sein. Hiermit aber ist der Satz (25.) bewiesen. 

Um ferner den Satz (26.) zu begründen, bilden wir von Neuem 

den Ausdruck 
(30.) W= n^Wj + WjWg . . . + npWpj 

und bezeichnen wiederum die constanten Differenzen dieser Function 

W in den Curven a^, K mit A^*), B^*). Die reellen Theile A^"), P(*) 

dieser Constanten A^'^, B^''^ haben, wie vorhin gefunden wurde, die 

Werthe: 

A(*) = 0, 

Wäre nun die Determinante der ^«x gleich 0, so könnte man in den 
Gleichungen (31.) die reellen Constanten i^i, n^, . . . n, der Art wäh- 
len, dass die A^'^^ und P'^) sämmtlich verschwinden. Das diesen spe- 
ciellen n^, n^, ... Up zugehörige W (30.) würde alsdann in den 
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Carven a^, b^ lauter rein imaginäre constante Differenzen haben, also 
[nach Satz (3.)] eine Constante sein. Hierdurch würde die Formel 
(30.) sich verwandeln in eine lineare Relation mit constanten Coef- 
ficienten zwischen w^, Wg, . . . w^. Eine derartige Relation aber ist 
nach (21.) unmöglich. 

Demgemass kann die Determinante der Qi^ niemals = sein; 
60 cfoss also der Beweis des Satzes (26.) gefuhrt ist. 

Will man librigens diesen Satz (26.) mit voller Strenge beweisen, so 
hat man wieder analoge Betrachtongcn ansustellen, wie früher in der Be- 
merkung pg. 244. 

Was schliesslich den Beweis des Satzes (27.) betrifft, so ist 
(32.) Zx = M^xi + Nihu + N^h^ . . . + -Wpftpx, x = 1 , 2, . . .p. 

Bezeichnet man also den Werth dieses Ausdruckes Zx, wie er bei 
Sonderung des Reellen und Imaginären sich gestaltet, mit 

(33.) Z. = Ex + eHx, 

so erhält man mit Rücksicht auf (24.): 
(34.) Ex = N^Qix + -^2p2x . . . + NpQpxj X = 1, 2, . , .|), 

und andererseits: 
(35.) Hx = M^Jt + iV^tfix + ^2<^2x . . . + iVptfpx, X = 1, 2, . . .p. 

Aus diesen Gleichungen (34.), (35.) lassen sich die Jtf, N be- 
rechnen, falls die Z, E, H gegeben sind. Denkt man sich nun die 
gegebenen Werthe der Z, mithin auch die der E und H unendlich 
kleine so erhält man aus (34.) für die N ebeufalls lauter unendlich 
Meine Werthe; denn es ist ?u beachten, dass die Determinante der 
Pix von verschieden ist [zufolge (26.)]. Substituirt man diese 
Werthe der N in (35.), so ergeben sich für die M wiederum un- 
endlich kleine Werthe. 



Sollen also die Z unendlich kleine Werthe erhalten, so hat man 
sämmtlichen Grössen M, N ebenfalls unendlich kleine Werthe bei- 
zulegen. Letzteres aber kann, weil die M, N ganze Zahlen sein 
sollen, nur dadurch geschehen, dass man die M, .^ sämmtlich <= 
macht. Hiermit ist der Satz (27.) bewiesen, 

§7. 

Ueber die den Normalintegralen erster Gattung BUgehörige 

Determinante D. 

Setzt man zur Abkürzung 
(1.) w„» für ^, ff=l,2,...j,, 



/ 



AnwendaDg der Eiemann'Bcheü Existenz-Theoreme. 253 

so Bind offenbar [vgl. die Definitionen pg. 198] diese Wa\e) lauter 
auf 9{ reguläre Functionen, also Functionen, die auf 9fi nur einzelne 
Pole, und ebenso auch nur ein^^n« Nullpunkte haben. Markirt man 
nun auf 9fi im Ganzen p Punkte 0^, 0^, • > . tSp, und bildet man die 
Determinante: 



(2.) D{z,,z^,,..Zp) = 



^pM WM • • • VC^i») 

so fragt es sich, ob diese Determinante vielleicht identisch ver- 
schwinden könne, d. h. ob sie verschwinden könne für jedwede Lage 
der p Punkte z^j z^, . , . Zp. Diese Frage ist mit Nein! zu beant- 
worten. Es gilt nämlich folgender, leicht zu beweisender Satz: 

Versteht man unier © einen beliebig gegebenen Flächentheil 
(3.) von 3i (z. B. einen beliebig kleinen Flächentheil von 91), so werden 
auf ® stets p Punkte z^, z^^ .. . Zp eooistiren, für welche D{Zi,z^, ...Zp) 
nicht verschtvindet. 

Erlänternng. — Um den Satz zu beweisen, werden wir einen apa- 
gogifichen Weg einschlagen, nämlich znyOrderst annehmen ^ die Determi- 
(a.) nante D(e^j z^^ , . . jet ) verschwände st et 8 , welche Lage die Pimkte e^^ z^, 

. . . z auf der Fläche @ auch annehmen mögen; 

and sodann zeigen, dass diese Annahme zu absurden Resultaten hin- 
leitet, mithin unzulässig ist. 

Ordnet man die Determinante nach den Elementen der ersten Ver- 
tikalreihe, so erh&lt man: 

wo die X'b nur noch von z^y z^^ . . , z abhängen. Nimmt man nun für 
j^i einen auf 6 variablen Punkt, und für j?, , 5,, . . . z irgend welche auf 
@ festliegende Punkte, so folgt aus der Annahme (a.), dass fflr jedwede 
Lage des auf (3 yariirenden Punktes z^ die Formel stattfindet : 

« X, w,'(r,) + K, w,'(r,) . . . + Ä^w^CrJ, 
dass mithin die von z^ abhängende Function 

^1 ^1 (^1) + ^2 w,(z,) . . . + K^y^piz,) 

eonsiant ist, so lange j?, innerhalb @ bleibt. 

Diese Function ist aber, ebenso wie w, (iTi), w,(jr|), . . . w (ir,), auf 
der Fläche 9i^^ eindeutig und stetig. Aus ihrer Constanz auf @ folgt 
daher [mittelst des Satzes (1.) pg. 101] sofort, dass sie auf der ganzen 
Fläche 91^^, mithin auch auf 9i selber constant ist. Dies aber ist unmög- 
lich. Denn zwischen Wj(irj), w, (;?j), . . . w (2^^) kann keine lineare Glei- 
chung mit Constanten Coefficienten stattfinden [Satz (21.)* pg. 247]. 

Die Annahme (a.) fCIhrt also zu einem absurden Resultat; — es sei 
denn^ dass jene canstanten Coefficienten K sämnUHich -» wären. Mit 
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andern Worten: Ans jener Annahme (a.) folgt mit Nothwendigkeitj dass die 
K^s sämmtlich = sind; wobei von Neuem daran zu erinnern ist, dass 
diese Constanten K lediglich dependiren von der Lage der festen Punkte 
s^t £r, , ... e . Diese letztem aber waren innerhalb @ willkürlich ge- 
wShlt. Aus der Annahme («.) folgt daher ^ dass die K's stets ^ sind, 
(ß.) welche Lage man den Punkten z^^ z^y • - • '« innerhalb @ awh ßuerthei- 

len mag. 

Die K^B repräsentiren die der ersten Vertikalreihe entsprechenden Par- 
tialdeterminanten. Zu genau demselben Resultat wird man gelangen mit 
Bezug auf diejenigen Partialdeterminanten , welche der zweiten V«^kal- 
reihe entsprechen, u. s. f. Bezeichnet man also die Determinante D selber 
[weil sie von der p^° Ordnung ist] mit D , und jedwede Subdeterminante 
yter Ordnung mit D., so kann man dem Satz {ß.) folgende allgemeinere 
Fassung geben: A%as der Annahme («.), dass D oder D für sämmtliihe 
(y.) Punkte z^, z^, z^^ . . . z der Fläche © verschwindet^ folgt mit Nothwendig- 

keit, dass alle Determinanten ^«^i ^^ nämliche Eigenschaß besitzen. 

Hieraus aber folgt nun in analoger Weise, dass dieselbe Eigenschaft 
auch den X)„__2 anhaftet^ sodann, dass sie auch den -Z) s zukommt, u. s. f. 
Man gelangt so schliesslich zu den D, , d. i. zu den Functionen w^'(2). 
Aus der Annahme (a.) folgt daher, dass diese w ' (z) für s&mmtliche Punkte 
Zij z^f . , , z der Flüche S verschwinden , oder (einfacher ausgedrückt), 
dass die Functionen 

W^'(«), <F=» 1,2, . . .1? 

auf der Fläche @ allenthalben = sind, und dass mithin die FnnctioDen 

Wö(^)» <f = 1, 2, . . . p 

auf (o allenthalben constant sind. Diese Functionen w^{z) sind aber auf 
91^^ eindeutig und stetig. Aus ihrer Constanz auf (S folgt daher [Satz (1.) 
pg. 101], dass sie auf der ganzen Fläche 9i^^, mithin auch auf fi con- 
stant sind. Die Annahme (a.) führt also schliesslich zu dem Resultat, dass 
(d.) die Functionen Wi(z), w,(r), . . . w (£r) lauter Constanten sind; — was ab- 

surd ist. 

Folglich ist jene Annahme unzulässig, also die Richtigkeit des Satzes 
(S.) constatirt. Q. e. d. 

Um den Satz (3.) unsern spätem Zwecken dienstbar zu machen, 
denken wir uns auf 9t irgend einen Flächentheil @ abgegrenzt, wel- 
cher frei ist von den Polen der regulären Functionen 

yra(js), <y = 1,2, ...j), 

und femer frei ist von den Windungspunkten der Fläche 9i, sowie 
auch von den daselbst an der Stelle j? «» cx> übereinander liegenden 
Punkten. Alsdann ist Wa(^) im Bereich eines jedweden innerhalb 
@ gelegenen Punktes c entwickelbar in eine Reihe von der Form: 

(4.) WJ(Z) = w/(d) + Bai0 -C)+ ra(0 - C)* + . . . , [vgl pg. 112J, 

wo Ba, ftf, . . . constante Coefficienten vorstellen. Markirt man also 
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innerhalb © irgend welche Punkte c,, Cg, . . . Cp, beschreibt um die- 
selben (als Centra) auf der Fläche @ kleine Kreise und bezeichnet 
irgend welche innerhalb dieser p Kreise beliebig variirende Punkte 
respective mit «i, 0^, . . . ssp, so werden die Elemente yfa{c^ und 
yrj(ej) der beiden Determinanten 

(5.) C == 2)(ci , Cg, . . . Cp), und Z = D(is^, 0^, . . . Zp) 

mit einander verbunden sein durch die in (4.) angedeuteten Rela- 
tionen: 

Man kann daher, wie aus diesen Relationen folgt, die genannten 
Kreise so klein machen, dass die Elemente der einen Determinante 
von denen der andern beliebig wenig abweichen, und dass mithin 
auch die Werthe der Determinanten selber beliebig wenig von ein- 
ander differiren. 

Denkt man sich also k. B., was zufolge des Satzes (3.) stets 
ausführbar ist, die festen Punkte c^, c^, . . . Cp auf dem Flächentheil 
© in solcher Weise markirt, dass die Determinante C von ver- 
schieden ist, so wird mau jene Kreise so klein machen können, dass 
die Determinante Z ebenfalls von verschieden bleibt, welche Be- 
wegung man den Punkten z^j z^, . , . Zp innerhalb jener Kreise auch 
zuertheilen mag. Demgemäss gelangt man zu folgendem Resultat: 

Es sei Q irgend ein Theil der gegebenen Fläche SR, und zwar sei 
dieser Theil © frei von den Polen der regulären Functionen 

Vfa{z), tf = 1,2, . .-l), 

femer sei © frei von den Windungspunkten der Fläche SR, sowie audi 
von den bei z = 00 liegenden Punkten. 

Denkt man sich alsdann [was zufolge des vorhergehenden Satzes 
(3.) stets möglich ist] auf © p Punkte Cj, Cg, . . . Cp inarkirt, für 
welche 
(7.) D(c,,c^,...Cp) 

von verschieden ist, so küssen sidh um diese Punkte c^yC^^ . . ,Cp 
(als Centra) Kreise von solcher Kleinheit beschreiben, dass die Deter- 
minante 

(8.) D{Zi, z^, . . . Zp) 

beständig von verschieden bleibt, ivelche Bewegung man den Punk- 
ten Zi, z^y . . . Zp innerhalb jener p Kreise audi zuertJieilen mag. 
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§8. 

Die der gegebenen Fl&ohe 9t BOgehörigen Integrale sweiter 
Gkttttmg. Definition der betreffenden Normal-Integrale. 

Denkt man sich auf der Fläche 91 ausser den Riemann'schen 
Curven a^f &x noch irgend einen Punkt c markirt, so wird nach dem 
Riemann'schen Theorem (6.) pg. 239 stets eine Function f(ß) eri- 
stiren, die folgenden Bedingungen entspricht: 

I. f(e) soll auf 91; bis auf den Punkt c und die Linien €Ljt, b^, 
eindeutig und stetig sein. 

II. f(z) soll im Bereich VL{Cjz) oder 8(y, g) des Punktes e in 
solcher Weise unstetig sein^ dass die Differenz 

daselbst stetig bleibt Femer soll f(ß) in den Linien ct^f bx con- 
stante Differenzen besitzen^ deren reelle Theile bdidrig vargeschrid)ene 
Werthe haben. 

Auch ist die Function f{z) durch die Bedingungen I., IL vdUstän- 
dig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Denn existirten eu^ei 
diesen Bedingungen entsprechende Functionen f(js) und fOd? ^^ 
würde ihre Differenz 

auf 91, abgesehen von den Curven a«, bx, eindeutig und stetige in 
diesen Curven aber mit rein imaginären constanten Differenzen be- 
haftet , also [Satz (3.) pg. 236] eine Constante sein. Q. e. d. 

Diese durch die Bedingungen L, II. charakterisirte Function 
f(z) ist aber nach (42.) pg. 220 nichts Anderes als ein elementares 
Integral isweiter Gattung*): Tc(0)] so dass man also sagen kann: 

Für die gegAene Fläche 9i existirt stets ein^ und, ahgesdien 
von einer additiven Constanten, nur ein einziges elementares Integral 
(\\ zweiter Gattung Tc{z), dessen Unendlichkeitspunkt c eine vorgeschrie- 
bene Lage, und dessen constante Differenzen in den Curven a^, b, 
vorgeschriebene reelle Theile l)esitzen. 

Ist nun Tc{b) ein solches elementares Integral zweiter Gattung, 
so wird offenbar 

(2.) y.W + ^1 wj Qi) + K, w, (e)... K,w,(ß) 

wiederum ein elementares Integral ztveiter Gattung sein -, vorausgesetzt, 



•) Vgl die Note pg. 241. 
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dass man unter den K's Constanten^ andererseits unter den w(jer) 
die Normalintegrale erster Gattung versteht. Man kann aber die 
K so einrichten, dass die Function (2.) in den Curven a^ gar keine 
Differenzen hat. Sind nämlich A^'^^, B^'^) die Constanten Differenzen 
von Tc(z) in den Curven Ux, hy,, so braucht man zu diesem Zweck 
den iC's nur die Werthe beizulegen: 

Ad) a(«) a(P) 

[vgl. (19.) pg. 246]. Also der Satz: 

Es giebt unendlich viele elementare Integrale zweiter Gattung mit 
ein und demselben Unstetigieitspunkt c. Unter diesen existirt eineSj 
welches in den Curven a« gar keine Differenzen hat, welches also auf 
91, abgesehen vom Punkte c und den Curven bx, überall eindeutig und 
stetig ist. Dieses besondere Integral mag mit 

(3.) fcW 

beaeichnet und das Normalintegral zweiter Gattung genannt werden. 
(4.) Dieses Normalintegral tc{z) ist durch Angabe seines Unstetigkeits- 

Punktes c vollständig bestimmty bis auf eine additive Constante. Exi- 
stirten nämlich zwei solche Integrale tc(z) und tc{z), so würde ihre 
Differenz 

auf 9i, abgesehen von den Curven bx, überall eindeutig und stetig^ 
in diesen Curven aber mit constanten Differenzen behaftet, also 
[Satz (2.) pg. 236] eine Constante sein. Q, e, d. 

Bepräsentirt Tc{z) ein beliebiges elementares Integral zweiter 
Gattung, ferner tc{z) das demselben Unstetigkeitspunkt c entsprechende 
Normalintegral, so wird die Function 

Tc(z) - tc(z) 

auf 91 , abgesehen von den Curven a^, bx, eindeutig und stetig; in 
diesen Curven aber mit constanten Differenzen behaftet sein. Dem- 
gemäss ist diese Function [Satz (8.) pg. 241] nichts Anderes als 
ein Integral erster Gattung W(z). Also: 

Tc{z) - tciz) = W{z). 
Also der Satz: 

Jedwedes elementare Integral zweiter Gattung Tdz) ist darstell- 
bar in der Form: 
(5.) Tc{z) = t.(z)+ W(z), 

wo W{z) irgend ein Integral erster Gattung vorstellt, 

N e Q m a n n , AbeVsche Integrale. 2. Aufl. 1 7 
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Diesen Satz kann man übrigens [mit Rücksieht auf (22.) pg. 247] 
aach so aussprechen: Jedwedes elementare Integrcd eweiter GcUtung 
Tc(z) ist darstellbar in der Form: 
(6.) TcW = ^cW + -So + ifiw, W + K,w,(si) ... + K^w^(b), 

wo die w(js) die NormalintegraJe erster Gattung, und die K's constante 
Coefficienten vorstellen, 

§ 9.') 
Darstellang der auf 91 regulären Funotionen mittelBt der Integrale 

zweiter Gtattung. 

Es sei f = f{z) irgend eine auf 9i reguläre Function q^ Ord- 
nung, deren elementare Pole c^, Cg, . . . c^ vereingelt liegen, so dass 
also niemals zwei oder mehrere derselben mit einander zusammen- 
fallen. .Bezeichnet man irgend einen dieser elementaren Pole kun- 
weg mit c, so ist f(/) im Bereich U(c, xr) oder ?l(y, 5) desselben 
darstellbar durch ^^^^ _ ^^ _ y)_x_E;(g). 

Und diese Formel kann, falls man E(^) in eine Taylor'sche Reihe 
entwickelt, auch so geschrieben werden: 

oder auch so: 
(7.) /'(^) = z— — h (eind. stet. Funct von 5), 

wo K eine von verschiedene Constante vorstellt. 

Bildet man nun das diesem Punkte c entsprechende Normal- 
integral zweiter Gattung tc(js), so wird dasselbe [ebenso wie das all- 
gemeinere Integral Tc(ß)j vgl. pg. 256] im Bereich Vi{c,z) oder 
^{y, S) d^s Punktes e darstellbar sein durch: 

(8.) tc{si) = T— _ f- (eind. stet Funct von g). 

9 § 

Aus (7.) und (8.) folgt nun sofort, dass die Function 

(9.) m - Kt.{e) 

im Bereich des Punktes c eindeutig und stetig ist. 

In solcher Weise kann also die gegebene Function f{e) ihrer 
polaren Unstetigkeit im Punkte c beraubt werden durch Subtraction 
eines Ausdrucks von der Form Ktc(z), Dieses Verfahren kann nun 
successiv auf sämmtliche Pole Cj, Cg, . . . c^ in Anwendung gebracht 
werden. Und demgemäss wird also das Aggregat 

*) Die in § 9 und § 10 aafgestellten Sätze sind nnr beiläufiger Nat^r. 
Wenigstens wird in den weiter folgenden Paragraphen nnd Capiteln dieses 
Werks von jenen Sätzen kein Gebranch gemacht werden. 



4 



(10.) 



(IL) 



(12.) 



(13.) 
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bei passender Bestimmung der K^s, eine Function repräsentiren^ die 
auf 9{, abgesehen von den Gurven b^, überall eindeutig und stetig, 
in diesen Curyen aber mit constanten Differenzen behaftet ist. Eine 
derartige Function ist aber [Satz (2.) pg. 236] eine Constante. Also 
der Satz: 

Bezeichnet f{z) irgend eine auf 91 reguläre Function g*®' Ordnung 
mit den Polen Cj, Cg, . . . c,, so wird dieselbe stets in der Form dar- 
stellbar sein: 

f{e) = jr+ KM^) + KM^) + . • . + ^*«,(^), 

wo die K's Constanten sind. Hieraus ergieht sich von seJbe}^, dass 
diese K's folgenden Gleichungen Genüge leisten werden: 



,'^ 



= Z, B,(») + K^ Bs,<i) . . . + Ä, B 
= Ki B/«) + Z, Bg(«> ... + K, B,(») 



= üTi Bi'^) + JTg Bjf") ... + K, B,W, 

wo B,'*), BgW, . . . Bj<*' die constanten Differeneen der Functionen 
tc^(e), <c,(«), ... 4 (n) t« den Curven 6« vorstellen. 

Dieser Satz lässt sich umkehren. In der That übersieht man 
sofort, dass jedwedes Aggregat von der Form: 

K + K,t^(g) -f KM'') . • • + -K^^e^C«) 
eine auf 91 reguläre Function g**' Ordnung sein wirdj falls nur die 
Constanten K den Bedingungen (11.) Genüge leisten. 

Für den Specialfall: q=p+\ führt der Satz (10.), (11.), (12.), 
falls man die aus (11.) für die K sich ergebenden Werthe in (10.) 
substituirty zu folgendem besonders einfachen Resultat: 

Bezeichnet f{z) irgend eine auf 9i reguläre Function (p + 1)**' 
Ordnung mit den Polen c^, Cg, . . . Cp^i, so unrd dieselbe stets in fol- 
gender Form darstellbar sein: 

k w 

Bi(*) 



ae) = K+H 



B,<') 



B,<») 



p(i) 

p(S) 



BjiP) 



B,(P) 



p(i>) 



WO Z" m»kZ fl" Constanten sind. Zur Jjbküreung mag übrigens diese 
Formel (13.) so geschritten werden: 
(13 a.) /■(«) = -ZT + ff 0,. .,. . .cp^., (4 



17 
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Und umgekehrt: Denkt man sich auf 9fi irgend welche Punkte 
Cj, Cg, . . . Cp-fi ganz ad libitum markirty so wird jede Function von 
der Gestalt (13.) oder (13a.) eine auf^ reguläre Function (p + l)**' 
Ordnung sein. 

Wir haben in (3.) nachgewiesen^ dass für jedwede Lage des 
Punktes c eine zugehörige Function te(0) existirt Nehmen wir an, 
wir hätten irgend welche Mittel in Händen, um für jede Lage von 
c diese Function tc(z) nebst den ihr zugehörigen Constanten B^'') wirk- 
lich zu aiden, so werden wir auch für jedwede Lage der Punkte 
Cj, Cg, . . . Cp^i die zugehörige Function 

ZU bilden im Stande sein. Und jedwede reguläre Function (p+l)**' 
Ordnung mit den Polen c^, ^, . . . Cp^i wird alsdann, nach (13.) 
respective (13a.), darstellbar sein durch: 

/■(«) = 2r+J3-0e.c...c^i(4r), 

wo H und K willkürliche Constanten sind. 

Die (p + 1) Nullpunkte z^, z^, • - . Zp^i dieser Function bestim- 
men sich durch die Gleichung 

und können also lediglich abhängen von ^n Cj, . . . Cp+i und von 
dem Werth des Quotienten -^; was angedeutet sein mag durch die 
Formeln: 



— ( ^\ 



Denkt man sich aber -^ aus diesen {p -|- 1) Formeln eliminirt, so 

erhält man p Relationen, in denen nur noch q, Cg, ... Cp^i und 
Zi, z^ ... Zp^i enthalten sind. Also der Satz: 

Sollen (2p + 2) auf der gegebenen Fläche SR unllkürlich markirte 
Funkte c^y c^, ... Cp+i und z^y z^, ... Zp^i die FoU und Nullpunkte 
(14.) irgend einer auf 91 regulären Function (p + 1)*®' Ordnnng darzustellen 
im Stande sein, so müssen diese Punkte gewissen p Relationen ent- 
sprechen y deren Beschaffenheit lediglich abhängt von der Oestalt der 
gegebenen Fläche 3i. Näher sind wir diese p Relationen vorläufig 



AnwendoDg der jRiemann'Bcheu Existenz-Theoreme. 261 

noch nicht anzugeben im Stande. Doch werden wir später (im fol- 
genden Capitel) sehen, dass dieselben in einfacher Weise ausdrück- 
bar sind mittelst der der Fläche 9i zugehörigen Normalintegrale 
erster Gattung Wi(jßf), W2(j2r), . . . Wp{is). 

Sollen also Cj, c^, . . . Cp+i und z^y z^j ••• • Vfi ^*^ ^^^ ^^^^ 

Nullpiinlcte einer auf SR regulären Function (p + 1)*®' Ordnung sein, 

(15.) so darf man nur (p + 2) dieser Punkte willkürlich wählen. Die 

übrigen p ergeben sich alsdann von selber auf Grund jener p Bda- 

turnen. 

Ist f{z) eine auf SR reguläre Function (p + 1)*^' Ordnung, so 
gilt Gleiches, falls man unter (7, D irgend zwei Constanten versteht, 
auch von 



F(0) 



f{z) - G 



Und zwar werden die Pole und Nullpunkte von F{z) zwei Niveau- 
Punktsysteme von f{z)j nämlich Punkte vorstellen, in denen f{z) 
respective = C und = 2) wird. Demgemäss kann man den Sätzen 
(14.), (15.) folgende allgemeinere Fassung geben: 

Sollen (2p + 2) auf SR markirte Punkte C|, c^, . . . Cp^i und z^, 
z^, ... Vt-i ^^^ Niveaupunktsysteme irgend einer aw/*SR regulären 
(16.) Function (p + 1)*®' Ordnung darzustellen im Stande sein, so müssen 
diese Punkte gewissen p Relationen Genüge leisten, deren Beschaffen- 
heit lediglicli alihängt von der Gestalt der gegebenen Fläche SR. 

Sind also {p + 2) von jenen Punkten markirt, so ergeben sich 
die übrigen p bereits von selber auf Grund dieser p Belationen, 

Weitere Ausdelmung der gefondenen Sätze. — Die soeben an- 
gestellten Betrachtungen sind durchweg ausdehnbar auf reguläre 
Functionen g*®' Ordnung, falls nur q> p ist. Das dabei einzu- 
schlagende Verfahren ist dem vorhin eingeschlagenen in solchem 
Grade ähnlich, dass darüber nur wenige Andeutungen erforderlich 
sind. So gelangt man z. B., ähnlich wie zum Satze (10.), (11.), (12.), 
auch zu folgendem allgemeineren Satz: 

Bezeichnet f(z) irgend eine auf SR reguläre Function q^^ Ordnung 
mit den Polen c^, Cg, . . . Cq, und ist q>p, so wird dieselbe stets in 
folgender Form darstellbar sein: 

(.17.) n^) = s -f3^^> t>..c,c....c^c^j (^). 

Dabei repräsentirt <i> dieselbe Function une in (13a.); während K, H^, 
Hf, . . . flg-p Constanten sind. 
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Umgekehrt wird, bei tmUhürlicher Wähl von c^^ c^, ... c^ und 
K, Hl, H^, . . . Sq-pj jedwede Function von der Form (17.) eine auf 
9fl reguläre Function g*"' Ordnung sein. 

BemerlLiiiig. — 9 ^ P gedacht, ist also eine auf % reguläre Fnoction 
2^' Ordnung, im Ganzen mit 

(2^ — P -h ^) willkürlichen Constanten 
behaftet , nämlich mit den q willkürlich za wählenden Polen Ci , Cg , . . . c 
und überdies mit den (q — p '\- 1) willkürlich zu wählenden constanten 
Coefficienten Ä", H^, H^^ ... H . 

Die Nullpunkte ^i, ^^2; • • • ^q ^^^ Function (17.) bestimmen sich 
durch die Gleichung: 

und hängen also lediglich ab von 

Ct « Oa • Wo • . . • Cn UnQ 



Hl Hj ^q—p 



i> «'S? »'S* • • • ^q """ K ^ K ^ ' ' ' K 

Denkt man sich diese q Formeln für ^i, ^a, . • • ^^ wirklich hin- 
gestellt, und aus denselben die letzten {q — p) Argumente 

H, H, S 



9—P 

* . . 



eliminirt, so erhält man [q — {q — J))] = p Relationen, in denen nur 
noch c^j c^, . . , Cq und z^, z^, . , . Zq enthalten sind. 

Die Pole und Nullpunkte einer regulären Function q^' Ordnung 
sind also stets durch p Relationen mit einander verknüpft. Und dieses 
Resultat ist nun wiederum [vgl. den Uebergang von (14.), (15.) zu 
(16.)] leicht übertragbar auf zwei beliebige Nivecnipunktsysteme] so 
dass man zu folgendem Satz gelangt: 

Es sei q>P' Sollen alsdann 2q auf SR markirte Punkte c,, ^, 

. . , Cq und z^y ^2) • ' ' ^q ^^^i Niveaupunktsysteme irgend einer auf 

(18.) 81 regulären Function j*®' Ordnung darzustellen im Stande sein, so 

müssen diese Punkte gewissen p Relationen Genüge leisten, deren 

Beschaffenheit lediglich abhängt von der Gestalt der gegebenen Fläche 91. 

§ 10. 
Fortsetzung. 

Es sei jetzt q "^p- Indem wir auf diesen Fall wiederum den 
allgemein gültigen Satz (10.), (ll.)> (12.) anwenden, wollen wir die 
daselbst auftretenden Constanten K^^, K^j . , . Kq zw eliminiren suchen. 
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(19.) 



Die Anzahl der Gleichungen (11.) ist =J3, d. i. 

= (« - 1) + (P - a + 1). 

Substituirt man nun die aus den ersten (q — 1) Gleichungen für 
Kl, K2y . . . Kq sich ergebenden Werthe in den {p — g + fol- 
genden Gleichungen^ und ebenso in den Formeln (10.), (12.), so ge- 
winnt der in Rede stehende Satz folgende Gestalt: 

Ist f{z) eine auf SR reguläre Function g^ Ordnung mit den Polen 
e^j c^, . , . Cq und q'^Py so wird diese Function f{s) stets in der 
Form darstellbar sein: 

kiß) kQs) ••. ^c,(^) 



t\z)^K+H 



B,t^) 



B,t2) 



B,(?-i) 



wo K, H Constanten sind. Dabei werden zwischen jenen Polen <^i7 <^i 
. . . Cq stets folgende (p — (Z + 1) Hdationen stattfinden: 

Bi^i) 



(20.) 



BJJ' 



Bq^^ 



B/«) 



B,ti) 

B,w 



B,<»> 

Bg(*) 



= 0, 



Bi(«-i> B,(^^> . . . B,<«-i) 

^o 3 = «,(? + 1), (« + 2), . . -i). 

Umgekehrt wird jeder Ausdruck von der Form (19.), falls man 

unter Kj H "beliebige Constanten ^ und unter c^, c^, , . . Cq (q ^ ;}) 

(21.) irgend welche den (p — 3 + 1) Belationen (20.) entsprecJiende Punlde 

versteht, eine auf 9fl reguläre Function g**' Ordnung mit den Polen q, 

Cg, . . . c, vorstellen, 

BemerlLlliig. — Die Zahl q'^p gedacht, ist also eine auf 9i reguläre 
Fanction g^ Ordnimg im Ganzen mit 

{2q — p -j- 1) toülkürlichen ConstanUn 
behaftet. Denn jene Pole c, , c,, . . . c , zwischen denen (jp — g + 1) Re- 
lationen stattfinden, reprÄsentiren b — (p — 3 + 1)1 = (2 g —p — 1) will- 
kflrliche Constanten. Und hierzn kommen noch zwei weitere Constanten, 
nämlich K nnd H. — Q. e. d. 

Da die q Pole (p — q -{- ^) Belationen zu entsprechen haben, so ist 
noth wendiger Weise: 

(«.) 5f^P — 3 + 1, 

oder, was dasselbe: 

iß-) „>?-+i. 
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Sämtntliche auf fH reguläre Functionen besitzen a7so Ordnungen, die ^ ^-3— 

sind. Dieser Satz kann noch weiter verschärft werden mittelst folgender 
Betrachtung: 

Ist f{z) eine auf dl reguläre Function q^^ Ordnung, so gilt Gleiches 
auch von 

falls C7, 2) Constanten sind. Von den q Polen dieser letztem Function 
aber kann einer, durch geeignete Wahl von C, in eine vorgeschriebene 
Lage Zq hineingedrängt werden. Der allgemeine Ausdruck einer auf 51 
reguHären Function q^^ Ordnung wird daher stets der Art beschaffen sein, 
dass einer iJtrer q Pole, setner Lage nach, vollkommen willkürlich bleibt. 
Da nun (g <C p gedacht^ zwischen diesen q Polen (p — ^ + 1) Re- 
lationen stattfinden müssen, einer derselben aber eine willkürliche Lage be- 
balten mnsB, so folgt hieraus, dass q niemals ^'(p — 94~l)i sondern 
stets > (p — 3 + 1) sein wird. Die Formel (a.) ist daher durch folgende 
zu ersetzen: 

(y.) «>P — « + i; 

und hieraus ergiebt sich: 

Also der Satz: Bepräsentirt 91 eine 2 p- fach zusammenhängende Ric- 
mann' sehe Kugelfläche, so wird die Ordnung q jedweder auf 91 regulären 
Function der Formel entsprecJien: 

(-) ä>^'-. 

oder (was dasselbe ist) der Formel entsprechen: 

es sei denn, dass die Beschaffenheit jener Fläche irgend welchen besondem 
Zufälligkeiten unterliegt. [Vgl. Riemann*s Ges. Werke, pg. 101.] 

Ist q<.p, und sollen 2q auf $R beliebig markirte Punkte Cj, c^, 

, , . Cq und ;?!, jfifg, . . . jß?j die Pole und Nullpunkte irgend einer auf 

SR regulären Function g*®' Ordnung darzustellen im Stande sein, so 

müssen zuvörderst c^, c^, » . . Cq den in (20.) angegebenen 

(22.) G> — 2 + 1) Relationen 

entsprechen. Diese Relationen erfüllt gedacht, wird alsdann jed- 
wede mit den Polen c^, c^, , . . Cq behaftete reguläre Function g^' 
Ordnung f{0) die Gestalt (19.) haben: 

wo K, H willkürliche Constanten sind, während V als Abbreviatur 
dient für die in (19.) stehende Determinante. Die Nullpunkte r^, 
z^y ... Zq von f{z) bestimmen sich mittelst der Formel: 
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• o = ü: + ^m',.^...<,^(^), 

und hängen also ab von 

Cj, Cg, . . . Cg und -^' 

Denkt man sich diese q Formeln für j^^^ j?2> • • • ^9 wirklich hinge- 
stellt^ und aus denselben das -^ eliminirt, so erhält man 

(23.) (2 — 1) Relationen, 

in denen nur noch ^o ^g? . . . ^9 und Ci, c^, ... Cq enthalten sind. 

Die Relationen (22.) und (23.) zusammengenommen^ erhält man 
im Ganzen p Bdationen^ also den Satz: Ist q<.py so sind die Pole 
und Nullpunkte einer auf SH regulären Function q^' Ordnung stets 
durch p Belationen mit einander verknüpft Dieses Resultat ist nun 
wieder [vgl. den üebergang von (14.), (15.) zu (16.)] leicht über- 
tragbar auf zwei beliebige Niveaupunktsysteme] so dass man zu fol- 
gendem Satze gelangt: 

Es sei q'^p. Sollen alsdann 2p auf 91 markirte Punkte c^, c^, 

, , , Cq und J8i, js^} ' ' ' ^q ^^^ Niveaupunktsysteme irgend einer 

(24.) auf SR regulären Function q^' Ordnung darzustellen im Stande sein, 

so müssen diese Punkte gewissen p Relationen Genüge leisten, deren 

Beschaffenheit lediglich abhängt von der Gestalt der Fläche SR. 

Wir sind also hier im Falle q<ip zu genau demselben Resul- 
tat gelangt, wie früher in (18.) für den Fall q> p. Die in Rede 
stehenden p Relationen lassen sich leicht ausdrücken mittelst der 
Integrale erster Gattung; wie weiterhin (im folgenden Capitel) ge- 
zeigt werden soll. 

§ 11. 

Die der gegebenen Fläche SR zugehörigen elementaren Integrale 
dritter Gattung. Definition der betreffenden Normal-Integrale. 

Man markire auf der gegebenen Fläche SR irgend zwei Punkte 
C| und €2, construire femer die Riemann'scheu Curven a«, hx (oc^^^ l, 
2, . . . p), und zwar in solcher Weise, dass Ci und c^ nicht hart 
au einer dieser Curven gelegen sind. Endlich ziehe man auf SR 
von Cj nach c^ eine beliebige, aber die Curven a«, h^ vermeidende 
Linie l. 

Die Function Tc^{z) ist auf SR« 6 regulär und daselbst nur mit 
einem einzigen, und zwar elementaren Pol c^ behaftet; sie kann also 
auf SRafr nur einzelne Nullpunkte haben, von denen möglicher Weise 
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einige gerade auf l liegen. Genau dasselbe gilt^ falls man unter 
Kl eine Constante versteht, auch von der Function 

Doch wird man, was in der That geschehen mag, die Constante K^ 
so wählen können, dass von den Nullpunkten dieser neuen Function 
<t>i{z) keiner auf l liegt. 

In analoger Weise kann man jetzt eine zweite Function 

bilden, welche in c^ einen elementaren Pol, und wiederum längs l 

keinen Nullpunkt hat. 

Erläatenmg. — Man bezeichne den Werth der Fanction Tfz) für 
den Augenblick mit :z -|~ ^H oder Z: 

Lusst man nnn den Punkt z auf der gegebenen Fläche 91 längs der Cunre 
l von Cj nach c, fortschreiten, so wird gleichzeitig das Z auf der Z-Ebene 
eine correspondirende Curve A beschreiben, die von einem endlichen Punkte 
Fl aus in stetig ztiaammenhängender Weise nach einem unendlich fernen 
Punkt r, hinläuft. Denn die Function T^ {z) ist längs {, mit alleiniger 
Ausnahme des Punktes c, stetig; und hieraus folgt, dass die neue Curve 
A ebenfalls, mit alleiniger Ausnahme ihres Endpunktes f,, eine stetige isL 
Markirt man nun auf der Z-Ebene irgend einen Punkt K^ atisserJuilb der 
Curve A, so ist man sicher, dass T (z) längs l niemals =« K, wird, daes 
mithin die Function 

r^(«)-K, d.i. 0.« 

längs l keinen Nullpunkt besitzt. Analoges gilt fdr 0|(^). 
Man construire jetzt das BereicJi 2 der Linie L Da sämmtliche 
Nullpunkte von <t>i{e) und 02 W ausserhalb l liegen, so werden die- 
selben, falls man das Bereich 2 hinreichend klein macht, auch ausser- 
halb fi sich befjiden. Demgemäss wird also der Quotient 

eine auf 2 reguläre Function sein, welche daselbst nur einen Pol, 
nämlich c^j und nur einen Nullpunkt, nämlich e^^ hat Und zwar 
ist sowohl der Pol wie auch der Nullpunkt von elementarer Natur, 
d. i. erster Ordnung. 

Demgemäss wird [vgl. den Satz (F.) pg. 231] das Integral 



r (^) =/ 






bei passender Einschränkung seiner Integrationscurve, eine Function 
von 3 vorstellen, die folgende Eigenschaften hat: 
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f*(ß) ist auf fi, abgesehen von der Linie l selber, eindeutig 
und stetig, und besitzt längs l die constante Differenz 27ci, Femer 
besitzt f*(z) in den Bereichen U(Ci, e)^ Vi(c^, z) oder «(yi, g), «(y,, g) 
der Punkte c^, c^ respective die Werthe: 

f*{z) — — log (g — yi) + (eind. stet Funct. von g), 

/^(je?) — + log (g — yg) + (eind. stei Funct. von g). 

BemerlLiuig. — Dieses etwas complicirte Verfahren zur Bildung von 
f^{z) kann darch ein einfacheres ersetzt werden, falls die Punkte c^, c^ 
weder Windungspunkie noch auch unendlich ferne Punkte sind, und falls 
Gleiches auch gilt von jedwedem Punkt der von C| nach c, laufenden 
Linie l. Alsdann nämlich kann man für <l>i , <)>x i ^ die Functionen nehmen 

Denn diese Function V wird in der That eine auf 2 reguläre Function sein, 
und daselbst nur den einen Pol c, und nur den einen Nullpunkt c, haben. 
Auch wird jeder derselben elementarer Natur sein. Demgemäss kann man 
also in dem genannten speciellen Fall für f*{z) das Integral nehmen: 

z — c. 



Z — Cj 



falls man nur wiederum die Beweglichkeit der Integrationscurve in ge- 
eigneter Weise beschränkt. 

Diese Function f*{z) bildet die Grundlage, von welcher aus wir 
jetzt das Biemann'sche Theorem [pg. 239] in Anwendung bringen. 
Zufolge dieses Theorems muss nämlich eine Function f{z) existireny 
die folgenden Bedingungen entspricht: 

I. f{z) soll auf SR, abgesehen von den Curven l und a^, 6x; 
eindeutig und stetig sein. 

II. f{z) soll in l in solcher Weise unstetig sein, dass die Dif- 
ferenz f{z) — f*{z) im Bereich S stetig bleibt. Ferner soll f{z) in 
den Curven a«, &x constante Differenzen haben, deren reelle Theile 
vorgeschriAene Werthe besitzen. 

Man kann nun den Bedingungen IL, durch Rücksichtnahme auf 
die Beschaffenheit der Function f*{z) [vgl. («.), (/3.)], eine etwas 
andere Form geben, und demgemäss sich so ausdrücken: 

Es existirt stets eine Function f{z), die folgenden Bedingungen 
entspricht: 

I. f{z) soll atif fR, abgesehen von den Curven 2, a«, bx, eindeutig 
und stetig sein. 

IL f(z) soll in den Bereichen U(c,,je?), U(c2,^) oder ?l(yi,g), 
HCy^yt) (^^ Punkte c^, Cg respective die Werthe besitzen: 
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f{z) «= — log (g — y,) + (eind. stet Funct von g), 
f{z) = + log (S "" Vi) + (eind. stet. Funct. von g). 

Femer soll f{B) in der von c^ nach c^ laufenden Linie l die Differenz 
2%i haben. Und schliesslich soll f(js) in den Curven a^y K constante 
Differenzen haben ^ deren reelle Theile vorgeschriebene Werthe besitzen. 
Zusatz, — Auch ist die Function f{si) durch die Bedingungen 1., 
II. vollständig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Denn exi- 
stirten zwei diesen Bedingungen entsprechende Functionen f(z) und 
/'(jgf), so würde 

auf 9%; abgesehen von den Curven a^, bx, eindeutig und stetig, in 
diesen Curven aber mit rein imaginären constanten Differenzen be- 
haftcft, also [nach Satz (3.) pg. 236] eine Constante sein. — Q. e. d. 

Diese durch die Bedingungen I.^ II. charakterisirte Function 
f{z) ist aber nach (65.) p. 227 nichts Anderes als ein elementares 
Integral dritter Gattung*) Tfe^e^i^)] so dass man also sagen kann: 

Für die gegebene Fläche iR existirt stets ein, und, abgesehen von 
einer additiven Constanten, nur ein einziges elementares hüegral 
(1.) dritter Gattung TTc^c,(^), dessen ünstetigkeitspunJUe c^ und Cg vorge- 
schriebene Lagen, und dessen constante Differenzen in den Curven 
öje, bx vorgeschriebene reelle Theile besitzen. 

Von hier aus kann man nun Schritt für Schritt dieselben 
Ueberlegungen anstellen, wie früher [pg. 256] bei den Integralen 
zweiter Gattung, also z. B. bemerken, dass das Aggregat 

ebenso wie TTc,ct(^) selber, ein elementares Integral dritter Gattung 
repräsentirt. Man gelangt in solcher Weise zu folgenden Sätzen: 

Unter den unendlich vielen mit denselben Unstetigkeitspunkten 
Ci, c^ behafteten elementaren Integralen dritter Gattung existirt eines, 
wdclies in den Curven a^ gar keine Differenzen hat, welches also auf 
91, abgesehen von den Curven l und bx, üb^ail eindeutig und stetig ist. 
Dieses besondere Integral mag mit 

(3.) 2y..c(^) 

bezeichnet und das Normalintegral dritter Gattung genannt werden. 

(i.) Dieses Normalintegral ®^c,c,(^) ist durch Angäbe seiner Unstetig- 

keitspunkte c^, c^ vollständig bestimmt, bis auf eine additive Constante. 



*) Vergl. die Note pg. 241. 
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Jedwedes elementare Integral dritter Gattung Tfc,c^{if) hmn in die 
Fomi versetzt werden: 

WO W{z) ein Integral erster Gattung vorstellt^ oder auch in folgende 
Form: 
(«.) n..e.(;er) = Wo^c^iz) + JEo + ^i^M • • • + Kp^p{^\ 

wo die yf{z) die Normalintegrale erster Gattung und die K's constante 
Coefficienten vorstellen. 

§ 12. 

Ueber die den elementaren Integralen dritter Gattung zugehörigen 

oonstanten Differenzen. 

Wir wollen die constanten Differenzen A<*^, B(*>, mit denen das 
Integral 

(7.) n = ui0) = n».c.(«) 

in den Cnrven a«, 6x (x = 1, 2, . . . jp) behaftet ist, näher unter- 
SQchen, indem wir uns dabei der Normalintegrale erster Gattung 
Wa(^), (<^ «« 1, 2, . . .i)), als eines zweckmässigen Instrumentes be- 
dienen. 

Bezeichnet man das Bereich der von c^ nach c^ laufenden Linie 
l mit 2y und das nach Absonderung dieses Bereichs noch übrig 
bleibende Stück der Fläche 91«» luit @: 

so sind Tf(e) und Wa(0) auf @ überall eindeutig und stetig. Hieraus 
folgt [Satz (4.) pg. 196]: 

(8.) Sq"^"^" = Ö' 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von @. Will man 
aber @ positiv umlaufen, so hat man erstens den Rand von ^ab 
positiv, und sodann den Rand von 2 negativ zu durchwandern. 
Demgemäss kann die Formel (8.) auch so geschrieben werden: 

(9.) ^91^!^"^^" " ^^^^' " ^' 

wo die Indices 91« 6 und S die den betreffenden Flächen entsprechen- 
den positiven Randintegrationen andeuten. Diese Formel (9.), welche, 
weil TTrfWff «= d(TTwa) — WadTT ist, auch so geschrieben werden kann: 

(10.) /^^ T\d w. + /gW„ dn = 0, 
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wird gültig bleiben bei beliebiger Verkleinerung des Bereiches 2. Man 
kann also z. B. 2 zusammenschrumpfen lassen auf die Bereiche U|, 
U2 der Punkte c^y c^ und das zwischen U^ und Ug liegende Segment 
der Curve l. Hat man aber 2 in dieser Weise reducirt, so nimmt 
das zweite Tntegral der Formel (10.) die Gestalt an: 

wie solches sich unmittelbar ergiebt^ falls man nur beachtet, dass 
TT längs l eine constante Differenz (= 2 m) hat, dass mithin das 
Differential dTf zu beiden Ufern von l einerlei Werthe besitzt Nun 
ist aber w^ auf Slady mithin z. B. auch in der Linie l stetig, also 
Wa(iL) — w<,(p) = 0. Demgemäss folgt: 

SO dass also die Formel (10.) übergeht in: 

(11.) /^^ ndw„ +/^ w„dn +f^wadT\ = 0. 

Bezeichnet man jetzt irgend einen der beiden Punkte q, c^ mit 
Cjj und sein Bereich mit VLj(€j,js) oder %(yj,t)y so ist innerhalb 
dieses Bereiches: 

n = (-iyioga-y,) + o(ö, 

WO 0(g) eine eindeutige und stetige Function vorstellt. Hieraus folgt: 



') 



also, falls man mit Wo multiplicirt, und Ober den Rand von U^ 
oder SUj integrirt: 



w„dt 



/^w<,cin=/^w,dn = (-iy/^ ^+/^w„rfoa). 



Nach bekannten Sätzen [(16.) pg. 23 und (10.) pg. 21] ist aber das 
letete Integral = 0, und das vorletzte = 2mwa[yj], d. i. = 27ciwa(c/)^ 
falls man nämlich unter Wö[yy] oder Wa(c,) den Werth der Function 
w<y in yj respective in Cj versteht Somit folgt: 

(f-) /11 ^^ ^^ ^ ("" ^^ • ^ ^* ^""(^^^ ' wo j = 1 , 2. 

Dies in (11.) substituirt, erhält man: 
(12.) L Hdwa = 2ni[wa{c,) - Wa(c^)]. 
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Das Integral linker Hand hat aber [zufolge des Hülfssatzes (y.) 
pg. 249] den Werth: 

x=l 

wo A^''^ B^*^ und «ax; iax die constanten Differenzen von TT und w«, 
in den Curven ax, 6x vorstellen. Substituirt man diesen Werth in 
(12.), und berücksichtigt man dabei zugleich die eigenthümlichen 
Werthe [(19.) pg. 246] der Constanten aax, so erhält man: 

(1 3.) ( 5V) ba.) - B'^ni = 2m [w^(c,) — Wa{c^)] , 

wo 6 eine der Zahlen 1, 2^ 3^ . . .p vorstellt. Demgemäss gelangt 
man zu folgendem Satz: 
Bemchnet 

(14.) ne,c(^) 

ein beliebiges elementares Integral dritter Gattung mit den Unend- 
lichJceitspunkten c^ und Cg, so werden die constanten Differenzen A^*\ 
B^*), mit denen dieses Integral in den Curven Ox, 6x (ä = 1, 2, . . . j?) 
behaftet ist, jederzeit folgenden Relationen entsprechen: 

(15.) A^'^ftla + AW&2a . . . + Af^)6,a - B^^^i = 2Äi[w^(cJ - ^a{c^)]. 

tf = 1, 2, . ..|?. 

D{ä)ei bezeichnen die Vs die den Normälintegralen erster Gatki^ng Wj, 
Wg, . . . Wp zugehörigen Constanten [(19. pg. 246)]. 

Nimmt man insbesondere statt des Integrals (14.) das betref- 
fende ^ormoMntegral ^e^c^(^)f so sind die A's sämmtlich ==3 [vgl. 
pg. 268]; so dass die Relationen alsdann übergehen in: 

- B<^) = 2[Wa(Ci) - Waic^)], 6=1,2, ...p. 

Vertauscht man hier den Buchstaben 6 mit x, so gelangt man zu 
folgendem Zusatz: 

Das den UnendlicMceitspunkten q, Cg entsprechende Normal- 
integrcd dritter Gattung 

(16.) ^c,c,{z) 

besitzt in den Curven a^, 6x (x = 1, 2, . . . p) folgende Differenzen: 

,^^. längs ax: Q^c.c.(^) — ^c,c^{9) = 0, 

längs b^i ^e,c^(^) — (^c.cSq) = 2[wx(c2) — Wx(ci)]. 

Diese Differenzen drücken sich also in einfacher Weise mittelst der- 
jenigen Werthe aus, welche die Normalintegrale erster Gattung Wj, 
Wo, . . . Wp in jenen Punkten Cj und c^ besitzen. 
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§ 13. 

Bemerkungen über die Integrale erster Gattung. 

Jedwedes Integral erster Gattung W(z) ist auf der Fläche 9t* 
eifideutig und stetig. Folglich wird 

nicht nur dieselben Eigenschaften haben, sondern überdies ancli 
eine Function sein, die auf Sdoj nirgends verschwindet Denn zum 
Verschwinden von 71(^0) würde ein Unendlich werden von W{e) er- 
forderlich sein; was der Natur von W{e) widerspricht. 

Bezeichnet man ferner irgend zwei am linken und rechten Ufer 
von üx einander gegenüberliegende Punkte mit A und q^ so ist 

^(A) = 6^W und fi{Q) = e^^^\ 
folglich: 

falls nämlich Ä^^^ die constante Difierenz der Function W{e) in der 
Curve üx vorstellt. 

Analoges gilt für bx] so dass man also zu folgendem Satz ge- 
langt: Ist W{z) irgend ein Integral erster Gattung, so wird die Funäim 

(1.) ,(*)=c^« 

auf yiab eindeutig, stetig und nichtver schwindend sein, also den 
Charakter der Functionen E{z) besitzen, TJeberdies unrd fi(z) in den 
Curven ax, bx mit constanten Quotienten behaftet sein, nämlidi 
den Formeln entsprechen: 

^^s axi 5|| = e^^'\ 

(^•) ,.. , 71(1) ßCx) 

J(^s bxi ^ ■= « ' 

wo A^''^ jB^*^ die constanten Differenzen von W{z) in den Curren 
ax, bx vorstellen. 

Nach (22.) pg. 247 ist jedwedes Integral erster Gattung W(:) 
in der Form darstellbar: 

W(z) = Äo + K,w,{z) + K,w,{z) ,., + K^w,{zy, 
so dass man also [vgl. (19.) pg. 246] für Ä^''^ B^'^) die Werthe erhält: 

J.W = K^aix + -STgOax • • . + ^(^px = Kx^i, 

JB(x) = K, bix + K^hx . . . + ifp6px. 
Demgeraäss kann man den Satz (1.)^ (2.) auch so aussprechen: 
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Sind Kq, K^, E^j . . . Kp beliebige Constanten, so wird die Function 

(3.) ^(^) _ K, + K,y^,{z)+K,w,{z), , + K^^^{z) 

auf 9ta/^ eindeutig, stetig und nichtver schwindend, überdies aber 
in den Curven a^, 6* (^ == 1; 2, . . •!>) mit folgenden constanten Quo- 
tienten behaftet sein: 

(4.) ^^^«-^) = ^ . 

längs b.: ^^ = /'i^x+^^a^x- •+^pV. 

§. 14. 

Bemerkungen über die Integrale dritter Gattung. 

Vergegenwärtigt man sich [pg. 226 und 268] die Eigenschaf- 
ten des Integrals dntter Gattung TTejc^C^)» so erkennt man sofort, 
dass die Function 

auf der Fläche 9fta6; mit Ausnahme der Punkte c^, c^, eindewUg, ste- 
tig und nichtverschwindend ist. Im Bereich Vi(cj, z) oder %{yj, S) des 
Punktes Cj ist: 

ne.c(i^) = (- ly log a - Vi) + 0,(6), 

wo Oj(X) 61^6 eindeutige und stetige Function yorstellt. Hieraus folgt 
mit Bezug auf dasselbe Bereich: 

wo Ej(X) = ^ ^ eine Function repräsenti/i^ die eindeutig, stetig und 
nichtverschwindend ist Setzt man j* successiye = 1^2, so erhält 
man für c^i 

und für c^i 

woraus folgt, dass ^{ß) in q einen elementaren Fol, andererseits in 
c^ einen elementaren Nullpunkt hat. 

Was die Werthe von 0(jsr) in den Curven a^, b^ betriflft, so 
findet man sofort: 

längs a,: JjJ^^ = e^^"\ 

wo A^*^, 8^*^ die constanten Differenzen von TTc,cj(^) in diesen Curven 
vorstellen. 

Neu mann, Ab«Vsche Integrale. 2. Aufl. 18 
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Vertauscht man schliesslich die Function TTc,c,(j^) mit der spe- 
cielleren Function '^c.cSß), und beachtet, dass in diesem Fall 

A(x) = und B(') = 2[wx(c2) - ^n{c,)\ 

wird [vgl. (17.) pg. 271], so gelangt man, falls man die Buchstaben 
tty ß i\lr c^, c^ substituirt, zu folgendem Satz: 

Die Ftmction 

(5.) (D(^) = A/'> 

ist auf der Fläche ^at regulär, und besäet daselbst nur einen Pol 
und nur einen Nuilpunkt, Ersterer liegt in «, letzterer in ^; und 
beide sind elementarer Natur d. i, erster Ordnung. Fetiier ist die 
Function in den Curven a^, b^ mit folgenden constanten Quotien- 
ten behaftet: 

Sind mithin a,, a^; • • - ^9 ^^^ A> Ä> • • • A beliebig gegebene 
Punkte, so wird die Function 

ebenfalls auf 9f{a/> regulär sein, und daselbst im Ganzen q elementare 
Pole: a^,a2,.--a,^ und ebenso viele elementare Nullpunkte: /J,, ^j, 
. . . /3j besitzen. Genau dasselbe gilt daher nach (3.) z. B. auch von 
der Function: 

wo die N Constanten sein sollen, üeberdies ist diese Function V(r), 
wie aus (6.) und (4.) sich ergiebt, in den Curven a^, 6x mit folgen- 
den Quotienten behaftet: 

längs a^: ^^ = c * , 

längs 6,: lWi^^H2j[^.%)-^A-j)])-nN,h^+N,h,^^ 

die Summation im Exponenten ausgedehnt über ^' «= 1,2, ...9. 

Demgemäss wird V(^r) nicht nur auf fRah, sondern auch auf 91 
selber regulär sein, sobald man die Exponenten der beiden letzten 
Formeln in gerade VielfacJie von Jti verwandelt. Dies aber kann 
dadurch erreicht werden, dass man unter den N^ ganze ZaJüen ver- 
steht und überdies den letzten Exponent =2JtfxÄi setzt, wo die 
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Mx ebenfalls ganze Zahlen sein sollen. Man gelangt daher zu fol- 
gendem Satz: 

Sind auf der Fläche SR irgend zwei von einander verschiedene 
Punlctsysteme a^, «2, • • • «« ^^(^ ßu ßi? • • • ßq ^««^Arirf, die den p Be- 
dingungen Genüge leisten: 

(7.) ^ K(ft) - w,{aj)] = M,7ti + N,hi, + N2h2, . . . + Npbp,, 

WO die My N heliänge ganze Zahlen vorstellen; — so existirt stets eine 
aufyt reguläre Function q^^ Ordnung V{z), deren Pole in a^^a^y . »> ccg, 
und deren Nullpunkte in ß^j ß^, . , , ßq gelegen »ind. Und zwar lässt 
sich diese Function M'(^) folgendermassen darstellen: 

wo unter den N ebendieselben Zählen, wie in (7.), zu verstehen sind. 
Sind A und B beliebig gegebene Constanten, und setzt man: 

so wird offenbar Q(^), ebenso wie ^(zy, eine reguläre Function 
g**' Ordnung sein. Diese neue Function Q(z) hat in «i, «i, ...a^, 
wo ^{z) = oo ist, den Werth A, und in /S^ , /Sg, . . , ßg, wo ^(z) = 
ist, den Werth B. Somit ergiebt^ sich folgender Zusatz: 

Sind auf 9fl irgend zwei von einander verschiedene Punkt- 
systeme (X], «3, . . . a^ und ßu ßtj • - - ßq markirt, die den Bedingungen 
entsprechen: 

(^•) '^\Mßj) - M^i)] = ^fr.^i + ^l*lx + N^lh. + . . . + N^K. , 

X = 1, 2, ... p, 

tvo die Mf N beliebige ganze Zahlen vorstellen, und sind überdies irgend 
ztvei Constanten A, B gegeben, so existirt stets eine auf SR reguläre 
Function q^ Ordnung, welche in a^, «g, . . . Ug den vorgeschriebenen 
Werth A, ander ei'seits in ßi, ß^, . , . ßq den vorgeschriebenen Werth B 
annimmt 

§ 15. 

Barstellung der auf SR regulären Funotionen mittelst der 
Integrale dritter Gattung. Abersches Theorem. 

Es sei f(z) irgend eine auf SR reguläre Function q^' Ordnung 
mit den Polen a, , a^, . . . «^ und den Nullpunkten /8,, ßo, ... ßg» 



18 



* 
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Ferner mögen innerhalb 9la6 9 einander nicht schneidende Linien 
l^y l^f . . . Iq gezogen sein, der Art, dass Ij von aj nach ßj geht Als- 
dann ist [Satz pg. 230] die durch die Formel 

definirte Function F{i), bei geeigneter Einschränkung der Integra- 
tionscurve, auf 9t eindeutig und stetig, mit Ausnahme der Linien Ij 
und ttx, 6x. Zugleich besitzt diese Function F(ji) im Bereich eines 
jeden der Punkte O/, ßj Werthe von der Form 

(2.) F(ß) = + log (g — y) + (eind. stet Funct von 5), 

wo von den beiden Zeichen + das obere oder untere gilt, jenach- 
dem der Punkt zu den aj oder ßj gehört. Ferner besitzt dieselbe 
in den Curven Ij, a*, 6* folgende DiflFerenzen: 

(3.) längs Ij: JP(A) — F(g) = + 2xi, 

(4) längs a^: F(k) — F{q) = — 2xiN^, 

(5.) längs 6^: F(k) ^ F{(}) = + 2mM^, 

wo die M, N (nicht näher bekannte) ganze Zahlen, vorstellen. 

Ganz analoge Eigenschaften besitzt aber, wie man leicht über- 
sieht, auch die Function: 

(1 a.) 0(^) = ' vV, ^. (,) - 2 [iV, w,(^) + N,w,(z) . . . + N,w,(:^y, 

' wo die N'b die in (4.) angegebenen ganzen Zahlen vorstellen sollen. 
In der That ist <t>(j^), ebenso wie F(e), auf der Fläche 91,6, mit 
Ausnahme der Curven Ij, a«, by,, eindeutig und stetig. Auch ent- 
spricht 0(^?) den Formeln (2.), (3.), (4.), während an Stelle von 
(5.) die Formel eintritt: 

(5a.) längs b,: 0(A) - 0((>) = 2 V[w,(ft) - w,(a,.)] 

~ 2 [N,hy + N,h, ... + N^b^^] : 

wie solches sich leicht ergiebt mit Rücksicht auf (17.) pg. 271. 
Demgemäss ist also die Function 

F(g)-<t>{z) 

auf 91, abgesehen von den Curven b^, allenthalben eindeutig und ste- 
tig, und in diesen Curven mit constanten Differenzen behaftet. Hier- 
aus folgt [Satz (2.) pg. 236], dass diese Function eine Canstante 
ist, mithin ihre Differenzen in den Curven bx gleich Null sind. Man 
erhält also die Formeln: 
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(6.) F{z) — <t>(ß) = Const. 

und: 

(7.) 2y{wjßj) ^ w,(a,)] - 2 [N,lu + N^h, . . . + iST^M - 23h7ci = 0, 

X = 1,2,...^. 
Die Formel (6.) kann man mit Rücksicht auf (1.) auch so schreiben: 



oder auch so: 



iog-^^)-<i>{i:) = ConHt, 



(8.) f{z) = Ke'^'\ 

wo K eine Constante vorstellt. 

Die Formeln (7.) und (8.) führen nun, falls man für 0(£f) seine 
eigentliche Bedeutung (la.) substituirt, zu folgendem Resultat: 

Ist f{z) eine auf 81 reguläre Function q^' Ordnung y so werden 
die Pole a^, cc^y . . . Ug und Nullpunkte ß^y ß^y . . , ß^ derselben stets fol- 
genden Formeln entsprecJien: 

(9.) ^[wxCA) — Wx(a^)] = Mysei + Nibu + Nibu . . • + N^bp» , 

WO die My N ganze Zahlen vorstellen. 

Auch wird diescFunction f{2) stets darstellbar sein in folgender Form : 

WO die N dieselben Zaiden sind wie in (9.), während K eincfi constan- 
ten Factor vorstellt. 

Der Satz (9.) kann noch ein wenig verallgemeinert werden. 
Sind nämlich Ui, a^, , . . ag und ßi, ßa - • - ßq irgend zwei Niveau- 
Punktsysteme einer auf 91 regulären Function 3**' Ordnung F(z\ so 
kann [vgl. pg. 261] sofort eine andere auf 9i reguläre Function /'(^f) 
gebildet werden, für welche a^, a^, ... «<, die Pole, und ft, ft» • • • ft 
die Nullpunkte sind. Demgemäss werden wir also jenen Satz (9.) 
auch so aussprechen können: 

Theorem. — Versteht man unter a^, a^, . . . a^ und ßi, ß^, - - > ßg 
irgetid zwei Niveaupunktsysteme einer auf SU regulären Function 3^" 
Ordnung^ so finden zunschen a^ a^, . . . Ug und ß^^ ft, . . . ßq stets 
folgende p Belationen statt: 

<*^-) '^'l^^yXßj) - w^ayjj = M,jci + Nibi, + N^bu . . . + ^p&px, 

X =^ 1 , ^ , . . . ^y 
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tvo die M, N (nicht notier bekannte) ganze Zahlen vorstellen, während 
die Vs die früher (19.) pg. 246 definirten Constanten vorstellen. 

Und umgekehrt: — Denkt man sidi aaf^ irgend zwei von ein- 
ander verschiedene Punktsysteme a^, a^, ... «^ und ß^, ß^, . . . ß^ 
markirt, die in Verbindung mit irgend welchen ganisen Zahlen M, N 
(B.) den p Belationen (A.) entsprechen, so wird stets eine auf 9i regulärt 
Function q^^ Ordnung existiren, für welche «i , «2 > • • • «7 ^^^ ßi>ßi}'"ßi 
zwei Systeme von Niveaupunkten sind. Dieses umgekehrte Theorem 
ist nämlich bereits früher bewiesen worden, vgl. (9.) pg. 275. 

Uebrigens repräsentirt die Formel (A.) das Abetsche Theorem^ 
so weit dasselbe die Integrale erster Gattung^ nämlich die w(^). 
betriflFt. Wir werden im folgenden Capitel dieses AbeFsche Theorem 
auf anderem Wege begründen und zugleich in allgemeinerer Gestalt 
darlegen. 

§ 16. 

Ueber die den Normalintegralen erster Gattung zugehörige 

Determinante A. 

Versteht man unter f(js) eine auf 9fl reguläre Function p^^ Ord- 
nung, und setzt man 

m = s, 

so ergeben sich auf di für jedwedes S im Ganzen p dieser Gleichung 
entsprechende Punkte ^i, z^, . . - Zp, welche zu bezeichnen sind als 
die p elementaren Wurzeln der Gleichung f(z) = S, oder einfacher 
als ein Niveaupunktsystem der gegebenen Fimction f{z). Sind nun 
Zi + dz^, z^ + dZ2, . . . jSp + dZp diejenigen Lagen, welche diese 
Niveaupunkte annehmen, sobald man S in S -^ dS übergehen lässig 
so finden zufolge des vorhergehenden Theorems die Formeln statt: 

j=np 

^[yrai^J + dZj) — Wa(Zj)] =Ma7Ci + Nibia + iVafcatf • • • + Npbfo, 

i=l 

(f = 1 , ^ I . . . jp. 

Da die linken Seiten dieser Formeln unendlich klein sind, so werden 
die rechts stehenden ganzen Zahlen My N [zufolge des Satzes IV. 
pg. 248] sämmtlich = sein. Demgemäss erhält man: 

^\yfü{Zi + dZj) — wa(;8?y)] = 0, (J = 1, 2, ... 2?, 
oder, was dasselbe ist: 

2 -i7-^^> = o, <y = l,2,...;. 
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Aus diesen p linearen Gleichungen folgt aber sofort^ dass die zu- 
gehörige Determinante*) 



Det. 



dz. 



=s ist Man gelangt in solcher Weise also zu dem Satz^ dass 
diese Determinante fiir jedwedes Niveaupunktsysiem b^ z^^ , . , Zp einer 
auf SR regulären Fmiction p**" Ordnung verschwindet 

Die Art und Weise y, wie wir hier zu diesem Satz gelangt sind, 
ist indessen wenig stringent, und der Satz selber auch nicht einmal 
richtig. In der That kann man leicht Fälle angeben, in denen die 
Determinante für ein solches Niveaupunktsystem einen unendlichen 
oder wenigstens unbestimmten Werth annimmt. Ist z. B. einer von 
jenen Niveaupunkten ein Windungspunkt der Fläche 91, so werden 
die diesem Punkt entsprechenden p Elemente der Determinante im 
Allgemeinen unendlich gross sein. 

Trotzdem enthält die angestellte Betrachtung einen gewissen 
Kern von Wahrheit. Und es handelt sich darum, diesen Kern in 
deutlicher und strenger Form zu Tage zu fordern; wpzu allerdings 
einige Mühe erforderlich ist 

Markirt man auf 91 irgend einen Punkt c, und bezeichnet das 
Bereich desselben mit U(c, 0) oder 81 (y, g), so ist bekanntlich Wa(z) 
auf U; mithin auch auf 8( eindeutig und stetig; — es sei denn, 
dass c gerade auf einer der Curven a^, 6» (x = 1, 2, . . . jj) gelegen 
ist In diesem besondern Fall ei leidet nämlich jene Eindeutigkeit 
und Stetigkeit insofern eine Ausnahme, als Wa{z) auf U, mithin 
auch auf 81 längs jener Ourve mit einer constanten Differenz be- 
haftet ist. Diese constante Differenz verschwindet aber, falls man 

nach z oder g differenzirt. Und demgemäss erkennt man [auf Grund 

. dw (z) 
des Satzes (15.) pg. 23], dass der Differentialquotient —jl auf 

der Fläche 8( atisnahmslos eindeutig und stetig ist; was angedeutet 
werden mag durch die Formel: 

dYf (z\ 

( 1.) —j = (eindeut. stet. Funct. von g) . 

Bezeichnet man also z. B. den Werth dieser Function (1.) im Punkte 
y oder (was dasselbe ist) im Punkte c mit 



^) Unter dem Zeichen : Det. Ä^^ soll die Determinante derjenigen p* Ele- 
mente verstanden werden, welche aus Ä^^j sich ergeben, wenn man jedem der 
beiden Indices a, j der Reihe nach die Werthe 1^ 2, , . , p zuertheilt. 
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(2.) Wa(c) 

SO wird die so definirte Grösse w^ (c) unter allen Umstanden eine 

endliche sein. 

Will man diesen Werth w^(c) wirklich bilden, so bat man za be- 
achten, dass zwischen z und ( [vgl. pg. 96j entweder die Relation statt- 
findet: 



(d.) 



(f.) 



1 
J — y « (;j — c)*" , woraus folgt: 


j- =■—(-? — c) , 




oder aber die Relation: 






1 

/ 1 1\"* 

(_ys:f 1 , woraus folgt: 

\z cj 


1 
dt ^1/1 IX"* 

d V "" »»^ V ^J 

z 


— 1 



(P-) 



wo m die Anzahl der im Punkte c mit einander zusammenhängenden 
Blätter der Fläche 91 vorstellt. Demgemäss erhält man im ersten Fall: 

dwJz) dw„(z) ^"- — 

(y.) — ?^ =. — "Llltniz — c) "' 

^^^ di dz ^ ^ ' 

andererseits im ztoeiten Fall: 

1-1 

dw„(z) dw„{z) /X 1\ "• 

~^i 7y \^~^) ' 

z 

Will man jetzt endlich den Werth w^(c) bilden, so hat man in den Aus- 
drücken (y.) und iß.) das dortige z übergehen zu lassen in c. Dabei mag 
die Formel (y.) für alle endlichen Punkte c benutzt, hingegen die Anwen- 
dung von (<a.) auf den Fall c aa oo beschränkt werden. Solches festgesetzt, 
wird alsdann w^(c) für solche Pwikte c, die weder Windungspunkte sind, 
noch auch bei z =^ oo liegen, stets die Bedeutung haben: 



(-) ^<' (^> - [-dT-U. 



Denkt man sich auf 91 irgend welche p Punkte c^ , c, , . . . c mar- 
kirt, so soll im Folgenden die diesen Punkten zugehörige Determinante 



Wi(Ci) Wi(c,) . . . Wi(cp 

Wj(Ci) Wj(C,) . . . W,(Cp) 

w«(Ci) w^(c,) . . . w_(0 



kurzweg mit A (c, , c^ , . . . c ) 



p' 



bezeichnet werden. 

Dies Yorangeschickt; wollen wir uns jetzt, ebenso wie zu An 
fang dieses Paragraphs, irgend eine auf 9% reguläre Function p 
Ordnung f(js) gegeben denken. Setzt man 



,t«r 
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(3.) m =- s, 

und betrachtet man dieses 8 als einen Punkt auf der einblättrigen 
jS-Kugelfläche, so entsprechen jedweder Lage des Punktes S im 
Ganzen p Punkte z^y z^^ . . . Zp der Fläche 9L Und zwar sind die 
Lagen dieser p Punkte auf der Fläche 91 stetige Functionen derjenigen 
Lage, welche dem Punkte S auf jener einblättrigen /S- Kugelfläche 
zuertheilt wird [ygl. den Satz pg. 138]. 

Wir wollen jetzt dem Punkte S eine beliebige Anfangslage K 
zuertheilen, und die zugehörigen Anfangslagen der Punkte z^, z^, 
. . , Zp mit Ci, c^, . . . Cp bezeichnen, dabei aber voraussetzen, dass 
diese Pufikte c^, c^, . • > Cp sämnUUdi von einander verschieden seien. 
Alsdann können die Bereiche U,, U,, . . . U^ der Punkte c^, C2, . . .Cp 
so klein gemacht werden, dass zwischen ihnen keine Berührung oder 
Vermischung stattfindet. Sodann aber kann, weil die Lagen der 
Punkte Zi, Z2, ' ' » Zp stetige Functionen von der Lage des Punktes 
S sind, auf der einblättrigen 5-Eugelfläche um K (als Centrum) eine 
Kreisfläche ®x von solcher Kleinheit beschrieben werden, dass z^, 
Z2, ' ' ' ^p respective innerhalb U^, U^, . . . Up bleiben, so lange S 
innerhalb ®k bleibt. Solches ausgeführt, und das Bereich Vij{cj, zj) 
des Punktes Cj in seinem natürlichen Zustande mit 9(/ {y^, ^) bezeich- 
net gedacht, sind alsdann die Grössen g^, g^, ... ip, so lange S 
innerhalb ®k bleibt, nicht nur stetige, sondern auch eindeutige Func- 
tionen von 5. Und Gleiches gilt daher [Satz (15.) pg. 23] auch 
von den nach S genommenen Differentialquotienten dieser Functionen. 
Versteht man also unter j eine der Zahlen 1, 2, ... |>, so ist 

(4) ij = (eindeui stet. Funct. von S), innerhalb ©a^, 

und ebenso auch: 

di. 
(5.) Tä ^^ (eindeut. stet Funct. von S), innerhalb ©jr . 

Nun ist [nach (1.)] der Differentialquotient 

eine eindeutige und stetige Function von ij, während ^ seinerseits 
[zufolge (4.)] eine eindeutige und stetige Function von S ist. Somit 
folgt: 

(6.) ~ .iV ~ ^^ (eindeut. stet Funct. von S), innerhalb @jr. 

Solches constatirt, verfolgen wir jetzt von Neuem den zu An- 
fang dieses Paragraphs angegebenen Weg. Giebt man dem Punkte 
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S innerhalb ®k irgend zwei einander unendlich nahe Lagen S knd 
S -|- dS, und bezeichnet man die correspondirenden Lagen der Paukte 
^jj & =• I7 2, . . . p) respective mit 0j, ^ und ^; + rfi?>, ^ + d&; 
so ist [zufolge des Theorems pg. 277]: 

tf = 1,2, . . .|>, 

wo die üf, ^ unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Denkt man sich 
nun die Gurven a^, a^, . . . dp, h^j h^, . . . hp^ was stets durch eine 
geringe Deformation derselben erreichbar ist, auf der Fläche 9t in 
solcher Weise verlaufend, dass die kleinen Flächenstücke Ui,Uj,...Uj, 
von denselben frei sind, so wird die Differenz 

weil Bj und Zj -h ^^j beide innerhalb U; liegen, unendlich klein sein; 
so dass also die linken Seiten der Formeln (7.) ebenfalls unendlich 
Idein sind. Hieraus aber folgt [wie bereits zu Anfang dieses Para- 
graphs explicirt wurde], dass die Zahlen M^ N sämmtlich = sind. 
Die in solcher Weise sich ergebenden Formeln: 

(8.) JTw« {Zi + dssj) - w^^sf^)] = 0, d = 1 , 2, . . . i), 

kann man aber, auf Grund der für dzj und dij gegebenen Defini- 
tion, auch so schreiben: 

i=P d^ffJz^ dz, 

(9-) 2 -jr-ds = ^^ 6 = 1,2,. ..p, 

oder auch so: 

i=p dwJz^ dti 

(10.) :2-aY-äi-^' <f^l,2,...p. 

Sämmtliche in diesen p linearen Gleichungen (10.) vorhandenen 
Grössen: 

-dSj ^"^ rs 

sind Functionen von S. Und zwar sind diese Functionen [vgl. (5.), 
(6.)] innerhalb @a' eindeutig und stetig, also von solcher Beschaffen- 
heit, dass sie innerhalb &k nur in einzelnen Punkten verschwinden 
köuueu. Demgemäss folgt aus den Gleichungen (10.), dass die De- 
terminante 



Anwendung der Biemann'achen Bxiatenz-Theoreme. 283 



(11.) Det. 



ätj 



in jedwedem Punkte S der Fläche ©a- verschwindet; — es sei denn, 

dass j-^ . r77 . . . ja iii diesem Punkte sämmtlich = wären , was 
dS ^ do ab ' 

(wie schon bemerkt) nur für vereinzelte Lagen des Punktes S mög- 
lich ist Vgl. die Erläuterung auf pg. 284. 

Die Determinante (11.) repräsentirt also eine Function von S, 
welche auf der Fläche @a: überall verschwindet, mit etwaiger Aus- 
nahme einzelner Punkte. Derartige Ausnahmepunkte sind aber un- 
möglich, weil die Determinante, ebenso wie die Grössen (6.), eine 
stetige Function von S ist. . 

Ausnahmslos gilt also für jedweden Punkt S der Fläche @jr 
die Gleichung: 



(12.) Det. 



dij 



= 0. 



Es muss daher diese Gleichung z. B. auch dann in Kraft bleiben, 
wenn man S in das Centrtim K der Fläche ®k, mithin die Punkte 
Zj, ^ in die Lagen o,, y^ hineinfallen lässt. In solcher Weise er- 
giebt sich, mit Rücksicht auf die in (1.), (2.) eingeführte Bezeichnungs- 
weise, die Formel: 
(13.) Det. |wa(cy)|=0, 

eine Formel, die man, unter Anwendung der in (g.) pg. 280 ein- 
geführten Abbreviatur, auch so schreiben kann: 

(13a.) A(ci, c^y ...Cp)«=0. 

Bei diesen Betrachtungen imd Formeln (4.) — (13.) ist still- 
schweigend vorausgesetzt, dass K endlich sei. Ist aber JC = oo 
[also an der tiefsten Stelle der )S-Kugelfläche gelegen], so kann juan 
Schritt für Schritt genau dieselben Formeln und Betrachtungen wieder- 
holen, falls man nur überall -^ statt S setzt. Man findet auf diese 

Weise, dass die Formel (13.) oder (13a.) ganz allgemein gilt, für 
jedwede Lage des Punktes jBT, falls nur die zugehörigen Punkte q, 
c.^, . . . Cp sämmtlich von einander verschieden sind [vgl. die auf 
pg. 281 gemachte Voraussetzung]. Aber auch diese Restriction ist 
überflüssig. Denn ist z. B. c^ identisch mit Cg, so werden zwei 
Parallelreihen der Determinante (13.) unter einander identisch, mit- 
hin ihr Werth wiederum = sein. Man gelangt somit zu folgen- 
dem Resultat: 
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Erster Satz. — Versteht man unter f(js) irgend eine auf 9i regu^ 
läre Function p**' Ordnung, so wird für jedwedes Niveaupunkisystesn 
Cj^y c^f . . , Cp dieser Function die Formel stattfinden: 

(14.) A(Ci, ^2, . . . Cp) = 0. 

Dabei bezeichnet A(ci, c^, . . . Cp) die auf pg. 280 definirte Function, 
Dieser Satz gilt in voller Strenge. So z. B. kann ein Unbestimmt- 
werden der Determinante niemals eintreten, weil ihre einzelnen Ele- 
mente durchweg endlidi sind [vgl. (2.) pg. 280]. Aus diesem Satze 
ergiebt sich nun weiter folgender 

Zweiter Satz. — Denkt man sich auf SR irgend swei von ein- 
ander verschiedene Punktsysteme Cj, Cg, . . . Cp und d^, d^, , , , dp 
markirt, die in Verbindung mit irgend welchen gangen Zahleti M, N 
den Formeln entsprectien: 

(15.) ^[Wfl(c,) — Wö(rf,)J = Moni + Nibi„ + -ZVaiga . - . + Npbp„, 

SO werden die Determinanteti 

(16.) A (c^, Cjj, . . . Cp) und A (dj, d^, . . . dp) 

stets = sein. 

Beweis. — Entsprechen c,, Cg, . . . Cp und d^, d^, ... dp den 
hier gemachten Voraussetzungen^ so existirt [zufolge des Theorems 
(B.) pg. 278] eine auf SR reguläre Function jp**" Ordnung, für welche 
Cj, Cg, . . . Cp und du dg» • • • ^p ^wei Systeme von Niveaupunkten 
sind. Demgeraäss wird aber [zufolge (14.)] z. B. A(C|, c^, . . . Cp) = 
sein. — Q, e. d. 

Nachträgliche Erlänterung. — Die in (11.) aber die dortige Deter- 
minante angestellten Betrachtungen stützen sich aaf folgenden evidenten 
Satz: 

Sind p Gleichungen gegeben von der Form: 

A/^^B, + A.<^J B, . . . + A^^'^^B^, = 0, <r « 1. 2. . . . p, 

und ist überdies bekannt, dass sämmtliche A, B endliche Werthe habeH^ 
so wird die Determinante der A stets verschwinden; — es sei denn, da» 
die B's sämmtlich =» wären. 



Eilftes Capitel. 
Das Abel'sche Theorem. 

Speciell für die Integrale erster Gattung haben wir das AbeFsche 
Theorem bereits im vorhergehenden Capitel [pg. 278] kennen gelernt 
Im gegenwärtigen Capitel soll eine andere Methode eingesehlagen 
werden y welche dieses Theorem nicht blos fiir die Integrale der 
ersten j sondern auch für die der zweiten und dritten Gattung auf- 
zustellen gestattet. 

§ 1. 
Das Abel'sohe Theorem für die Integrale erster Gattung. 

Es sei W = W{e) ein beliebiges Integral erster Gattung, also 
eine Function, die auf iftot eindeutig und stetig , in den Curven a*, 
fe^ (x = 1, 2, . . . |>) aber mit constanten Differenzen A^*\ B^'^^ be- 
haftet ist Femer sei f = f(js) eine auf ?ft reguläre Function, deren 
Pole und Nullpunkte promiscue mit c^, c^, . . , Cg^ und deren zuge- 
hörige Ordnungszahlen mit /ttj, fi2, ... (ig bezeichnet sein mögen. 
Ueberdies mögen die Curven a», 6x (x = 1, 2, . . .p), was durch eine 
geringe Deformation derselben stets erreichbar ist, der Art gedacht 
werden, dass keiner der Punkte c^y c^, . , . Cg hart am Rande von 
9la6 liegt. Gleichzeitig mögen die Bereiche U^, U^, ... U^^ so klein 
gedacht werden, dass dieselben vollständig innerhalb 91a a liegen. 

Bezeichnet man also das nach Absonderung dieser Bereiche 
Ui, U^, . . . Uy noch übrig bleibende Stück der Fläche 9?a6 niit ©: 

© = 8i,, -« (u, + u, + . . . + ly , 



so sind 



1 U^ 

W, f und Y , mithin auch - . 



auf © eindeutig und stetig. Hieraus folgt [Satz (4.) pg. 196] die 
Formel: 

fj'fdf^o, d.i. /irrfiog/-=o, 
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die Integration positiv erstreckt über den Rand von ©. Will man 
aber diese Fläche @ positiv umlaufen, so hat man den Rand von 
^ab positiv, und hierauf die Ränder von U^, U^, . . . U^ negativ zn 
durchwandern. Demgemäss kann die vorstehende Formel auch so 
geschrieben werden: 

(1.) / Wd\ogf-''^''fWd\ogf^O, 

ab x^l X 

WO durch die Indices 8la6 und Ux (wie gewöhnlich) die positiven 
Raudintegrationen der betreffenden Flächen angedeutet sein sollen. 

Diese Formel (1.) enthält bereits das AbeVsche Theorem für ein 
Integral erster Grattung W(0). Es handelt sich nur noch um die 
weitere Entwicklung der Formel. 

Es sei c irgend einer der Punkte c^, Cg, . . . c^. Im Bereich 
U(c, jsr) oder %(y, S) dieses Punktes c ist alsdann die gegebene, auf 
9ft reguläre Function f darstellbar durch die Formel: 

wo /it die Ordnungszahl von f in c oder y vorstellt, während E eine 
eindeutige, stetige und nichtversch windende Function bezeichnet 
Hieraus folgt sofort: 

dlogf = f^ + EdE, 

wo E = -V, die nämlichen Eigenschaften besitzt wie E selber. Somit 

ergiebt sich, falls man mit W multipiicirt und sodann über den 
Rand von U oder Sl integrirt: 

(a.) f^Wdlogf=^f^Wdlogf = i.f^^+f^WEdE. 

Da nun E und E, ebenso wie W, auf ?[ eindeutig und stetig sind, 
so sind die Werthe der beiden letzten Integrale sofort angebbar. 
In der That wird nach bekannten Cauchy'schen Theoremen [pg. 21 
und 23] das letzte Integral = und das vorletzte = 27ti W[y] 
= 2xiW(c) sein, falls man nämlich unter W[y] und W(c) die- 
jenigen (einander gleichen) Werthe versteht, welche W in den Punk- 
ten y und c besitzt. Man erhält daher: 

(ß.) f^Wd\ogf^2«i.iiWicy, 

so dass also die Formel (1.) die Gestalt annimmt: 
(2.) / Wd log f^ 2m [(i. Wie,) + ti, W(c^) . . . + ft, W(c,)] . 
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Das Integral linker Hand kann übrigens [vgl. die Betrachtungen 
auf pg. 248, 249] auch so geschrieben werden: ** 

(3.) 'S'i^^'^f dlogf+B^^^f d\ogf\f 

x=l ^ ^x ^x 

wo die -4^*), J5<') die constanten DiflFerenzen der Function W in den 
Curven a^, bx vorstellen. Auch übersieht man leicht^ dass die in 
diesem Ausdruck (3.) vorhandenen Integrale Werthe von folgender 
Form besitzen: 

(4.) / d]ogf=^27tiM^''\ f d\ogf=2nim'\ 

X ^K 

wo die MS''\ ^*^ ganze Zahlen vorstellen. 
Erläntemng. — Es ist offenbar: 

(a.) / dlog/-=.logr~logr. 



«X 



wo f und /"' die Werthe von f im Anfangspunkt und im Endpunkt der 
Cnrve a^ bezeichnen. In der That unterliegt diese Formel (a.) keinem Be- 
denken. Denn die Pole und Nullpunkte e, , c^, ' . . c liegen nach unse- 

1: 
rer Voraussetzung nicht hart am Rande von 9i.^, so dass also f und — , 

mithin auch log f längs der Curve a^ stetig sind. 

Nun liegen aber der Anfangs- und Endpunkt der Cnrve a^ beide 
[vgl. die Figur pg. 248] an ein und derselben Stelle, nämlich beide im 
Knotenpunkt (a^, h^^. Folglich ist /*" «= f\ und also log f" — log /" 

=» 2ir»3f^''\ wo MS^^ eine unbekannte ganze Zahl vorstellt. — U. s. w. 

Auf Grund der Formeln (2.), (3.), (4.) gelangt man also zu 
folgendem Satz: 

Verstellt man unter f(ß) eine auf^ reguläre Functiofi, und be- 
zeichnet man die Pole und Nullpunkte derselben promiscue mit C|, c^, 
. . . Cg, femer ihre zugehörigen Ordnungszahlen mit /itj, ft^, . . . fty, so 
findet für jedwedes Integral erster Gattung W{z) die Formel statt: 

(5.) Ml W(e,) + ^ W(e^) ... + ii, W(c,) = 2'[Jf C' ^w + m JS« ] , 

x = l 

tvo die A^'\ JS^*) die constanten Differenzen von W in den Curven 
«X, 6x (x = 1, 2, . . .^) bezeichnen^ wäJirend die W*\ iV^*> ganze Zah- 
len vorstellen. Und zwar sind die Wcrtlie dieser ganzen Zahlen aus- 
drückbar durch die Formeln: 

(6.) ^^ — ^niJa m ^ 2niJi, f{z)^ 

X X 

die Integrationen stromälncärts hinerstreckt gedacht längs der Curven 
Ox und bx. 
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Versteht man unter f{js) eine auf Si reguläre Fundion ^ Ord- 
nung, und bezeichnet man irgend zwei einander unendlich nahe Kmau- 
pimktsysteme dieser Function mit z^jZ^,.,, Zq und z^ + dz^ , z^ + dx^, 
. . .Zq-\-dZq,so gilt für jedwedes Integral erster Gattung W{z)die Formd: 

(12.) 2\ W(zj + dzj) - W{zj)] = ; 

oder, einfacher geschrieben, die Formel: 

(13.) 3'dW(zj) = 0. 

Man hat sicfi hier die Grössen dzj geometrisch als kleine Ver- 
schiebungen, d. i. als kleine Wegelemente auf der Fläche 91 wr- 
zustellen. Und bei Ableitung des Salzes ist vorausgesetzt, dass all 
(14.) diese kleinen Wegelemente dZj innerhalb der Fläche 9tab liegen, dass 
also Iceins derselben von einer der Curven a^, 6« (x = 1 , 2, . . . p) durch- 
schnitten werde, — eine Voraussetzung, deren Bealisirung jederzeit er- 
reichbar ist durch eine kleine Deformation jener Curven, 

Im Vorhergehenden ist unter W irgend ein der Fläche 91 zu- 
gehöriges Abel'sehes Integral erster Gattung 

W=^J^dz 

zu verstehen; so dass also = 0(2f) eine auf 9i reguläre Function 
vorstellt. Insbesondere ist femer unter W{z) die durch die Formel 

W{z)^j<^dz [91,,] 

definirte Function zu verstehen*), also pine Function, die auf 91« a 
eindeutig und stetig, in den Curven a^^ by, aber mit constanten Dif- 
ferenzen A^''^ B^*'^ behaftet ist. 

Denkt man sich nun auf 91 irgend zwei einander unendlich 
nahe liegende Punkte z und z -{- dz markirt, so wird unter dW{z) 
derjenige Zuwachs zu verstehen sein, welchen W{z) erfährt beim 
Uebergange vom ersten zum zweiten Punkte. Das so definirte dW{z) 
ist völlig bestimmt, ausser wenn die beiden Punkte durch eine der 
Curven a^, by, (x= 1, 2, ...|>) von einander getrennt sind. 

Liegt z. B. z auf dem rechten und z -\- dz auf dem linken Ufer 
der Ciirve a^, so kann man das zugehörige dW{z) in doppelter 
Weise bilden: Entweder geradezu, ohne die Curve a^ zu ändern: 

*) Der Unterschied zwischen' Tr und W{z) ist derselbe wie friiher «wischen 
F Tind F(z). Vgl. die Schlussbemerkung pg. 231. 
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a. 







alsdann wird dieses dW(/) etidlich, nämlich nahezu = ^(*) sein. 

Oder aber der Art, dass man die Curve a^ zuvörderst einer 
kleinen Deformation unterwirft, nämlich dieselbe auf einem kleinen 
Umwege um die Punkte z und z -{' dß herumleitet: 



und hierauf erst das dW{s) bildet; alsdann wird dieses dW{z) un- 
endlich Jdein^ nämlich nahezu = sein. 

Im Folgenden soll nun dW(/) stets in der letztem Bedeutung, 
also stets als eine unendlkh kleine Grösse aufgefasst werden. Sol- 
ches festgesetzt, wird alsdann die Restriction (14.) des vorhergehen- 
den Satzes überflüssig; so dass man denselben einfacher so aus- 
sprechen kann: 

Theorem. — Versteht man unter f{z) eine auf SR reguläre 
Function q^ Ordnung^ und hemchnet man irgend zwei einander unend- 
lich nahe Niveaupunktsysteme dieser Function mit z^, z^, • <> * Zq und 
Zy^ + ^^17 H "1" ^^2» . . .Zq'\- dZq, so gilt für jedwedes Integral erster 
Gattung W(z) die Formel: 

(15.) JW(^,) = 0, 

wo die dW(Zj) die den Verschiebungen dzj entsprechenden unendlich 
kleinen Zuwüchse vorstellen. 

Demgemäss gilt z. B, [wie aus (15.) durch Integration folgt] 
auch folgende Formel: 

(16.) J^' rdw(zj) = o, 

die Integrationen hinerstreckt gedacht Ober irgend welche simultane 
Bahnen (a^ . . . /J^), (cfg . . . ß^^ . . .(ccq . . . ß^) der in Rede stehenden 
Niveaupunkte z^, z^^ ... Zq, 

Die Niveaupunkte Zyy z^^ . . .Zq der Function f(z) sind nämlich 
nichts Anderes als die elementaren Nullpunkte der Function f(z) — K, 
wo K eine willkürliche Constante vorstellt. Lässt man nun dieses 
K in irgend welcher stetigen Weise sich ändern, etwa vonf Werthe 
K = fii aus, bis zum Werthe K=By so werden gleichzeitig die 

19* 
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Erste Bemerkung. — Man kann diesen Satz z. 6. in Anwendung 
bringen auf die p Normalintegrcile erster Gattung: w^C^), w,(r), . . . Wp(r\ 
und gelangt alsdann zu folgendem Resultat: 

Versteht man unter z^, z^, , . , z die Niveaupwüite einer auf 9t regu- 
lären Fufiction f(z) g*®' Ordnung, und versteht man ferner unter («,... ft), 
(er, . . . ßg), . . . (a . . . ^ ) irgend welche simultane Bahnen dieser Niveau- 
punkte, so finden stets die Formeln statt: 

J*'[w, {§j) - w, {aj)] « M, ni + N, h,, + N,h,, . . , + N^b^,, 

J = q 

(A.) ^ [w,{ßj) - w,(«^.)] = M, ni + N,h,, + N,b,,,,. + iV^6p,, 






ppi 



too c2te i(f, N ganze Zahlen vorstdUn, wäJirend die h's die in (19.) pg. 246 
festgesetzten Bedeutungen besitzen. 

Insbesondere werden die Zahlen M, N sämmtlich ■= sein, falls jene 
simultanen Bahnen a^^ 5^ (x == 1 , 2, . . .p) die Curven nirgends überschreiten. 

Zweite Bemerkung. — Im Satze (18.) werden, wie aus der Ableitung 
dieses Satzes folgt, die Zahlen N sämmtlich <== sein, falls die simultanen 

Bahnen («j . . . ß^), (er, . • . /^s)« • • • (^n • • • ßJ ^^^^ ^^^ Curven a^, nidU 
aber die Curven b^ überschritten haben. Analoges gilt von den aus (18.) 
abgeleiteten Formeln (A.). Demgemäss ergiebt sich folgender Satz, von 
dem später Gebrauch zu machen ist: 

Sind die in (A.) genannten simultanen Bahnen («i ... ft ),(«,.. . pj, 
(B.) • « • («o • • • Pg) ^^ ^^^f ^^^ ^ allerdings die Curven a^, nicht aber die 

Curven b^ überschreiten, so werden die in den Formeln (A.) enthaltenen ganzen 
Zahlen N^, N^, . , . N sämmtlich = sein. 

Dritte Bemerkung. — Es seien beliebig viele auf 9% reguläre Fudc- 
tionen gegeben: fi{f^, f^iß), ... fÄz), Femer sei: 

wo die f s beliebige, jedoch von Null verschiedene Constanten sein sollen. 
Bezeichnet man alsdann die elementaren Pole aller Functionen f^{z), f^{z) 

00 00 OD 

• • • /"«W zusammengenommen mit z^, z.^, . • . ^o, so werden offenbar die 

00 00 00 

elementaren Pole von q>{z) ebenfalls durch Zi, z^, . . . z dargestellt sein; 
mithin wird cp{z) eine auf di reguläre Function gf^er Ordnung sein. 

Vor allen Dingen sehen wir aus dieser Betrachtung, dass die ele- 

00 X CO 

mentaren Pole z^, z^, . . . z^ der Function 9 (z) ungeändert ein und die- 
selben bleiben, welche Werthe man den Constanten K auch beilegen mag, 
falls man dieselben nur vom Nullwerden abhält. Andererseits aber wer- 
den die elementaren Nullpunkte z^, z.^, » • - ^q <^er Function (p{z) wesent- 
lich von den iC^s abhängen, was angedeutet sein mag durch die Formeln: 



\ 
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Wir wollen nun die Verschiebungen dg. untersuchen, welche diese Null- 
punkte Zj erleiden, sobald man den JSTs irgend welche Zuwüchse dK zu- 
ertheilt. 

Zwischen den Polen und Nullpunkten der Function (p{z) d. i. zwi- 

OD 00 OD 

sehen z^^^ z^, . ..z^ und Zi, z^, .., z , finden [nach (A.)] die Formeln statt: 

iß ) 'jSl^ai^P - w^ (zj)] = M^Tci + N,b,„ + N,b^^ . . . JV^6^,„ , 

« = 1,2, . . .j), 



wo die M, N unbekannte ganze Zahlen vorstellen. 



00 QO 00 



Antkloge Formeln gelten aber auch offenbar für die Pole z^, :3.^, .. . z^ 
und die Nullpunkte {z^ + dz^), {z^ + dz^), . . . (z -f dz) der variirten 
Function : 

Man erhält also: 

0= l, 2, . . .p, 
und sodann durch Subtraction der beiderlei Formeln (ß,) und (y.): 

(<y.) ^ [W„ (^> + ^^j) — Wcr(^>)] = ♦»C7«* + n^K + ^2K '"+ ^^p\a^ 

tf=- 1, 2, . . .p, 

wo die m =» Jf ' — M und die n = N* — N ganze Zahlen sind. 

Diese Formeln (ß.) , (y.) , (d.) ergeben sich offenbar auch dann, wenn 
die Curven a^, 6^ (x = 1, 2, . . . i?) vor Bildung der Formeln in solcher 
Weise deformirt gedacht werden, dass die kleinen Verschiebungen oder 
Wegelemente dz. "^^ 1| 2, . . . p) sämmtlich innerhalb 9i^^ liegen. Dies 
vorausgesetzt ist aber die Differenz 

nichts Anderes als die mit dw^{z) zu bezeichnende unendlich kleine Grösse; 
80 dass man erhält: 

{( ) ^ dw^{Zj) = m^Tci + n^b^„ + n^b^„ . . . + n^b^^ , 

= 1, 2, ... p. 

Da nun in diesen Formeln (e.) die linken Seiten unendlich klein sind, so 
müssen [Satz IV. pg. 248] die rechts stehenden Zahlen m, n sämmtlich 
a» sein , so dass sich also folgender Satz ergiebt. 
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Setzt man 
(M <P(^) - K,f,{z) + K,f,{z) . . . + KJ^{z). 

wo die f{z) gegebene auf 91 reguläre Functionen, und die K^» willkür- 
liche, von Null verschiedene Constanten vorsteüefi sollen, so werden die 
elementaren Nullpunkte z^, z^, . . , z der Function €p (z) wesentlich von den 
Werthen der K*s abhängen , und in Bewegung gercUhen, sobald man die ICs 
sich ändern lässt. 

In welcher Weise tnan aber auch die K's, ohne sie zu NuU zu machen^ 
sich acutem lässt, stets werden für jedes Zeitelement der eintretenden Be- 
wegung die p Gleichungen gelten: 

{ri) dw^iz^) + dw^{z^) . . . dw^(z^) «0, = 1 , 2, . . . p. 

Dabei repräsentiren dz^, dz^, . . , dz die während des betrachteten Zeit- 
elementes eintretenden Verschiebungen jetier Nullpunkte, und dYf^{z^), dw^{z^), 
. . . dw^{z^ die diesen Verschiebungen entsprechenden unendlich kleinen Zu- 
wüchse der Werihe Wg(2fJ, w^(£^^), . . . yfg(zj, 

§ 2. 

Das Abel'sohe Theorem für die elementaren Integrale 

dritter Gattung. 

Das irgend welchen festen Punkten e^ und e^ zugehörige ele- 
mentare Integral dritter Gattung: 

(1.) n = n(^)«n..,.(^) 

ist auf ^ab eindeutig und stetig, abgesehen von den Punkten £|, f, 
und einer von e^ nach £2 gehenden Linie 17. In dieser Linie ist 
dasselbe mit der constanten Differenz 27ci behaftet; wie solches an- 
gedeutet sein mag durch die Formel: 

(2.) längs tj: TJ{k) — TJ{q) = 27ci. 

Ausserdem hat dasselbe in den Curven a«; bx ebenfalls constanie 
Differenzen. [Vgl. pg. 227.] 

Es sei nun ferner f=^f{e) irgend eine auf 91 reguläre Func- 
tion, deren Pole und Nullpunkte promiscue mit q, Cjj, . . . Cg, und 
deren zugehörige Ordnungszahlen mit ^1; f^s? . . . f^^ bezeichnet sein 
mögen. Wir denken uns eine von c^ über Cg, c^ etc. bis Cg fort- 
laufende Linie l gezogen , benennen die einzelnen Segmente dieser 
Linie mit {^2; ^23; ^S4i - • • ^l^-l>^; ^^^ setzen die Werthe des Integrals 

(3.) F = F{z) =/^ =fd log /• 

[durch geeignete Beschränkung der Integrationscurve, vgl. pg. 22\^] 
in solcher Weise fest, dass dasselbe auf 9ta6 eindeutig und stetig 
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ist, Qiit alleiniger Ausnahme der Linie l. Dasselbe hat alsdann 
längs der einzelnen Strecken l^^, l^^, l^^j . . . dieser Linie [nach pg. 229J 
folgende constante Differenzen: 

Lu = — 2jti' (^1 + f»8 + #*s); 
etc. etc. etc. 

Und ebenso wird dasselbe constante Differenzen haben in den Cur- 
ven ax, 6x- 

Wir setzen bei den folgenden Betrachtungen voraus, dass keiner 
der Punkte c^, c^, . . . c^ mit einem der Punkte s^^, s^ zusammen- 
fallt. Was femer die Curven a^, ix (» == 1, 2, . . . p) und die Linien 
l, ri betrifft, so sind diese im Grunde genommen nur Hülfslinien, 
über welche innerhalb gewisser Grenzen nach Belieben, respective 
nach Zweckmässigkeitsrücksichten verfugt werden darf. Sobald jene 
(^r + 2) Punkte c,, Cg, ... Cg^ s^^ £2 in bestimmter Weise markirt 
worden sind, mögen zuvörderst die Curven ax, fcx (x = 1 > 2, . . . p), 
(5.) was durch eine geringe Deformation derselben leicht zu erreichen ist, 
so eingerichtet werden, dass jene (g -)- 2) Punkte sämmtlich inner- 
halb der Fläche 91^6 [nicht etwa hart am Rande derselben] liegen. 
Sodann aber mag die Linie l von c^ aus, über c,, e;,, . . . c^^i bis 
Cg in solcher Weise gezogen werden, dass sie ebenfalls vollständig 
innerhalb ^h verläuft. Und hierauf endlich mag die von e^ nach b^ 
gehende Linie 17 in solcher Weise construirt werden, dass sie eben- 
falls vollständig innerhalb 9la& bleibt, und zugleich der Linie l nir- 
gends begegnet. 

Solches ausgeführt, repräsentiren also die Linien l und ri ge- 
wissermassen zwei von einander getrennte, langgestreckte Inseln in- 
mitten der Fläche JRat. Gleichzeitig repräsentirt alsdann TT = TT (je;) 
eine Function, deren Stetigkeit auf der Fläche 9la6 i^ur in 17, nicht 
aber in l eine Unterbrechung erleidet. Und umgekehrt repräsentirt 
alsdann F = F{z) eine Function, deren Stetigkeit atif 8la6 nur in 
/, nicht aber in 1} unterbrochen ist. 

Denkt man sich die Bereiche £ und @ der Linien l und ri von 
9ta6 abgesondert, und die alsdann noch übrig bleibende Fläche mit 
@ bezeichnet: 

so werden also F und TT auf @ allenthalben eindeutig und stetig sein. 
Folglich ist [Satz (4.) pg. 196J: 
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(6.) f^T\dF^O, 

oder, was dasselbe ist: 

(7.) / üdF-/ üdF-/ nrfF=ö, 



Kö •"« -"^ 

wo die Indices, wie gewöhnlich ^ die positiven Randintegrationen für 
die betreflFenden Flächen andeuten. Es ist aber TTdF«==flf(TTF) — JFrfTT. 
Dies angewandt auf das letzte der Integrale (7.); erhält man: 

(8.) f T]dF= f ürfF— f FdJ]. 

Air diese Formeln bleiben gültig bei beliebiger Verkleinerung 
der Bereiche 2 und @. Man kann daher z. B. das Bereich @ zu- 
sammenschrumpfen lassen auf die Bereiche @| und S^ ^^^ beiden 
Punkte s^ und e^ und auf das zwischen @i und ^ befindliche Seg- 
ment der Linie i}. Denkt man sich diese Zusammenschrumpfung 
oder Beduction von (£ wirklich eingetreten, so nimmt das letzte In- 
tegral der Formel (8.) die Gestalt an: 

(«.) /^ FdW = / FdT\ + /^ [F{k) - F{q)] dJ\ + S^ FdT( ; 

wie solches sofort sich ergiebt, falls man nur beachtet^ dass TT längs 
1} eine constante Differenz (>» 2iti) hat, dass also das Differential 
dTT zu beiden ufern der Linie i? einerlei Werthe besitzt. Nun ist 
aber die Stetigkeit von F m ri nicht unterbrochen^ mithin längs ry, 
F(l) «= F(q). Demgemäss verschwindet in (a.) das mittlere Inte- 
gral der rechten Seite; so dass man erhält: 

Einer analogen Behandlung ist offenbar auch das vorteil Integral 
der Formel (8.) fähig. Man erhält: 

W S^-^^F=^S ■ndF + S^T\dF+...+f^T\dF, 

WO Ui, U2, . . . U^ die Bereiche der auf l gelegenen Punkte c^, Cv, 
. . .Cg vorstellen. Mit Rücksicht auf diese Ergebnisse (/?.), (y.) ge- 
winnt nun die Formel (8.) die Gestalt: 

(9.) 4 ndF==2/ ndF-SV J'dn. 

Die Integrale rechter Hand sind einfacher ausdrückbar. Das 
über den Rand von Uy erstreckte Integral kann nämlich^ nach (3.); 
auch so geschrieben werden: 



J 
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f T\dF=f ncilog/; 

woraus mit Rücksicht auf frühere Betrachtungen [(a.); (/3.) pg. 286] 
sich ergiebt: 
{6.) f T]dF=27ei'iij'n(cj). 

Andererseits besitzt das über den Rand von (Sj erstreckte Integral 
[vgl. (f.) pg. 270, wo übrigens statt der gegenwärtigen Buchstaben 
€, @ respectijre c, U stehen] den Werth: 

(r.) f FdTJ=={-.iy-2«iF{Bj). 

Durch Substitution der Werthe (a.), (t.) gewinnt die Formel 
(9.) die Gestalt: 

:iO.) f^^UdF^2«i j(2>,n(c,)) + F{e,) - F{e,)^ , 

oder^ falls man beachtet, dass, nach (3.), dF = d log f und 
F(e^) — F{b^ = log /'(fj) — log /'(^a) ist, folgende Gestalt: 

(l 1.) /^ ^nd log /•= 2«i jlog JJj + S'^TTfe)) • 

Das Integral linker Hand hat aber [nach (/3.) pg. 249] den Werth: 

(12.) ''Ti^^'^f ^log/'+B(-)/ dlog/), 

wo die A^'*^ B^*^ die constanten Differenzen von TT in den Curven 
(^xf ijc vorstellen. Auch übersieht man leicht [vgl. die Erläuterung 
auf pg. 287], dass die in diesem Ausdruck (12.) enthaltenen Inte- 
grale Werthe von folgender Form besitzen: 

(13.) / d\ogf'^27ciM^'\ f d\ogf^2%iN^*), 



«X 



wo die 3/^*>, ^^*) ganze Zahlen sind. — Auf Grund dieser Formeln 
(11.), (12.)y (13.) gelangt man daher zu folgendem Resultat: 

Eepräsentirt f(/) eine auf 81 reguläre Function, und hezeiclinet 
ffian die Pole und Nullpunkte derselben promiscue mit c^, c^, . . . Cj, 
ferner iiire zugdwrigen Ordnungszahlen mit i^u ii^^ - • > iigy so gilt für 
das eletnentare Integral dritter Gattung; 

n = n.,,,(^) 

die Formel: 
n4.) >>>n,. „(c,) = log ^J'\^ + V (M ('^J AW + N('^^ BW). 
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Hier bezeichnen die N^^\ B^*^ die constanten Differenzen von TT in den 
üurven ax, 6x; während M^'^\ N^*^ ganze Zahlen vorstellen, deren Werthc 
sicli bestimmen mittelst der Formeln: 






df(z) 



Dabei ist vorausgesetzt, dass heiner der Funkte c^, c^, , , . Cy mit 
einem der Punkte £i , e^ coinddirt, und femer vorausgesetzt, die Curven 
cix; 6x (x = 1, 2, . . . jp) seien [was durch eine kleine Deformation 
derselben stets zu bewerkstelligen istj so eingerichtet, dass all' jene 
(g + 2) Punkte c,, Cg, . . . Cg, s^, e^ innerhalb diab liegen. 

Hiermit sind in der That alle in (5.) gemachten Voraussetzungen, 
so weit sie für den vorstehenden Satz wesentlich sind, recapituliri 
Denn die Linie l spielt in diesem Satz keine Rolle mehr, so dass 
also die betreffs derselben gemachten Voraussetzungen zu wieder- 
holen überflüssig sein würde. 

Vom vorstehenden Satze aus gelangt man nun, indem man 
f{z) — K statt f(z) setzt [vgl. die analogen Betrachtungen auf 
pg. 288], zu folgendem etwas allgemeinem Satze: 

Es sei K eine beliebig gegebene Constante. Femer sei f{z), mit- 
hin auch f(z) — K eine auf 91 reguläre Function q^ Ordnung. 

Ueberdies seien z^, z^, . . . Zq und z^, z^, , . . Zq die elementaren Null- 
punkte und Pole der Function f{z) — K, Alsdann gilt für das ele- 
mentare Integral dritter Gattung: 

die Formel: 

(15.) S\Tl.,.Xzj) - n.,., 5)] = log flJ^f + ÜW^AC'^) + 2V^«)B(^)). 

Hier bezeidmen N^\ B^*") die constanten Differenzen von TT in den Cur- 
ven axybx] während die M^''^ N^""^ ganze Zahlen vorstellen, deren Werthe 
sich durch die Formeln bestimmen: 

"^ Uni Ja f(,z) — K> ■iniJj, f{z) — K 

QO 

Dabei ist vorausgesetzt, dass keiner der Punkte Zj,Zj(j '^ 1 , 2, . . . g) 
mit einem der Punkte e^, e^ coincidirt, und femer vorausgesetzt, die 
Curven cht) bx {x = 1,2,. . , p) seien so eingerichtet, dass aU* jene Pimkte 

CD 

fj, «2 **^^ %? ^j (i = 1? 2, . . . g) innerhalb Slat liegefi. üebrigens 
kann von diesen Voraussetzungen die erste fallen gelassen werden. 

CO 

Denn sollte einer der Punkte Zj, Zj einem der beiden Punkte £,, e^ 
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bis zur Goincidenz sich näheru, so würden, wie man sofort QbeR 
sieht, beide Seiten der Formel (15.) unendlich werden, die Formel 
also gültig bleiben. 

Giebt man jetzt der Constante K einen unendlich kleinen Zu- 
wachs dK, 80 werden die Punkte gj unendlich kleine Verschiebungen 

CO 

dzj erfahren, während die Punkte Zj und ebenso auch die ganzen 
Zahlen M^*\ N^"^ ungeändert bleiben [vgl. die analogen Betrach- 
tungen auf. pg. 289, 290]. Man gelangt daher zu folgendem Satz: 
Theorem. — Versteht man unter f{z) eine auf^ reguläre Func- 
tion 2**' Ordnung, bezeichnet man ferner irgend zwei einander unend- 
lich nahe Niveaupunktsysteme derselben mit z^, z^y . . . Zq und z^ + ^^u 
z^ + dz^, . . . j?5 + dZq^ und bezeichnet man endlich die Werthe von 
f{z) in diesen beiden Niveaupunktsystemen mit K und K -f- dK^ so 
gilt für das elementare Integral dritter Gattung: 

n = n,...(^) 

die Formel: 

1(5-) S'dn...,(^,) = diog^;^j^J, • 

HO das vorgesetzte d die unendlich kleinen Äenderungen bezeichnet, ujelche 
die betreffenden Grössen durdi Vertauschung von ^i, z^, ... ^9, K mit 
Zi + dZi, z^ + dz^y . . . ^Tj + ^^qj ^'\- ^^ erfahren. 
Aus (16.) ergiebt sich nun weiter die Formel: 

die Integrationen hinerstreckt gedacht über irgend welche simultane 
Bahnen («i . . . ft), («2 • • • ßi)i ... («^ ... /S^) der in Rede stehenden 
Niveaupunkte z^, z^y . . . Zq. Dabei sind unter A und B diejenigen 
beiden Werthe zu verstehen, welche f(z) einerseits in a^, a^, . . . a^, 
andererseits in ft, /S^, . . . ßq besitzt. 

Soll die Bahn («/... ßj) keine der Curven öx, 6x (x = 1, 2, 
. . . p), noch auch die von e^ nach e^ gehende Unstetigkeitslinie tj 
des Integrals TT überschreiten dürfen, so ist offenbar: 

(J-) fd n., ,. {zj) ^ n,. ^ißj) — n.. ., («,) . 

Gestattet man hingegen jener Bahn, die Curven a^, b^ und ri belie- 
big oft zu tiberschreiten, so erhält man die [mit (Y.) pg. 292] ana- 
loge Formel: 
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(Y.) /in,,,, (^) = n.. .M) - n,, ,,(«,)+ y[m/')A('')+n/«)B<''>] + ft-2:r ,-, 

WO die m, n, f£ ganze Zahlen yorstellen. Und zwar geht aas der 
Bedeutung dieser Zahlen [vgl. (Z.) p. 293] deutlieh heryor, dass die 
Zahlen m sämmtlich »=0 sind^ falls die in Bede stehende Bahn 
(o/ . . . ßj) keine der Curven a« überschritten hat, dass femer die n 
sämmtlich «s sind, falls jene Bahn keine der Curven b^ über- 
schritten hat, und dass endlich die Zahl fi (d. i. ^j) den Werth 
besitzt, falls jene Bahn die Curve r^ nicht überschritten hat. Snb- 
stituirt man den Werth (Y.) in (17.), so kann man dabei die Zah- 
len ^j unterdrücken, weil die in (17.) vorhandenen Logarithmen an 
und für sich bereits mit Unbestimmtheiten von der Form tA'23ci 
behaftet sind. Man gelangt daher durch diese Substitution zu fol- 
gendem Resultat: 

Andere Form des Theorems. — Es sei f{z) eine auf 91 reguläre 
Function q^ Ordnung, Versteht man alsdann unter (a^..*ßi), (««.--ftH 
... («^ ... /3^) irgend welche simultane Bahnen der q Niveaupunkl*' 
van f{e)y so gut die Formel: 



(18.) 



2V..(Ä) - n,,(«,)i = log ^g^ - log f[;;|- J + 



DaJ)ei sind unter A und B die Wcrthe der Function f{z) in den Niveau- 
Punktsystemen a^, ccg, ... a^ und ß^, ß^, . . , ßq zu verstehen. Anderer- 
seits sind unter A^*^, B^*"^ die constanten Differenzen von TT,,,, (jb?) in 
den Curven ax, 6x, endlich unter 3f^*>, ^(*) ganze Zahlen zu verstehen. 
Ueberschreiten jene simultane Bahnen («i • . . ft), (cfj . . . ßf)^ 
(19.) ... («9 ... /3g) Jceine der Ourven a^, so sind die Jtf^*) sämmtlich = 0. 
Und sollte andererseits der Fall vorliegen, dass jene Bahnen keine der 
Curven bx überschreiten, so werden die N^"^ sämmtlich = sein. 

Beispiel. — Betrachtet man insbesondere das ^omtaZ-Integral u 
(an Stelle von TT), so sind bekanntlich [vgl. pg. 268] die Differen- 
zen A^*) sämmtlich = 0. Demgemäss ergiebt sich aus (18.) und 
mit Rücksicht auf (19.) der Satz: 

Es sei f{z) eine auf 9t reguläre Function q^' Ordming, Ver- 
steht man alsdann unter («i . . . /3,), («2 • • • Ä)> • • • («7 • • • ßq) irgend 
welche simultane Bahnen der q Niveaupiinkte von f(z), und seist man 
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voraus, ckiss diese Bahnen allerdings die Curven a^, nicht aber die 
Curven b^ überschreiten ^ so gilt die Formel: 

20.) 2k..(ft) - 5T,,(a,)] = log ^ l - log ^-^- 

Dahei repräsentiren A und B die WcrtJie von f{z) in den Niveau- 
Punktsystemen a^^ a^, . . . a^ und ß^j ß^y . , . ßq, 

§3. 

neber die Vertausohnng der Argumente nnd Parameter in den 

elementaren Integralen dritter Gattung. 

Wir betrachten irgend zwei elementare Integrale dritter Gat- 
tung^ die wir zur Abkürzung mit <t> und <t>' bezeichnen: 

UO * = n....(^) und <t)' = m.-.;(^). 

Sind ri und iy' die Unstetigkeitslinien von <t) nnd <t)', ferner ® und 
@' die Bereiche dieser Linien , und setzt man 

so sind und 0' auf der Fläche © eindeutig und stetig. Folglich 
ist [nach (4.) pg. 196]: 
(±) /^(t)d<t>' = 0. 

Diese Formel kann man auch so schreiben: 

oder, weil <t>rf0' = d(00') — <t)'d0 ist, auch so: 

oder, falls man die beiden letzten Integrale nach Maassgabe der Be- 
trachtungen (a.), (/3.) p. 298 umgestaltet, auch so: 

(5.) f *d*'+S'(r <t)'rf<t)-r (Dr70i=O. 

Nach (f.) pg. 270, oder wenigstens analog zur dortigen Formel, 
ist aber: 

/^0'rf0 = (-iy2«t(D'(f,). 

Desgleichen wird offenbar: 

r <j)rf<l,' = (_iy.2«,-<D(.;); 
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so dass also die Formel (5.) die Gestalt erhält: 
(G.) / 0d0' — 2jti[(t>\ai) - 0'(OJ + 2ÄtI<t)(0 — <t)(V)] = 0- 

Dividirt man diese Formel durch 2xi, und beachtet man den Satz 
(y.) pg. 249, so folgt: ♦ 

^'^•) J^i y(A<''^BV)~A'^-)Bf'^))-[<t)'(^i)-<t>'(^2)] + [<l>(O-*(O]=0. 

wo die A^*^ B^*^ und A'^''^ B'^*^ die constanten DiflFerenzen der Func- 
tionen <t> und 0' in den Curven a^, 6x bezeichnen. 

Einfacher gestaltet sich die Formel (7.), wenn man für ct> und 
<t>' zwei iVormaZ-Integrale dritter Gattung nimmt; denn alsdann sind 
die A^*^ und A'^*^ Null. Man gelangt so zu folgendem Satze: 

Bildet man das Normal-Integral dritter Gattung W sticcessive fiir 
ein Funktpaar e^, s^ und für irgend ein anderes Punktpaar f/, «/, 
$0 wird für diese Functionen 

(8.) ®^»i«.(^) wnd ®^././(jef) 

jederzeit folgende Edation stattfinden: 

(9.) [ar.. ^ {e)]\zi = \m,- ^ WZ^^ • 

Man kann diese Formel auch so schreQ)en: 
(10.) psr,. ,. (e) = /dar..' ^. (e), 

vorausgesetzt, dass man die Integrationscurve links auf die Fläche 9^,^,,, 
und diejenige rechts auf die Fläche St»*»/' einschränkt. Dabei soUen 
unter ri und t\ die Unstetigkeitslinien f^fg und s^'s^ der beiden Func- 
tionen (8.) verstanden sein. 



Zwölftes Capitel. 
Einführung der Thetaftinctionen. 

§ 1. 

Die von einem einsigen Argument abhängende Thetafnnotion. 

Bekanntlich ist die ins Unendliche fortlaufende Reihe: 



oder: 



1+26^ + 2e*^ + 2e'^ + 2«'«^ + 2e'" + . . . 

n = — 00 



(1-) 



bestandig convergent, falls b eine reelle Grösse von negativem Werthe 
ist. Versteht man unter b keine reelle, sondern eine beliebig ge- 
gebene imaginäre Grösse von der Form {(f -{- ia), so gilt genau 
dasselbe, falls nur q negativ ist. 

Genau dasselbe gilt aber auch dann noch, wenn man als Ex- 
ponenten nicht n*6, sondern einen Ausdruck von der Form n*6 -}- nc 
nimmt, wo c irgend welchen reellen oder imaginären Werth be- 
sitzen darf. Bildet man nämlich die Reihe: 

«=s 00 

• ^^ 

so wird dieselbe — völlig gleichgültig, welches der Werth von c 
ist — jederzeit convergent sein, sobald nur der reelle Theil von b 
wiederum einen negativen Werth hat. 

Wir gelangen demnach, wenn wir uns unter b irgend welche 
Constante denken, und wenn wir an Stelle von c irgend welche 
variable Grösse 2{x -{- iy) oder 2z nehmen, zu folgendem 

Satz. — Die unendliche Eeihe 

y^ ^bn^+2zn 

besitzt, falls der reelle Tlieil der Constanten b negativ ist, und so lange 

Neuniann, Ahcl'scho Intoprralp. 2. Aufl. 20 
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die Variable z nickt unendlich gross mird^ jederzeit einen völlig hr- 

stimmtcHy endlichen Werth. 

Dieser Werth kann als eine Function angesehen werden , tcdAe 

von der Variablen z abhängt, und welche ausserdem mit einem cm- 

stanteii Parameter h behaftet ist; er mag, um solches anzudeuten, in 

Zukunft mit 
(2.) » {z, b) 

bezeichnet werden. 

Wir wollen nun gegenwärtig diese Function -9" (jet, b) näher unter- 
suchen, und mehrere wichtige Eigenschaften derselben zu Tage 
treten lassen. 

Da sich in unserer Formel 

(3.) ^(^^ h) J3'*'^^"'+^^** 

die Summation über alle ganzen Zahlen n yon — cx> bis -f~ <^ ^^^' 
erstreckt, so können wir o£fenbar — ohne dadurch in der Formel 
irgend welche Veränderungen hervorzubringen — das darin enthal- 
tene n mit ( — n) vertauschen, die Function &{z, b) also auch so dar- 
stellen: 
(4.) »{e,b)^J^ ^ 



^-'* hn^ — ^zn 



: — oe 



Andererseits erhalten wir nun aber, wenn wir den Werth der Func- 
tion für ein anderes Argument, nämlich för das Argument ( — r) 
haben wollen, zufolge (3.) die Formel: 

(5.) i^(-z, b) J^'ß^"**^^'**; 

und nunmehr erkennen wir aus (4.) und (5.), dass die Werthe von 
d'QSy b) und von d-{ — z, b) unter einander identisch sind. Wir selten 
demnadi — und solclies würde als erste Eigenschaft unserer Func- 
(6.) tion d- hervorzuhebeil sein — , dass der Werth von ^(e,b) ungeändert 
bleibt, wenn man z mit ( — z) vertauscfU, 

Ferner überzeugt man sich leicht davon, dass die Function 
d'(z,b) in ihrem Werthe ungeändert bleibt, sobald man das Argu- 
ment z um ein beliebiges Vielfaches von xi vermehrt. Betrachtet 
man nämlich in der als Definition dieser Function angegebenen un- 
endlichen Reihe (3.) irgend ein einzelnes Glied 

bn^+22n 

so wird dieses, falls man z um ein Vielfaches von xi, z. B. uro 
pni zunehmen lässt, übergehen in: 
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also übergehen in: 



« , 



Nun ist aber c " =1, mithin auch c^ * '^ = 1. Wir sehen dem- 
nach, dass das betrachtete Glied unserer Reihe bei der Vermehrung 
von um pTci völlig ungeändert geblieben ist. Gleiches wird natür- 
lich auch von jedwedem andern Gliede der Reihe, Gleiches also auch 
von der Reihe selber gelten. Versteht man also unter p irgend welche 
ganze Zald, so wird — und dies würde als zweite Eigenschaft 
unserer Function anzuführen sein — jederzeit 

(7.) -^ (^ + P^i, h) = » (z, h) 

sein. Die Function d- {z, h) ist demnach eine periodische, und der Index 
ihrer Periode gleich ni. Denkt man sich die Werthe des variablen 
Argumentes z oder (x + iy) durch die Punkte der Horizontalebene 
dargestellt, und denkt man sich sodann diese Ebene durch Linien, 
welche der a;- Achse parallel laufen, und im Abstände Jt auf ein- 
ander folgen, in lauter einzelne Flächenstreifen zerlegt, so werden 
sich die W.erthe, welche d- (z, h) innerhalb eines solchen Flächen- 
streifens besitzt, von Neuem, und in genau derselben Vertheilung, in 
jedem andern Streifen wiederholen. 

Wir wollen nun ferner untersuchen, in welcher Weise der Werth 
von d'(z,b) sich ändert, wenn man das Argument z nicht um ein 
Vielfaches von xi, sondern um ein Vielfaches der gegebenen Con- 
stanten b vermehrt. Da sich die als Definition von d^ (z, b) ange- 
gebene Reihe (3.) von w= — oo bis n==-f-oo hinerstreckt, so 
wird ihr Werth, falls man n mit m -f- 1, oder mit w -f--2, oder mit 
w + 3, n. s. w. vertauscht, offenbar völlig ungeändert bleiben. Es 
wird daher z. B. völlig gleichgültig sein, ob wir als Definition der 
Function d' {z, b) jene ursprüngliche Reihe 

(8.) ^(0,6)=2V»»'+2^*» 

n= — CO 

nehmen, oder ob wir statt dieser als Definition jener Function die 
Reihe , 

flsss — OO 

aufstellen. Die letztere Reihe lasst sich auch so darstellen: 

20* 
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oder auch so: 
(9.) *(^,6) = e-^". ^ ^ 



6+2« _"^"' l,„«+2(«+6)n 



«SB 00 



Nun ergiebt sich aber andererseits , falls man in (8.) an Stelle des 
ursprünglichen Argumentes z das Argument (z + fc) einsetzt, für 
den Werth; welchen die Function % für dieses neue Argument an- 
nimmt, folgender Ausdruck: 

(10.) ^(0 + 6,6)="^>-'+2(^+&)«. 

Und nunmehr ergiebt sich durch Vergleichung von (9.) und (10.) 
sofort, dass 
(11.) -^ (;^ + 6, 6) = g-(^+'^^) . ^ {p^ j) 

ist. Die Formel lässt sich leicht verallgemeinern. Da nämlich ; 
eine ganz beliebige Variable ist, so können wir für z beliebige, und 
nach einander verschiedene Werthe nehmen. Setzen wir für z der 
Reihe nach die Werthe: 

;J, « + 6, ;? + 26, . . . « + (3 - 1) 6, 

wo $ eine beliebige ganze Zahl sein soll, so erhalten wir aus unserer 
Formel (11.) der Reihe nach folgende Gleichungen: 

^(« + 26,6) = c~^**+^*^ •*(« + &, 6), 

»(« + 3&,6) — e~^^*+^*^ -^(£ + 26,6), 

*(« + 26, h) = ^-((22-1)6+2^) . ^ (^ ^ (g _ 1) j^ 5). 
und sodann durch Multiplication all dieser q Gleichungen: 

» (0 + g&, 6) — e-(»^+22^) . ^ (^, j). 

Hier ist 

s=l + 3 + 5 + ... + (2g-l), 
also 

Somit können toir als dritte Eigenschaft unserer Function d^ Fol- 
gendes hinstellen: Versteht man unter q irgend weldie ganze Zahl, so 
wird jederzeit 

(12.) ^{z + qb, h) = c""(«'^+^«^) . ^ {z, h) ' 

sein. 
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Zufolge der vorhin gefundenen zweiten Eigenschaft bleibt der 
Werth der Function -ö* ungeändert, wenn man das in ihr enthaltene 
Argument um ein Vielfaches von m^ z. B. um pxi vermehrt. Dem- 
nach wird die linke Seite der zuletzt erhaltenen Formel in ihrem 
Werthe keinerlei Aenderung erleiden, wenn man das daselbst vor- 
handene Argument {z -|- qh) mit dem Argument (^ + 36 + pni) 
vertauscht. Thut man solches, so verwandelt sich jene Formel in: 

(13.) ^{z + pTci + qb, b) = e~^^'^+^*^^ . -^(ä, 6). 

Und diese Formel Tcann als der gleicfizeitige Ausdruck der zweiten wul 
dritten Eigenschaß angesehen werden. Setzt man nämlicti 2 = 0, so 
repräsentirt sie die zweite, und setzt fnan jp = 0, so repräsentirt sie 
die dritte Eigenschaft 

Wir wollen schliesslich noch untersuchen, für welche Werthe 
von z die Function d'(z,b) verschwindet. Die Reihe (3.): 

(14.) *(.,6)=^%*»''+2^^ 



»=—00 



durch welche wir die Function definirt haben, wird in ihrem Werthe 
völlig ungeändert bleiben, wenn wir darin n mit (— n), oder auch, 
wenn wir darin n mit ( — n — v) vertauschen, vorausgesetzt, dass 
wir unter v irgend welche ganze Zahl verstehen. Somit können wir 
statt (14.) auch schreiben: 

(15.) ^(^,6)=:'2V(«+'')*-2^(-+''), 



: — « 



oder, wie sich durch Addition von (14.) und (15.) ergiebt, auch 
schreiben: 

(IG.) H^, V) = r^ jc*«' + '^'* + e*("+')'-2^(n+») j. 



M = — 00 



Da nun e = — 1 ist, so wird ein Aggregat von der Form 

A , B 

e + e 

jederzeit Null sein, sobald die Exponenten A und B um in, oder 
auch um ein ungerades Vielfaches von %% von einander verschieden 
sind. Demnach wird das in (16.) unter dem Summenzeichen stehende 
Aggregat Null sein, sobald die darin auftretenden Exponenten 

{6n* + 2jgfn, und 
b{n+vY — 2z{n-^v) 

um ein ungerades Vielfaches von ici differiren. Findet solches nicht 
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nur statt für ein bestimmtes n, sondern für jeden beliebigen Wert! 
der Zahl n, 80 werden sämmtliche GVieier der Reihe (16.) Null wer- 
den, jene Reihe selber also ebenfalls. D. h. bestimmt man die Varidbl^ 
z der Art, dass die beiden Ausdrücke (a.) für jeden beliebigen Wen 
der ZaJd n um ein ungerades Vidfadies von ni verschieden sind 
wird für diesen Werth der Variablen die Function d' {z, b) versah 
den. Die Differenz der beiden Ausdrücke (a.) ist gleich 

2B{2n + v) - b{2nv + v^), 

d. i. gleich: 

{2s — vb) (2n + v). 

Macht man daher, was den gesuchten Werth der Variablen z 
anbelangt, folgenden Ansatz: 

iß-) ^ = ?-.»±-'L*, 

SO verwandelt sich jene Differenz in: 
(y.) 3rt.^(2« + i/); 

sie wird demnach ein ungerades Vielfaches von %% werden, sobald 
man die ganzen Zahlen fi und v der Art wählt, dass das Product 

ft (2n + v) 

ungerade ausfallt Solches aber kann offenbar nur dadurch erreicht 
werden, dass man für fi eine ungerade Zahl, und gleichzeitig für v 
ebenfalls eine ungerade Zahl nimmt. Thut man aber dies, so wird 
die in Rede stehende Differenz (y.) in der That — und zwar gleich- 
gültig, welchen Werth die darin enthaltene Zahl n auch immer be- 
sitzen mag — jederzeit ein ungerades Vielfaches von iti werden. 
Wir gelangen demnach zu folgendem Ergebniss: Sind fi und v irgend 
welche ungerade ganze Zahlen, so wird die Function %• {z, h) für 
das Argument 

u,n% A- vh 
2 

jederzeit verschwinden. Oder, was dasselbe ist: VerstelU man unkr 
p und q zwei völlig betidnge ganze Zahleti, so wird & {Zj b) jederzeii 
Null werden t sobald man 

(17.) ^ = (p+ [) ^i + (? + y) 6 

setzt. 

Denken wir uns die Werthe der Variablen z oder {x -|- »y) 
nach der Gauss*scheu Methode dargestellt durch die Punkte der Hori- 
zontalebene, so lassen sich die den Formeln 
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%w WertL ^ = P^i + ^^ 

hVu// wer- / , i\ . , / , 1\ , 

m ^'^i^ntsprechenden Punkte leicht construiren. 

^'^^" Es sei 6 derjenige Punkt, durch welchen die gegebene Constante 

^''^' b dargestellt wird, ferner in derjenige, durch welchen die Constante 

in repräsentirt wird, und endlich der Anfangspunkt*). Man con- 

struire nun ein Parallelogramm, dessen Ecken durch die vier Punkte 

0, h, iTCy h + in 

dargestellt sind, und zerlege die ganze unendliche ;?-Ebene in lauter 
einander congruente Parallelogramme, der Art, dass eines derselben 
mit dem soeben construirten identisch ist. Die Punkte (A.) sind als- 
dann die Eckpunkte y und die Punkte (ft.) die Mittelpunkte dieser Paral- 
lelogramme. Die Function d' {z, b) wird also [nach (17.)] verschwin- 
den in den Mittelpunkten der Parallelogramme, 

Bezeichnen wir, wie das mit Rücksicht auf unsere späteren 
Untersuchungen zweckmässig erscheint, die in d' vorkommende 
Variable nicht mit 0, sondern mit U, so können wir die Ergebnisse, 
zu welchen wir hier gelangt sind, etwa in folgender Weise zu- 
sammenfassen: 

Theorem. — Die unendliche Eeihe 

18.) "^*g6n- + 2trn 



!— 00 



besitzt, falls der reelle Theil der Constanten b negativ ist, und so lange, 
als die Variable U nicht unendlich gross mrd, jederzeit einen völlig 
bestimmten, endlidien Werth, 

Bezeichnet man diesen Werth mit %• {U,b), setzt man also 

VX) ^ {U, b) =3"^^**"+^ ^""^ 

60 gelten jederzeit folgende Formeln: 

^{-U,b)^»{U,b), 

20.) «• (f/ + mni + nb, b) = ^-(«'^+2« ^) . ^ ([/^ j)^ 

^ ((m + i) ni + (n.+ i) 6, b) = 0, 

wo unter m und n beliebige, positive oder negative, ganze ZaJhlen zu 
verstehen sind, 

♦) Der Punkt b wird, beiläuBg bemerkt, weil der reelle Theil der Con- 
btAnten b negativ ist, jederzeit links von der i/- Achse liegen ; während der Punkt 
ix auf der j^- Achse liegt. 
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§2. 
Die Ton beliebig vielen Argxunenten abhängende Thetsfanotion. 

Unter 

^»3; • • • ^^Pf 



6pp 
mögen gegebene Cönstante, ferner unter 

^U ^«; ^39 • • • ^P 

beliebige Variable, und endlich unter 

Wj, Wj, tlj, . . • Wp 

irgend welche gange Zahlen verstanden werden. Wir bilden nun die 
Exponentialgrösse *) 

^ f 

und unterwerfen dieselbe in Gedanken einer p-faclten Sumntation] 
die erste Summation soll sich auf alle nur möglichen Werthe der 
ganzen Zahl n^ beziehen, sich also von w^ = — oo bis n^ = + oo 
hin erstrecken, die zweite soll in gleicher Weise von Wg = — cx) bis 
n^ = + cx> u. s. w., endlich die letzte von n^ = — cx> bis n^ = + cx> 
hinerstreckt sein. Die hierdurch entstehende p-fach unendliche Beihe 
mag kurzweg mit 

bezeichnet werden, wo also das vorgesetzte Sigma jenep aufeinander 
folgenden Summationen andeuten solL — Man gelangt nun, was 
die Convergenz dieser j?- fach unendlichen Reihe anbelangt, zu folgendem 
Satz. — Die p-fach unendliche Beihe 

besitzt, falls der reelle Theil des Ausdruckes 



*) Aasführlicher geschrieben würde der Exponent vod e folgeDdermassen 
lauten: 

+ (^i«i + 6j.2*»8 • • • + \%)'^% + 2 ^l«S 

+ 

+ (&pi«i + bj,^n^ . . . + b^n^n^ + 2 U^^n^ , 



l 



^ -^"^ 611V + 2612W1W2... + ft^n/ 



y Einführung der Thetafunctionen. 313 

< 

^ für sämmtliche Wertlisysteme der ganzen Zahlen nj, n^, . . . Wp negativ 
ist*), und falls keine der Variablen 

unendlich gross tvird, jederzeit einen völlig bestimmten, endlichen 

Werth. 

Dieser Werth Jcann als eine mit den Constanten b behaftete, und 

von den Variablen U abhängende Function angesehen tverden, und 

soll demgemäss mit 
(2.) • » {U„ U„ ... f/p) 

bezeichnet tverden. 

Wir wollen nun — ähnlich wie früher bei der von einefn einzigen 
Argumente abhängenden Thetafunction — gegenwärtig die Eigen- 
Hchaften dieser von mehreren Argumenten abhängenden Function in 
Untersuchung ziehen; der grösseren Bequemlichkeit halber wollen 
wir uns dabei aber vorläufig auf den Fall beschränken, dass die 
Anzahl jener Argumente 3 ist, also auf den Fall, dass p = 3 ist 

Wir haben es alsdann mit folgender Function zu thun: 

wo unter f oder fin^, n^, n^) der Ausdruck 

(-4-) f = fi^i fn^yfh) = hl Wi* + 26i8ni n^ + 26i3 w^ n^ 

+ 622W2* + 2b^^n^n^ 

+ &S3 V 

zu verstehen ist. Da sich in der Formel (3.) die Summation für 



♦) Der reelle Theil des Ausdrucks 

&ii»*i' + 26ij,nin, + • • • + ^^V 

ist, falls man die reellen Theile der Constanten b^^, bi^ ... b der Reihe 
nach mit Qm Qi^, * . ' Q^p bezeichnet, folgender: 

9ii«i* + 29,2«! «8 + ■ • . + ^^V- 
Soll nun dieses Aggregat för jedes beUebige Werthsystem der Zahlen Ui, 
Wj, . . . ti„ negativ sein, so müssen die Grössen ^jj, ^u, . . . 9 , wie hier bei- 
läufig bemerkt werden mag, der Art beschaffen sein, dass die Wurzeln £ der 
Gleichung pten Grades 

9ii— £ 9ii • • • Qip 

Qu Qii — i ' • ' Q$p 



9pi 9pi ' • ' ^pp~^ 



= 



sämnUlich negativ sind. 
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jede der ganzen Zahlen n^, w^, n^ von — oo bis + oo hinerstreckt., 
80 werden wir, ohne dadurch in jener Formel irgend welche Ver- 
änderung hervorzubringen, die Zahlen n^, n^, n^ mit — nj, — ti^, 
— nj vertauschen, die von den Argumenten I/j, I/,, U^ abhängende 
Function d" also auch so darstellen können: 

WO das im Exponenten enthaltene f mit dem in der Formel (3.) vor- 
handenen /* völlig identisch ist. Andererseits ergiebt sich, wenn 
wir die Function d' nicht fUr die bisher betrachteten Argumente 
Ulf U^, L/3, sondern für die Argumente — t/j, — U^, — U^ haben 
wollen, zufolge (3.) die Formel: 

(6.) »i-u„ -u„-u,) = 2 /-^(^•♦^+^«"«+^»'^>. 

Und nunntehr erkennen wir dnrdt Vergleidmng von (5.) und (6.) so- 
fort, dass 

(7.) »i-U„ - U„ - U,) = *(f7x, U„ U,) 

isty dass also der Werth unserer Fmvction ungeändert hleibty toetm »law 
gleichzeitig sämmtliche Argumente in ihr Gegentlieil umschlagen lässt. 
Dies tvürde als erste Eigenschaft unserer Function hervareuhcben sein. 

Ferner ist, weil e «»1 ist, zu bemerken, dass die £xpo- 

neutialgrösse 

J+2(U,ni + U,n, + U,n,) 

ungeändert bleibt, sobald man die Variablen U^, U^, U^ um irgend 
welche Vielfachen von 7ci vermehrt; und dass demnach Gleiches auch 
von der Function 

gelten muss. Somit ergiebt sich — was als zweite Eigenschaft 
unserer Function anzuführen sein unirde — , dass, fcUls A, B, f irgaid 
welche ganze Zählen vorstellen, jederzeit 

(8.) ^{Ui + A^i, C/j + Eni, U^ + Tari) = d'iU^, U^, U^) 

sein wird. Die Function ^{U^y t/g, C/3) ist also für jedes der Argu- 
mente Uly U2, U^ eine periodische^ und der Index für jede dieser drei 
Perioden gleich m. 

Da sich die Summation in der Formel 

(9.) ^{Ui, U,y U,) = 2 /^^- ***' «.)+2(^.n, + ^.n,+ i;,n3)^ 

was die Zahl n^ anbelangt, von nj = — cx> bis n^ = -|- 00 hiner- 
streckt, so wird man, ohne dadurch in dieser Formel irgend welche 
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Veränderung hervorzurufen, n^ mit n^ + 1> oder mit n^ + 2, oder 
Wi + 3 u. 8. w. vertauschen können. Setzt man w^ + 1 an Stelle 
von Hj, so gewinnt jene Formel dadurch folgendes Aussehen: 

Das erste im Exponenten von e auftretende Glied 

hat, wie sich aus (4.) ergieht, folgende Bedeutung: 
/"(»i + l; n^y %) = /K, n^, Wg) + 2(fciini + fcjgna + 6,3113) + fc^. 

Substituirt man diesen Werth in die Formel (10.), so ergieht 
i:<ich, falls man die von den Zahlen n,, n^, n.^ unabhängigen Fac- 
toren vor das Summenzeichen treten lässt: 

Diese Formel repräsentirt, ebenso wie die ursprüngliche Formel (9.), 
denjenigen Werth, welchen die Function -^ für die Argumente f/,, 
U^f L^3 annimmt; sie ist demnach nur als eine gewisse Umgestal- 
tung jener ursprünglichen Formel anzusehen. 

Wir wollen nun andererseits denjenigen Werth aufstellen, wel- 
chen die Function %• für gewisse andere Argumente, nämlich für die 
Argumente U^ + ftu, f/g + &21; ^3 + ^ai aimimmt. Dieser Werth 
wird zufolge (9.) dargestellt durch die Formel: 

Und nunmehr ergieht sich durch Vergleichung von (11.) und (12.) 
augenblicklich die erste Formel des nachfolgenden Systems: 

{»iU, + \„ U, + 6«, V, + 63.) == c^*" +' ^'^ .»{U„ U„ U,), 

»(U, + h,„ U, + &„, 1/3 + 6,g) = 6^*"+^ ^'^ . * {U„ U„ U,), 

Die beiden andern Formeln dieses Systems werden sich offenbar in 
ganz analoger Weise ableiten lassen. 

Es ist übrigens nicht schwierig, eine viel allgemeinere Formel 
zu finden, nämlich eine Formel, welche die des soeben aufgestell- 
ten Systems als ganz specielle Fälle in sich fasst. Wir gehen zu 
diesem Zweck wieder von Formel (D.) aus, und setzen in dieser 



(13.) 
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«1 -}- a, n^ -{- ß, n^ -{- y B^n Stelle von n^, Wg, ng, wo a, ^, y ganz 
beliebig gewählte^ positive oder negative ganze Zahlen vorstellen 
sollen. Dadurch ergiebt sich 

(14.) _V /(♦»!+«, «i + P>W3 + y) + 2[ü,K+a)+C^,(n, + P)+L;(ti,+y); 

Zur Abkürzung mag nun gesetzt werden: 

!/'(«, ß^ r) = 9, 

und ferner 
(16-) 6^1 « + 6jja /3 + fcu3 y = %» 

^31 « + *32 /* + *S3 y = 9^3- 

Multiplicirt mau diese drei letzten Gleichungen der lleihe nach mit 
Kj ß, y, so ergiebt sich, wie sogleich bemerkt werden mag: 

^1 «* + 26ia ^ß + "' + KY^ = 9i^ + Viß + 9sy, 
d. i. mit Rücksicht auf die in (15.) eingeführte Bezeichnung: 

(17.) 9> = 9>ia + 9>2/5 + 9>8y- 

Nunmehr lässt sich der in unserer Formel (14.) enthaltene Ex- 
ponent von e auch so darstellen: 

/*+ 9> + 2 (g>in, + q>^n^ + q)^fQ + 

+ 2{ü,n, + L\n, + U,n,) + 2{U,a + ü,^ + U,y). 

Substituirt man diesen Werth in (14.), und lässt man zugleich die 
von den Zahlen f^y fii, n^ unabhängigen Factoren vor das Summen- 
zeichen treten, so erhält man: 

{18.) » (U„ U„ U,) =^ 

' _<P+HU,«+U,p+U,y)yf+2[(U,+<p,)n,+{U,+,p,)n,+ (U,+<p,)n^] 

Nun ist nach (9.) und mit Rücksicht auf die in (15.) eingeführte 
Abkürzung 

Wollen wir daher den Werth unserer Function %• nicht für die 
bisher betrachteten Argumente Z/j, C/g, U^, sondern für die Argu- 
mente f/i + SPi , Z/g + 9>2, U^ + 93 haben, so erhalten wir folgende 
Formel: 

(19.) »iU^ + 9i, £^2 + <P», üs+iPs) = 

_ V- /+2 [(l^. +9,)«, + (0. +9.)», +(l^, +9,)«,] 
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Und nunmehr ergiebt sich durch Division von (18.) und (19.)-' 

eine Formel, in welcher C/i, f/g, U^ völlig beliebige Argumente vor- 
stellen, in welcher femer a, ß, y irgend welche ganze Zahlen sind, und 
in welcher endlich q>^, tp^, (p^, (p die aus diesen Zählen und aus den 
gegebenen Constanten b eusammengeseteten Ausdrücke (16.) und (17.) 
darstellen. 

Man erkennt sofort, dass diese Formel die früher in (13.) auf- 
gestellten Gleichungen als ganz specielle Fälle in sich enthält, dass 
nämlich jene drei Gleichungen aus dieser Formel (20.) sich ergeben, 
sobald man in derselben für die Zahlen a, ß, y der Reihe nach 
zuerst das Werthsystem 1, 0, 0, dann das Werthsystem 0, 1, 0, 
endlich das Werthsystem 0, 0, 1 nimmt. 

Es handelt sich nun darum, dieser allgemeinen Formel (20.) 
ein etwas einfacheres Aussehen zu gebep, als es bisher der Fall ist. 
Zu diesem Zwecke bezeichnen wir die neuen Argumente C/^ -t~ ^o 
^2 + 9^2; C/3 + 98 °^i^ ^i> ^2 9 ^s) setzen also [vgl. (16.)]: 

lW,= U, + fp,= U,+b,,a + b,,ß + b,,y, 

W^2 = f^2 + 9« = f^2 + hl ^ + ^2iß + ^23 y; 
W^8 = ^J + 93 = ^3 + hl « + &32/5 + *M y- 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit a, ß, y, und addirt, so 
ergiebt sich: 

W, a + W,ß + W,y = (tr,a + U,ß + ü,y) -\-{<p^a + ip,ß + g.,y), 
also mit Rücksicht auf (17.): 

W,a + W,ß + W,y = {U,a + U,ß + U,r) + 9, 
d. i. 
22.) - 9» = (U,a + U,ß + U,y) - (W.a + W,ß + W,y). 

Mit Rücksicht auf die in (21.) eingeführten Bezeichnungen und mit 
Rücksicht auf den soeben in (22.) für — q) gefundenen Werth ver- 
veandelt sich nunmehr unsere allgemeine Formel (20.) in folgende: 

Sind also — so können unr uns gegenwärtig ausdrücken — die 
Argumente W^, W^, W^ mit den Argwnenten U^, U^, U^ durch Glet- 
chungen von folgender Form verbunden 
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(24.^ W, = ü, + b,,a + b,,ß + b,,y, 

w^3 = c^3 + ^81« + Kß + Ky> 

wo a, ßy y beliebige positive oder iiegative ganze Zalilen vorstdlm, 
so wird sswischen d'{W^y W^y W^) und zwischen -^(C/i, U^j ü^) j^er- 
zeit die in (23.) angegAene Belation stattfinden. Wir Ifezeichnen dk 
in diesetn Satze enthaltene Eigenthümlichkeit der Function ^ ak dk 
dritte Eigenschaft dieser Function. 

Eine ähnliche Relation lässt sich übrigens auch dann leicht auf- 
stellen, wenn wir an Stelle der Argumente W^, W^, W^ gewisse 
andere Argumente F^, V^, Fg nehmen, welche mit den ursprüng- 
lichen Argumenten Ui, U^, U^ nicht durch die Gleichungen (24.), 
sondern durch die Gleichungen: 

r Fl = C/i + A . Ät + 6,1« + 612/3 -+. Jijy, 
(25.) ^r,= U, + B.ni + b,,a + b,,ß + b^y, 

y^= c^3 + r . Äi + 631« + 632/3 + 633^ 

verbunden sind, wo A, B, f, ebenso wie a, /3, y beliebige positive 
oder negative ganze Zahlen vorstellen sollen. In diesem Falle wer- 
den Fl — Ajri, F2 — BTtij Fg — Vni zu 11^, U^y U^ in genau der- 
selben Beziehung stehen, in welcher zuvor TFj, W^, W^ zu T,, 
U^, U^ standen. Demnach wird zufolge (23.): 

(26.) ?:.(5_- A«*-^) = -l(yi + u,-^^t)a+...] 

«•(üi, . . .) 

sein. Zufolge (8.) ist aber, weil A, B, f ganze Zahlen sind, 
^(Fi - ATti, V, - BTtiy F3 - Vnt) = '^(Fi, F^, F3); 

ferner sind, weil a, ßy y ebenfalls ganze Zahlen vorstellen, die Ex- 
ponentialgrössen 

AftTTt Bß«» fy«! • 

e , e ^ y e ' 

jederzeit = + 1> folglich: 

kani — Aani Bßni — Bßni ryni — fy«» 

e = e 7 ^ =ß y ^ = ^ • 

Demnach können wir die Formel (2G.) auch so schreiben: 

Somit ergiebt sich also folgender Satz: 

Sind die Argumente Fj, F2, F3 mit den Argumenten ?7,, U^y f- 
durch Gleichungen von folgende}- Form verhtnden: 
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n = ^2 + (B^i + «fc,, + ßh^^ + yK)^ 

^3 = C^3 + (r^i + afei3 4- /S''23 + Y\z)y 

wo A,B, r, ay ßjy beliebige ganze Zählen vorstellen^ so tvird zwisehen 
den Werthen von ^{V^j F,, V^ und ^{U^y f/g, U^ jederzeit die in 
(27.) angegebene Relation stattfinden. 

Offenbar können wir sämmtliche Ergebnisse, zu welchen wir 
hier gelangt sind, sofort auf den Fall übertragen, dass die betrach- 
tete -^-Function nicht von drei, sondern von beliebig vielen Argumen- 
ten abhängig ist. Wir kommen alsdann zu folgendem 

Theorem. — Die durch die Formel 

defmirte Function ^{U^, C^a; • • ^p) bleibt in ihrem Werthe ungeändert, 
sobald man sämmtliche Argumente U^, U^, ... V^ in ^hr GegentJieil 
umschlagen lässt; es ist nämlich jederzeit 

^(- u„ - t^2, ...- Up)=^»(u„ r/„ ... Up). 

Betrachtet man femer zwei Systeme von Argumenten f/j, U^, ... f/^, 
und F, , Fg, ... Vp, welche mit einander verbunden sind durch Glei- 
chungen von folgender Form: 

Fl = ?7, + {m^Tci + n^b^^ + n^b^^ + . . . + n,J)pi), 
Fg = U^ + (m^Tti 4- ni6,2 + ^hh2 + • • • + w^W» 

Vp= Up+ (mpTci + nibip + «gfexp + . . . + w^fc^,), 

UV die m, n beliebige positive oder negative ganze Zahlen vorstellen; so 
tvird zunschen den WertJien, welche die Function %• für das eine und 
für das andere System annimmt , jederzeit folgende Relation stattfinden: 

Dabei ist die Summation im Exponenten hinerstreckt zu denken über 
X = 1,2, . . .p. 

Wir wollen der Vollständigkeit willen schliesslich noch die- 
jenigen Werthe der Argumente U^, U^, ... Up zu ermitteln suchen, 
für welche die Function d' Null wird. Zufolge der Definition ist 

(1.) »(u„ u„ ...Uj) = 2 /('•••*^' -V, 

wo -F(ni, ng, . . . Wp)\zur Abkürzung steht für folgenden Ausdruck: 
(2.) JP(n,, i?j., . . . np) = E2:b^iny,nx + 2£Uyn,,, 



320 Zwölftes Capitel. 

in welchem die Summationen über x = 1, 2, . . .p und über A = 1 , 
2, . . .p hinerstreckt zu denken sind. 

Die in (1.) angegebene Formel erleidet^ wie bereits mehrfacli 
bemerkt, keinerlei Aenderung, falls man die darin enthaltenen Za^^ 
len »1, Wg, ... np mit — {n^ + i/^), — {n^ + v«), . • • — (^ + Vj») 
vertauscht, vorausgesetzt, dass man unter fi, Vg, . . . Vp irgend welche 
beliebig gewählte ganze Zahlen versteht Demnach können wir an 
Stelle von (1.) auch schreiben: 

(3.) &(JJ,, U„... Up) = 2 /(-^--^- -^-v,, ...-n^-V, 

oder, wie sich durch Addition von (1.) und (3.) ergiebt, auch schreiben 

(4.) -&(üi, ü„...f/p) = 

A Ji 

Ein Aggregat von der Form e + c verschwindet, sobald die Ex- 
ponenten Ä und B um ein ungerades Vielfaches von ni verschie- 
den sind. Demnach wird die Function ^{11^ U^, . . , Up) verschwin- 
den ^ sobald die Differenz 

(5.) A « F{—n^ — Vi, — 14 — i/g, . . . — np — Vp) — F{n^, n„ . . .itp) 

für sämmtliche Werthsysteme der Zahlen n immer gleich einem un- 
geraden Vielfachen von %i ist Nun ist mit Rücksicht auf (2.) 

F(n„ . . .) = £2:b^n^nx + 2£U^n^ 
^(— Wi — Vi, ...) = £Z:b^nnnx + 2£(n^2:bjdVx) + ^^b^iv^vi 

— 22ünn^-2£UnV^] 

somit ergiebt sich für jene Differenz A folgender Werth: 
(6.) A = 22]n^{— 2U, + Zhxvx) + £2Jb^xVnVx - 22]U^Vn. 

Wir machen nun, was die hier gesuchten Werthe der Argumente 
U anbelangt, folgenden Ansatz: 

(7.) 2Ux = ^x'^i + £vxb^, 

d. i. 

(7a.) 2 üx = fix . 7ci + vibix + v^b^x + . . . + Vpbpx , 

wo fip fig; • • - f^p beliebige ganze Zahlen vorstellen sollen. Alsdann 
verwandelt sich der für A gefundene Werth in: 

(8.) A = — 22Jnx . ^x^ti + EHbxxVxVi — 2]{^xn:i + £vxb^i) v*, 

d. i. in 
(9.) A = — 27ci £nx(ix — ä* 2J(ixVxf 

oder in: 
(10.) A = — 3ri (22;wxftx + 2.>xfx). 



V 
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= 1, Hieraus aber ergiebt sich^ dass die Differenz A — mögen nun 

die Zahlen n beschaffen sein, wie sie wollen — jederzeit ein unge- 
irtach rades Vielfaches von yti sein wird, sobald nur 

eine ungerade Zahl ist. Unsere Function & {ü^y U^, ... Up) wird 
daher, falls man für die Argumente U die in (7.) angegebenen 
Werthe nimmt, jederzeit verschwinden, sobald die in jenen Wertben 
enthaltenen Zahlen fi, v der Bedingung 

UlijgVx «» ungerade 

Genüge leisten. Wir gelangen demnach zu folgendem 

Theorem. — Versteht man unter f^n f(2; • • • ffp ^^^ ^u ^a; • • • ^p 
irgend welche positive oder negative ganze Zahlen^ welche der Bedingung 
(D.) ^ji/j -|- ^i/jj -[-... + ^^Vp s= ungerade 

Genüge leisten ^ so wird durch die Fomvdn 

Ui = i(f*i . ^i + vAi + ^ihi + • • • + Vpftpi) , 

(E.) ^« ^ ^(l^ • ^^ + ^1^« + ^8*22 + • • • + ^pWi 

jederzeit ein Werthsystem der Argumente U^y U^y . . . Up dargestellt 
sein^ für u)elches die Function ^(Uj, Z/g, . . . Up) verschwindet 
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1 Augenblick der in Rede stehenden Bewegung be- 
i (3.) angegebene Thetareihe einen convergenten, 
imten endlichen Werth. Und dieser Werth wird 
er Bewegung, Schritt für Schritt in stetiger Weise 
den Constanten G^, G^, . ..Gp behaftete Function 

Wi W — ö„ w^{s) — G^y ... Wp(£r) — Gp) 

lache ^ab aUenthaXben eindeutig und stetig, 
lieser Function am Bande von 9la6 zu unter- 
zuvörderst irgend eine der Curven a^, a^, 
a«. Es mögen 

L) - Gl, w,(A) - G^„ . . . Wp(A) ~ Gp), 

\q) — G,, w^((f) — Gjj, . . . wp(p) - Gp) 

erstellen y welche F(z) in zwei auf dem linken 
m ax einander gegenüberliegenden Punkten A 
lann ist bekanntlich [vgl. (19.) pg. 246]: 

j[Wi(A) - GJ = [wi(p) — (?J + m^%i, 
[waW — Gg] = [wgCp) — Gg] + mjÄi, 

[wp(A) - Gp\ = [wp(p) — Gp\ + mpÄi, 

ganze Zahlen vorstellen, die bis auf ntxj sämmt- 

^ährend m« = 1 ist. Zufolge des Theorems pg. 319 

lotient der beiden Ausdrücke (5.) gleich Eins. Also 

längs a,: ^(^J = 1. 

inet man femer irgend eine der Curven \y b^, . . .bp mit 
mkt man sich die beiden Ausdrücke (5.) auf diese Curve 
^n, so ist [vgl. (19.) pg. 246]: 

r K(A) - GJ « [w,(p) - GJ + 6,., 
[w,(A) - GJ = [w,(p) - G,] + 6,., 



längs bxi < 



\ [w,(A) - GfJ = [wp((>) - Gp] + 6p,. 

Infolge des Theorems pg. 319 hat daher der Quotient der beiden 
^Ausdrücke (5.) den 'Werth: 

längs 5.: ^ = .-«-xW-«.3+t-»-«J). 

DemgemäsB kann der Satz (4.) folgendermassen vervollständigt 
werden: 

21* 
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Satz. — Die mit den tmlOcürlichen Constanten G^^ G^, . . . Gp 
behaftete Function 

(8.) y W = » (w. («) - <?„ w, (ir) -G„... w,(z) - G,) 

ist auf der Fläche ^, abgesehen von den Curven a«, bx, eindeutig 
und stetig y in jenen Curven aber mit folgenden Quotienten behaftet: 

,.. F{X) . 

längs K: Jg-J = e^^'-'-^'W-^'^'l 

Dieser letzte Quotient isty tvie man sieht, längs bx inconstanL 

Zusatz. — Demgemäss kann also F{is) bezeichnet werden eis eine 
auf SRaö reguläre Function^ welche daselbst keine Pole — woU 
(10.) aber Nullpunkte hat. Denkt man sich die letztem in lauter elemen- 
tare Nullpunkte aufgelöst, so wird die Anzahl dieser elementaren Null- 
punkte [wie sogleich bewiesen werden soll] stets *=> p sein. 
Beweis des Zusatzes. — Nach (a.) pg. 248 ist 

f dwa(A) =f dwaio) = 6ffx, 
(A.) 

/ dWaW =f rfWa(p) aax, 



K K 



also insbesondere für tf »= x : 
(B.) f dwx(A) =f dwxdf) = — »xx, d. i. = — ni. 



Dies vorausgeschickt; bezeichnen wir jetzt die ihrer Anzahl und 
Lage nach noch völlig unbekannten Nullpunkte der Function F(z) 
mit c^; ^2; . . . CfT; und die zugehörigen Ordnungszahlen der Function 
selber mit ft^, ft^, . . . fij. Dann ist nach bekanntem Satz [pg. 105]: 

^i + ^2 + --- f*rf = 2^/„' dlog^(^), 

oder, weil bei einer positiven Umlaufung von Sta» sämmUiGhe Ufer- 
linien der Ströme ax, bxy und zwar die linken Ufer stromo&fcw^; 
die rechten stromaufwärts zu durchwandern sind: 

oder^ mit Rücksicht auf (9.): 

x=i y b^ j 
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f nach (B.): 

^ 1 

ft + f« • • • + l^«r = 2^ (2aH + 20,2 + ... + 2opp), 

\ 4180; weil a^i = agj «=... = ajDjp ■=» 3ri ist: 

^ . 1^1 + 1^2 • • • + l^<J ^i'- Q' ^' ^- 

§2. 

Fortsetsimg. Die Nullpunkte der betrachteten Thetafonction. 

Es soll jetzt namentlich die Lage dieser unbekannten Nullpunkte 
Ci,C2, . , . Cd näher zu bestimmen versucht werden. Bezeichnet man 
die Bereiche von Ci, c^, . . .c$ respective mit U^, M^y . . . Uj, und das 
nach Absonderung dieser Bereiche noch Übrig bleibende Stück der 
Fläche SRa6 mit @: 

(S - Si,, _ (U, + U, . . . + Ud), 
so sind nicht nur w^, w,, . . . w^ und Fy sondern auch -^ auf @ em- 
detUig und stetig. Somit folgt [Satz (4.) pg. 196]: 

oder^ was dasselbe ist: 

oder, weil der Rand von @ theils aus dem Rande von Sl«»; theils 
aus den Rändern von U^, Uj; . . . lU besteht: 

(13.) / WadlogJ'— ^ r Wadlog-F=*0, wo ö = l,2,...p. 

In genau derselben Weise wie bei früherer Gelegenheit [vgl. 
{a,)y (/3.) pg. 286] findet man aber: 

80 dass also die Formel (13.) folgende Gestalt erhält: 

(14.) ^Wa(Ci)+fi,Wa(C2)... + f*dWa(Crf) = ^/ W^ d\ogF, 

wo <y = 1, 2; 3, . . . p. 
üeberdies ist zufolge (11.)^ 

(14a.) 1^1 + ftj + . • • + l^tJ =1>; 

so dass also durch die Nullpunkte c^f C2, . , . cj im Ganzen p ele- 
mentare Nullpunkte dargestellt sind. Bezeichnet man aber diese p 
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elementaren Nullpunkte (ihrer Lage nach) mit i^^, ij^, .... rip^ so 
gewinnt die Formel (14.) folgende Gestalt: 

(15.) Wa(lJ,) + Wcr(%) + ^^('»P) = 2^ /« C^«' ^ ^^g •'^) = «''^^ 

wo Ja als Abbreviatur dienen soll für das rechts stehende Integral. 

Um den Werth dieses Integrales Ja zu entwickeln^ mögen 

einige Htilfsformeln vorangeschickt werden. Bekanntlich ist [vgl. (9.)]: 



(«.) 



längs ax: Wa(A) — Wa((>) => a 



an) 



FW 
Fi«) 



= 1, 



(ß) 



längst.: w„(A)-w,(p) = &<,., JW = ««<*«-'««-'»(»). 

Hieraus folgt: 

längs Uxi d log F{q) = d log F(A), 

längs 6x: d log ^(p) = d log JF(A) + 2rfwx , 

wo dwx für dwx(A), oder, was dasselbe ist, für dwx(p) steht*). 
Bezeichnet man ferner die vier Eckpunkte an der Enotenstelle 
(»x, &x) mit «x; ßx, yxj *x, 80 ergiebt sich sofort: 

5x 

\ 



f dlogF(A) = log 



^(Px) 



£ 



«x 



6. 



(y-) 



(«•) 



/,^dlogF(A) = logj^^;y. 

Die Werthe der Logarithmen rechter Hand 

sind näher angebbar mittelst der Formeln 
(a.). Man erhält in solcher Weise: 

r d log F(X) = itfx 2m + 2t?x - Wx(/3x) — Wx(ax), 

*x 

/. d log FW = 2V. 2»», 

WO Jtfxy ^x unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Endlich ist nach 
(B.; pg. 324: 

J . dWx = — «xx = — Ät. 



*) Efl unterscheiden sich nämlich die Werte w^(X) und w^(9), welche 
w^(;;} zu beiden Ufern des Stromes b^ besitzt, von einander nur durch eine 
Constante; so dass also dw^(X) ^ dw^{^) ist; vgl. z. B. (I.) pg. 2S4. 
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Dies Torangeschickt; handelt es sich jetzt um die Berechnung 
des in (15.) auftretenden Integrals: 



'^o = 2^;- /« 7" ^ ^°8 ^- 



Da bei einer positiven Umlaufung von ^ab sämmtliche Uferlinien 
der Ströme ax, b und zwar die linken 8tromabwärts ^ die rechten 
stromaufwärts zu durchwandern sind, so kann dieses Integral so 
geschrieben werden: 

, «= J /„ (Wa « d log F(X) - Wo (p) d log F{q)) 

Jo ^-^ y 



x = l 



1 *^i 



Hieraus folgt, falls man F{q) mittelst der Formeln (/3.) eliminirt: 

/„ [wa(A) - Mo)] d log F{k) 
+L ([w„(A) - w„(p)] rf log F(A) - [2 w„(p)] dw«) 
oder, falls man in der letzten Zeile das [2wa{Q)] durch 

[Wa(A) + w<,(p)] - [W„(A) - W„((.)] 

ersetzt, und überdies die Formeln (a.) berücksichtigt: 

/ a„ d log F{X) 

**X 

+ L (ia. [d log F{1) + rf w,] - [w„(A) + w„{q)] rfw«) 

also mit Rücksicht auf (y.) und (d.): 

Qax \Mx 2%i -\-2Gx — yrx{ßx) — Wx(ax)] 
+ 6(jx [Nx 2ni — Ät] — J , [w^ (A) + w« ((>)] dw^ 






j x=p 



oder, weil die üax, uiit Ausnahme von üaa, sämmtlich = 0, dieses 
aaa aber = äi ist: 



J. 



2n 



jtt [M„ 2«e + 2G„ — w„(ßa) — w„(a<,)] 



oder, falls man besser ordnet: 
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X 

x=p 






oder, falls man den hier in der eckigen Klammer enthaltenen Aus- 
druck kurzweg [und zwar nach Riemann's Vorgang] mit Kg be- 
zeichnet: 

J„^Ga — K„+ (m„ «» + ^ 2V,6,„) . 

Substituirt man schliesslich diesen Werth von Ja in die Formeln 
(15.), so gelangt man zu folgendem Satz: 
Satz. — Die Function 

(16.) ^(^) = ^(w,(5)-G., w,{z)-G,,... Wp(£)-Gp) 

besitzt auf 91 im Gängen p elementare Nullpunkte ijp flu - - - Trip- Di^ 
NuUpfmkte sind ihrer Lage nach unbekannt. Jedoch weiss man^ dass 
jncisdhen ihnen und den gegebenen Constanten Gi, G^, . . , Gp die Beta- 
tionen stattfinden: 

(17.) Wa(l?0 + Waind • • • + MVp) = G. — JTcr + (^a«i +5^^«^, 

(J = 1, 2, ...p, 
tco Jr<r <?ie Bedeutung hat: 

(18.) K„ , + ^^ [^ +J^^ ^-. dw.j; 

während die Mj N unbdxmnie gansse Zahlen vorsteUen. 

Die Normalintegrale erster Gattung w^^j?), w,(^), . . . w,(ij 
sind frQher in bestimmter Weise festgesetzt worden, abgesehen tod 
noch unbestimmten additiven Constanten [vgl. (20.) pg. 246]. Setzt 
man also: 

so darf man die o„{£) als völlig fixirte Functionen ansehen, falls 
man nur gleichzeitig die F« als tcillkürliche Constanten auffasst 

Die gegenwärtigen Untersuchungen können nun durch eine 
zweckmässige Wahl dieser Ta einigermassen yereinfacht wcrdcD. 
Substituirt man nämlich in der Formel (18.) für Wa(jp) und w,(:' 
die Werthe: 

We(£) = r^ + Oa(i?), 

B. w,(£) = r. + o.(i5), 
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und nimmt man dabei Rücksicht auf die Formel (d.) pg. 326^ so 
erhält man: 

z„ = (i-3))r„ + 

+ L 2 + j; U +Jb, — är< — HJ ' 

wo der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck als eine jenen 

' fixirten Functionen co zugehörige Constante zu bezeichnen ist. Man 

(20.) Jcann somü die in (19.) enthaltene willkürliche Constante Va der 

Art u?äJilen, dass Ka verschwindet. 

Solches ausgeführt gedacht, reduciren sich die Formeln (17.) auf: 

[21.) yra(7l^) + Wa(%) + • • • + Wa(l?p) = Ga + \^a Ä* + ^ N^ ixaj ] 

so dass also der vorhergehende Satz die einfachere Gestalt gewinnt: 
Ein&chere Form des Satzes. — Die Function 

22.) F{z) = ^ (w,(;.) - G,, w,(^) - C?„ . . . w^(;^) - G,) 

hesUsst auf der Fläche 91 im Ganzen p elementare Nullpunkte: rii, i^^, 
... 17p. Diese Nullpunkte sind ihrer Lage nach unbekannt. Jedoch 
tveiss man, dass zudsdien ihnen und den gegebenen Constanten G^, G^, 
. . .Gp die Belationen stattfinden: 

23.) Wa(i?i) + yra{%) . . . + ^aiVp) = Ga + \Ma Tci + ^ N^b^aJ , 

Ö = 1 9 £j ... P, 

wo die My N unbekannte ganze Zahlen vorstellen. 

Dabei ist vorausgesetzt, über die in ^i{z), W2(jEr), ... Wp{z) 
cntJialtencn additiven Constanten sei in ganz bestimmter Weise ver- 
fügt worden, nämlidi in solcher Weise, dass die Riemann' sehen K's 
verschwinden; vgl. (20.). 

§3. 

Abgekürzte BeEelohnnngswelBe. 

Erste Abkürzung. — Es mag hinfort 

»(Ua) fttr HU„U^,... Up) 
geschrieben werden. Nach dem Theorem pg. 319 ist alsdann z. 6. 

24.) » (— Ua) = ^ (Ua). 

Betrachtet man ferner zwei Systeme von Argumenten Ui, U^y ^ > 
Up und Vi, V^,.,.Vpy zwischen denen die mit irgend welchen 
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ganzen Zahlen m^, m^, , . . mp, n^y n^y . . , fip behafteten Relationen 
stattfinden: 
/25.) Fe = J7ff + (ma ni + ZxWx&xa), ^ = 1 , 2, . . . i?, 

so ist zufolge jenes Theorems pg. 319: 

(26.) ^(F.) = »{Ua) f ^-""^ ^^- + C^a + "». '^O^ 

Mit andern Worten*): Sind U^, b\y ... Up beliebig gegebene Grössen, 
und m^, ^2, . . . mpy n^y n^, . . .np beliebig gegebene ganze Zahlen, so 
findet stets die Formel statt: 
(27.) *(6'-„ +»«„«»• + 2:xn.6.„) = *(U-„)e-^''"<'('^<'+''»<'"*+^«"»*'«') 

Denkt man sich endlich die Formel (27.) successive für irgend 
zwei Grösseusysteme Z7,, f^2> • • • ^ ^^^ U^, U^, ... Up hingeschrieben, 
und die in solcher Weise sich ergebenden beiden Gleichungen durch 
einander dividirt, so erhält man die Formel: 

Dabei sind in all diesen Formeln (25.)— (28.) die Summationen 
ausgedehnt zu denken über x = 1, 2, . . . /), respective über 
<y = 1, 2, . . .|). 

Zweite Abkürzting. — Stehen irgend zwei Grösseusysteme 
C/i, C/g, . . . f/p und Fl, Fj, , , , Vp in solcher Beziehung zu ein- 
ander, dass 

Fl = f^i + »h ni + Wi&n + Wj,&2i . . . + npbpxy 

(29.) Fg = i/g + mg Tti + ni&i2 + ^2622 • • • + Wpft^a, 

Fja = J^i> + ^Wp 7Ci + «1 6lp + Ihbip . . . + W^&/,/, 

ist, wo die m, n ganze Zahlen sind, so sollen F^, Fg, . . . F^ mi 
Ui, U2, . . , Up congruent genannt werden. Und diese Congruenz 
soll angedeutet werden durch die Formel: 

(30.) Vai- Uoy = ly2,.,,p, 

§4. 
Beiläufige Sätze. 
Aendert man die in der Function (22.): 

F{JS) = & (Wa{0) - Ga) 

enthaltenen Constantön G^jG^, , , . Gp, so werden ihre p (unbekann- 
ten) Nullpunkte 'fli,%y - -i^p im Allgemeinen ebenfalls irgend welche 

*) Die netie Formel (27.) ergiebt sich nBmlich ans (25.) und (26.) durch 
KlimiDation der F's. 
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Verschiebungen erfahren. Doch giebt es gewisse Abänderungen jener 
Constanten, welche keine solche Verschiebungen veranlassen. So 
z. B. gilt folgender Satz: 

Satz. — Sind irgend zwei Constantensysteme G^, G^, . , , Gp und 
G^y G^f . , .Gp unter einander in der Bessiehung 

;i.) Ga^Gay (y== l,2,...i>, 

so findet zwischen den zugehörigen Fundionen 

\2.) F{z) = » {w„(z) ^ Ga) und Fiz) = » iwaQs) - Ga) 

die Beziehung statt: 

WO E{z) eine auf ^ab eindeutige, stetige und nichtverschwindende 
Function bezeichnet, Demgemäss sind also die Nullpunkte der beiden 
Functionen F{z) und F'{z) unter einaiider identisch. 

Beweis. — Die Torausgesetzte Congnienz (31.) drückt sich aus 
mittelst der Formeln: 

WO die M, N irgend welche unbekannte ganze Zahlen yorstellen. Hieraus 
aber folgt, falls man mit ( — 1) mnltiplicirt, und auf beiden Seiten w^(£;) 
zuaddirt: 

[w„(z) - r?;] = [w^(^) - (?J + (M^ ni + Z^ N^h^„\ u = 1, 2, . . . p. 
Zufolge des Satzes (25.), (26.) ist daher: 



^(w^(z)- (?;) _ 



^a^al^^^ai^) - Oa- 0„' + M^nq 



die Summation im Exponenten hinerstreckt gedacht über s» i, 2, . . . p. 
Der hier auf der rechten Seite stehende Ausdruck besitzt also die Form: 

K, + TT, w, {z) + K,w,{z) . . . + K^y^^{z) ^ 

wo die K'% Constanten sind, und repräsentirt also [Satz pg. 278] eine auf 
^^ eindeutige , stetige und nichtoerschwindende Function. Bezeichnet man 
dieselbe mit E{g), so erhält man also: 

9 (w {z) - G;) - ^ iw^iz) - G^y E{z). 
Hiermit aber ist der Satz (33.) bewiesen. 

Ein zweiter Satz, der mit dem vorigen wenigstens äusserlich 
eine gewisse Aehnlicbkeit besitzt, und ebenfalls sehr leicht zu be- 
weisen ist, lautet folgendermassen: 

Versteht man unter 2G^, 2G^, ..,2Gp und 26?/, 2G/, . . . 26?/ 
ztoei unter einander congruente Constantensysteme: 

^34.) 2Ga'=2Ga + {Ma^i'\'Nibu + Ntb^a... + Npbpa\ (y=l,2,...i?, 
so rqpräsentirt der Ausdruck 
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(35.) <,,(.)= (*^>^^-^^e^--'(') + ^.-«<')---+^.-.Wy 

eine auf 91 reguläre Function 2p*®' Ordnung. 

Bemchnet man die elementaren Nullpunkte der Functionen 

^ (w^W - Ga) und ^ iwaQi) — Ga^ 

(36.) respective mit VifVn'-'Vp ^^ ^/; ^/> • • • Vpj ^^ w^*"^ ^*ß Ordnungs- 
jsahl von 0{ss) in tj^, i?,, . . . fip den Werih 2, femer in ri^\ ly^'i • • • V 
den Werth — 2, und in edlen übrigen Punkten der Fläche 91 den 
Werth haben. Sollte zußlliger Weise einer der Puiikte i^j, ij» . . . i?^ 
mit einem der Punkte iji, %, ... rip eusammenfallenj so wird die 
Ordnungszahl von <t>(js) in einem solchen Punkt =2 — 2, d. i. «=» sein. 

Beweis. — Dass die Function ^{e), (35.), auf der Fläche 9t^ regoBlr, 
und daselbst mit den genannten Ordnungszahlen behaftet ist, übersieht 
man sofort; [vgl. die Sätze (8.) nnd (22.)» sowie anch den früheren Satz 
anf pg. 27S]. Za beweisen bleibt daher nur noch, dass sie auch auf der 
tmversehrten Fläche 9t regulär ist. Und zu diesem Behuf mues gezeigt 
werden, dass ihre Werthquotienten in den Schnitten a, h sämmtlich <» 1 sind. 

Sind nun X und q zwei zu beiden Ufern des Schnittes a^ einander 
gegenüberliegende Punkte, so ergiebt sich aus (36.), mittelst des Satzes (8): 

(a.) längs a,: ^y-r =^ \,e ' J =* e « =1. 

Desgleichen ergiebt sich, falls X und q zwei gegenüberliegende üferpunkte 
des Schnittes b^ vorstellen : 

also, falls man für {^G^ — 2GJ) den ans (84.) folgenden Werih sab- 
stituirt: 

(P.) l&Bg. ^ : Ig - (* - ^«*0' - .- « ^«- = 1. 

^ Diese Formeln (a.) und (|3.) zeigen, dass die in Rede stehenden Werth- 

quotienten in der That => 1 sind. — Q, e. d. 

Ein dritter Satz endlich ergiebt sieh aus dem Yorhergehenden 
durch Specialisirung. Macht man nämlich in (34.) die Zahlen N 
sämmtlich = 0^ setzt man also 

2Ga' = 2Ga + MaTCi, 



d. i. 



Ga' = Ga + Ma'^, (,= 1,2, ...p, 



2 

SO gelangt man zu folgendem Resultat: 

Sind Gl, Ctj, . . . Gp belidng gegebene Constante, und Jfj, Jlf,, 
. . . Mp beliebig gegebene gange Zahlen j so repräsentirt der Ausdrude 



\ 
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HwJz) - OJ 



'ß^^) <t> W = 



^^{^M-[Ga + K'i 



^1 Y 



(B.) 



eine auf 91 reguläre Function 2|)**' Ordnung. 

Bezeichnet man die elementaren Nullpunkte der Functionen 

respecHve mit i?i , i^a > • • • ^p und ri^ ,ri^', ... i^p', so wird die Ordnungs- 
zahl von <t>(js) in i^j, %, . - . i/p den ITcr^Ä 2, /cmcr in iy/, ly,', . . . i?p' 
den TFcr^A — 2, und in allen Übrigen Punkten der Fläche 91 den 
Werth haben. 

Eine auf 91 reguläre Function von e ist aber [Satz pg. 122] 
nothwendiger Weise eine algebraische Function von js. Aus dem vor- 
stehenden Satze folgt daher, dass die Function 0(;?) eine algebraische 
ist In der That werden wir weiterhin diese zwischen und vor- 
handene algebraische Abhängigkeit, wenigstens in speciellen Fällen, 
wirklich anzugeben im Stande sein. 

§ 5. 

Das Hauptresnltat der bisherigen Unterstiohiingen. 

Die Constanten G^y G^, . , . Gp können, wie sich später [vgl. 
(23.) pg. 347] zeigen wird , der Art fixirt werden, dass die Function 

F{z) = «;(w,W - G,, w,(ir) - G„ . . . Wp(;^) — G^) 

identisch »= wird, also stets verschwindet, welche Werthe man dem 
js auch zuertheilen mag. Eine solche scheinbare Function F{z) sub- 
ordinirt sich offenbar nicht mehr den bisherigen Betrachtungen, 
namentlich z. B. auch nicht den Sätzen (8.) uod (22.). Und dem- 
gemäss haben wir diese Sätze, falls sie wirklich correct sein sollen, 
mit der nothigen Reserve auszusprechen. Wir gelangen so (unter An- 
wendung der abgekürzten Bezeichnungsweise) zu folgendem Theorem. 

Theorem. — Denkt man sich p Constanten G^, G^, . . .Gp der 
Art gewählt j dass die Function 

P(g) = -^(Wa(^) - Ga) 

nicht identisch »a ist, so wird dieselbe auf der gegebenen Rie- 
mann'schen Kugelfläche 9i, abgesehen von den Curven &«, eindeutig 
und stetig, in jenen Curven aber mit folgenden Quotienten behaftet sein: 



(D.) 
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Dabei bezeichnen l und q irgend jstoei am linken und reckten Ufer der 
Curve bx einander gegenüberliegende Punkte, 

Femer tvird alsdann diese Fundion F{z) auf der Fläche 9i im 
Ganzen p elementare Nullpunkte: i^^, ij^; . - -% besitzen. Diese Null- 
punkte sind ihrer Lage nach unbekannt. Jedoch weiss man, dass zwi- 
schen ihnen und den gegebenen Constanten G^y 6?,, , , ,Gp die Bda- 
tionen stattfinden: 

(C.) ^o{ni) + ^aiVi) • • • + ^o(rjp) ^.Go, ö = l,2,..,p. 

Man weiss hingegen z. B. nichts ob diese Nullpunkte durch die vor- 
stehenden Relationen (C.) eindeutig bestimmt sind. Möglicher Weise 
existiren also, ausser diesen Nullpunkten^ noch irgend welche andere 
Punkte, die eienfalls den Relationen (C.) Geniige leisten. 

Dabei ist vorausgesetzt, die in ^i{z), ^2(^)1 ••• ^pOO ß»*^'" 
tefien additiven Constanten seien in solcher Weise fixirt worden, dass die 
[in (18.) pg. 328 angegebenen] Constanten: 

entweder geradezu verschwinden, oder wenigstens den Formeln ent- 
sprechen: 
(E.) Ka^Oj 6 = 1, 2, ...p. 

Das vorstehende Theorem dürfte als das Hauptresultat der Artikel 
17 — 22 der berühmten Riemann'schen Abhandlung su bezeichnen sein. Die 
genannten Artikel 17—22 (Ges. Werke pg. 120— 127) bieten dem Yersiftnd- 
niss keine erhebliche Schwierigkeit dar. Alsdann aber findet beim Ueber- 
gang zu den folgenden Artikeln 23, 24 etc. ein plötelicher Sprung statt; 
wie Jeder bemerkt haben wird, der dem Studium der Riemann^schen Ab- 
handlung mit gebührender Sorgfalt sich hingegeben hat. 

Jener plötzliche Sprung würde beseitigt, und eine legitime und con* 
tinuirliche Schlussfolge hergestellt werden, falls es nur gelingen wollte, 
zu zeigen, » 

dass die Nullpunkte i^j , rj^, . . . 17^ der Function F(z) , durch pas- 
(S.) sende Wahl der Constanten G, , G^, . . . G , in beliebig vorgeschrie- 

bene Lagen hineingedrängt vierden können. 

Versucht man aber diesen noch fehlenden Satz (S.) zn beweisen, so 
wird man auf mancherlei Schwierigkeiten stossen. 

So z. B. wird bei dem Beweise, den ich *in der ersten Auflage dieses 
Werkes [Leipzig, bei Teubner 1866, pg. 484*— 486] für den Satz (S.) tu 
geben versucht habe, stillschweigend vorausgesetzt, dass die Nullpunkte 
1^1, 17,, . . • ijL der Function F{z) bei einer Aenderung der Gonstanten G^, 
6r,, . . . &p sich immer nur stetig verschieben können. Solches aber wirk- 
lich darzuthun, dürfte seine Schwierigkeit haben, namentlich in den Fällen, 
wo bei einer Aenderung jener Constanten die Nullpunkte theilweise rar 
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Coincidenz kommen, um sodann später, bei einer weiteren Aenderung jener 
Constanten, sich wieder von einander zu trennen. Und derselben Schwie- 
rigkeit begegnet man auch dann, wenn man den Satz (S.) mittelst der- 
jenigen Methoden zu begründen sucht, welche Biemann selber in seiner 
Abhandlung über das Verschwinden der Thetafunctionen ezponirt hat 
[1866. Ges. Werke pg. 198 etc.]. 

Aber selbst hierron abgesehen, stellen einer einwurfslosen Begründung 
des Satzes (S.) noch andere Schwierigkeiten sich entgegen. Nimmt man 
n&mlich an, es «« bereits bewiesen, dass die Nullpunkte, bei einer Aen- 
derung der Constanten G^^ G,, . . .G , nur in stetiger Weise sich ver- 
schieben*), es seien also die Nullpunkte der Function 

(«•) F(z) - »(w„(*) - G„) 

von denen der Function 
(§■) F, (z) = *(w„(«) - [G„ + döj) 

nur unendlich wenig verschieden, und es seien demgemftss die Nullpunkte 
der erstem Function mit iji^ 17« , • • ' Vpi ^^^ ^i^ ^^^ letztem mit 171 -f^^i ^ 
17, -f- (2 17,^ ... %-\- dri bezeichnet, so ergeben sich allerdings, mittelst 
des Theorems (C), die Formeln: 

(y-) ^oM + ^a(V,) . . . + w^Cijp ~ G^, 

(^0 ^a iV, + dVr) + w^(i7, + drj,) . . + w^ {rjp + dVp) ^ G^a + ^K ^ 

ff =» l, 2, . . ,p; 
woraus durch Subtraction folgt: 
(«•) "^a ^ni) dVi + W^'(^2) di7, . . . + w^' (17^) di7^ " d ö^^ , 

ff == 1, 2,. . .|?, 
falls nämlich zur Abkürzung 

gesetzt wird. Da aber [wie oben hervorgehoben wurde] in Frage steht, 
ob die Nullpunkte von' F(z) durch die Formeln (C.) eindeutig bestimmt 
sind, so überträgt sich dieser Zweifel offenbar auch auf die Formeln (y.), 
(ß.) und (f.). Es steht also z. B. in Frage, ob die unendlich kleinen Zu- 
wüchse drji, di7,, . . . dri durch die p Gleichungen (s.) eindeutig be- 
stimmt sind. Und um diese Frage zu erledigen, würde die Determinante 

^p'iVi) ^piVi) • .• V^V . 

zu untersuchen sein. In der That würden jene dtj^y di]^, . . , dij durch 
die p Gleichungen (f.) eindeutig bestimmt sein, falls sich nachweisen Hesse, 
dass diese Determinante stets von verschieden ist. Dies aber ist weder 



*) Auch wird solches zu beweisen in der That wohl möglich sein mittelst 
der von mir im sechsten Capitel dieses Werkes angegebenen neuen Methoden. 
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beweisbar, noch überhaupt richtig; denn die Determinante Yer8chwin4£i « 
z. B. , wenn zwei der Punkte iji , 17, , - - - Vp ™i^ einander coincidiren. 

Hiermit dürften die Schwierigkeiten, welche einem befriedigenden 
Beweise des Satzes (S.) sich entgegenstellen, und auf welche, meines Wis- 
sens, bis jetzt von keinem Autor näher eingegangen ist, einigermasaen an- 
gedeutet sein. 

Nach vielen vergeblichen Anstrengungen zur Ueberwindung dieser 
Schwierigkeiten habe ich mich schliesslich veranlasst gefunden, den Satz 
(S.) vorläufig ganz fallen zu lassen, und den Uebergang zu den Riemann- 
schen Artikeln 28, 24 etc. auf einem andern Wege zu versuchen. Dieser 
Weg, bei welchem der Satz (S.) nicht zu Anfang, sondern erst im weäe- 
ren Verlauf der anzustellenden Betrachtungen zum Beweise gelangt^, soll 
in den folgenden Paragraphen dargelegt werden. Dabei sei noch bemerkt, 
dass eine vorläufige Mittheilung über den hier einzuschlagenden Weg von 
mir bereits erfolgt ist in den Berichten der EOnigl. Sachs. Ges. d. Wisa. 
vom 10. Decbr. 1883. 

§6. 

Betraohtnngen für den Bpeciellen Fall |> «= 3. 

Wir setzen l> *= 3, yerstehen also unter 

-^(JJ^) die Function ^(C/i, ü,, Dg). 

Uebrigens werden die Resultate, zu denen wir für jp = 3 gelangen, 
später sofort auf den Fall eines heliebigeii p übertragbar sein. 

Es seien irgend drei Constanten Ä^, A^^ A^ gegeben, von solcher 
(1.) Beschaffenheit, dass ^{Äa), mithin auch -&( — Aa) von NuU verschie- 
den ist. 

Markirt man also auf 9{ einen festen Punkt x in willkürlicher 
Weise, so wird 

im Punkte jg = x den von Null verschiedenen Werth ^( — Aa) an- 
nehmen, mithin zur Kategorie derjenigen Functionen gehören, die 
nicht identisch NuU sind, und die also dem Theorem pg. 333 sich 
ohne Weiteres subordiniren. Zufolge dieses Theorems besitzt daher 
F(/) auf 91 im Ganzen drei elementare Nullpunkte iy, i?', rf', die zu 
den mF(z) enthaltenen Constanten [wa(x) + -^J i^ der Beziehung 
stehen: 

Wa(l?) + Wa(l?') + Wa(lj") = W<,(x) + Aoj 

somit ergiebt sich der Satz: 



I 



*) Es ergiebt sich nämlich die Richtigkeit des Satzes (S.) mittelst des 
Theorems (22.), pg. 347. 
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Entsprechen dreiCpnstanten A^yA^^A^ der Bedingung*) ^{Aa)^=^0^ 
odeTj was dc^sselbe, der Bedingung &{ — ^^)=|=:0, so können dieselben 
stets in folgender Weise dargestellt werden: 

C2.) Aa^- w.(x) + w.(iy) + w,(i?'^ + w.(iy"), 

(^=1,2,3, 

wo von den vier Punkten x und ri, fi\ 17" der erste ad libitum zu 
wählen ist. 

Es seien jetzt B^,B^, JBg und Cj, C21 ^a beliebig gegebene Con- 
stanten. Welche Werthe dieselben auch haben mögen, stets werden 
die Ausdrücke 

^(Ba + Z) und d'{Ba + Ca + Z) 

durch Vergrosserung von Z beliebig gross gemacht werden können, 
wie solches aus der Natur der Function d" unmittelbar folgt Denkt 
man sich nun dieses Z so gross gemacht, dass beide Ausdrücke 
=1=0 sind, so ist [zufolge des Satzes (3.)]: 

Ba + Z^SWa (rf) + Wa(rj') + ^a(n') — ^a(x) , 

und ebenso: 

Ba+Ca + Z= Wa(H) + W^ (H') + W,(H") ~ Wc(K), 

wo ij, 1^', ti", X und H, H', H", K passend zu wählende Punkte vor- 
stellen. Aus den beiden letzten Formeln folgt durch Subtractiou: 



a=i 



[w^(H) + w.(H') + w, (H") + w, (x)] 
1 - [wa (n) + w. iv') + w. (ly'O + w. (K)] . 



so dass man also, unter nachträglicher Abänderung der Buchstaben, 
zu folgendem Satz gelangt: 

Drei ganz beliebig gegebene Constanten Ci, C^, Q sind stets in 
folgender Form darstellbar: 

(3 ^ C =1 f"""^') + ""''^''^ + ""^ ('") + ^^ ^'"'^^ 

' 1 - [W.(d) + Wa(d') + Wa {r) + W.(rf'"j] 

6= 1,2,3, 

wo c, c\ c\ c"' und d, d\ d'\ d'" passend zu wählende Punkte vor- 
stellen. 



*) Ebenso wie das Zeichen am zur Bezeichnung der Gleichheit dient, ebenso 
soll andererseits das Zeichen =1= zur Bezeichnung der Ungleichheit dienen. 

Ken mann, Abel'sche Inte^ale. 2. Aufl. 22 
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§ 7. 

Fortsetzung der den speciellen Fall p = 3 betreffenden 

Betrachtungen. 

Wir wollen jetzt insbesondere solche Constanten A^, A^y A^ 
untersuchen y die der Bedingung 

(4.) ^{Aa) -= ^(- Aa) = JVttfl 

entsprechen. Dabei sind mehrere Fälle zu unterscheiden, je nach 
der Beschaffenheit der mit A^j A^, A^ behafteten Ausdrücke: 

= %'{ma{c) — w<,(y) — Aa)y 

(5.) 0, = H'^aic) + W„(Ci) + ^a{(k) — W,r(y) - Wa(y,) -« WaCy«) — ^n), 

• • • • • 



hier sollen c, c,, c,, • . . c«, . . . und y, y^, ^2» • • • y«? • • • irgend 
welche Punkte auf der Fläche 91 vorstellen, die auf dieser Fläche 
beliebig verschiebbar sind. 

Was zuvörderst den Ausdruck betrifft, so wird entweder irgend 
ein Lagensjstem der beiden Punkte c, y existiren, für welches s:^ 
ist. Oder aber es wird stets <= sein, welche Lagen man jenen 
beiden Punkten auch zuertheilen mag. In solcher Weise ergeben 
sich zwei Hauptfalle, die angedeutet werden können durch die For- 
meln: 

I. 04=0, 

IL stets — 0. 



(6.) 



Der lettste Fall kann von Neuem in zwei Fälle zerlegt werden, je 
nach der Beschaffenheit des Ausdruckes 0^. Entweder wird näm- 
lich irgend ein Lagensystem der vier Punkte c, c,, y, y^ existiren, 
für welches 0i =|= ist. Oder aber es wird 0i stets = sein, welche 
Lage man jenen vier Punkten auch zuertheilen mag. Demgemäss 
ergeben sich jetzt im Ganzen drei Fälle, die angedeutet werden kön- 
nen durch die Formeln: 

L 0=f=O, 

(7.) n. stets = 0, Ol =4=0, 

in. stets =-0, 01 stets = 0. 

Der letzte dieser Fälle kann seinerseits von Neuem in zwei Fälle 
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zerlegt werden^ je nach der Beschaffenheit von 0^9 wodurch sich 
alsdann im Ganzen vier Fälle ergehen: 

I. 0#=O, 

IL stets = 0, Ol =4=0, 

III. stets = 0, 01 stets = 0, 0, =|= 0, 

IV. stets «== 0, 01 stets = 0, 0, stets = 0. 

Zerlegt man jetzt den letzten Fall von Neuem in zwei Fälle^ je 
nach der Beschaffenheit von 03, so erhält man im Ganzen fünf 
Fälle: 



L 


04=0, 


II. 


stets = 0, 


III. 


stets = 0, 


IV. 


stets =s 0, 


V. 


stets — 0, 



01 =+=0, 

01 stets = 0, 0, =1= 0, 

01 stets = 0, 02 stets = 0, 08 =|= 0, 

01 stets = 0, 02 stets «= 0, 03 stets = 0. 

All diese Formeln (6,), (7.), (8.), (9.) aind nur andeutender Natur, 
und, ohne grosse Weitläufigkeit, wohl auch schwerlich präciser ausdrück- 
bar. Es ist eben im Gedächtniss zu behalten, dass z. B. durch „0=|=O" 
angedeutet sein soll, es existire irgend ein Lagensystem der beiden Punkte 
c, y, für welches nicht yerechwindet; und dass andererseits durch 
„0 stets a» 0^^ angedeutet werden soll, es existire kein derartiges Lagen- 
System der Punkte Cy y, es sei vielmehr stets ^ 0, welche Lage man 
den beiden Punkten auch zuertheilen mag. Analoge Bedeutungen haben 
die Formeln „Oj =|= 0'* und „O^ stets «■ 0" mit Bezug auf die vier Punkte 
^1 Ci, Yt Vi- — ü. 8. w. ü. s. w. Im Folgenden werden übrigens statt der 
Buchstaben c, Cj , . . . y , y^ , . . . zuweilen die Buchstaben <f , ^i , . . . f , fc , . . . 
gebraucht werden. 

Durch die Eintheilung (6.) sind offenbar alle überhaupt nur 
denkbaren Fälle erschöpft. Gleiches gilt von der Eintheilung (7.), 
ebenso von (8.) und von (9.). Wenn wir also z. B. die in (9.) an- 
gegebenen /un/* Fälle der Reihe nach discutiren, so werden wir hier- 
mit alle überhaupt möglichen Fälle erschöpfen. Dies wollen wir in 
der That thun, indem wir jene fünf Fälle der Reihe nach durch- 
mustern. 

I. Fall. — Alsdann sind, nach (9.), zwei Punkte c, y angebbar, 
für welche die Formel O =}= 0, d. i. die Formel 

stattfindet Diese beiden Punkte Cj y wirklich markirt gedacht, wird 
also die Function 

F{z) = d(wa(^) - w^(y) ^ ^,) 

22* 
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im Punkte ß ^= c nicht verschwinden^ mithin zur Kategorie dejüigen 
Functionen gehören, die dem Theorem pg. 333 sich subordiniren. 
Zufolge dieses Theorems besitzt daher F{z) auf SU im Ganzen drei 
elementare Nullpunkte. Einer derselben liegt in y; denn fur£ = y 
geht F{b) in 0'(— A(!) über, und dieses <9'(— -4^) ist = [zufolge 
der Voraussetzung (4.)]. 

Bezeichnet man die beiden übrigen Nullpunkte mit ij und fi, 
so finden, zufolge des citirten Theorems, die Formeln statt: 

woraus folgt: 

(A A.) ^a — ^a{ri) + yraiyi')' 

IL Fall. -— Alsdann ist, nach (9.), stets = 0, d. i. 
(B.) ^{^a{8) - w^(5) — A„) stets = 0; 

und gleichzeitig sind alsdann, nach (9.), vier Punkte c, Cj, y, y^ 
angebbar, für welche die Formel <l>| ^s 0, d. i. die Formel 

(B'O d {wa{c) + wa(c,) - Wa(y) — w,,(yO - ^^) =1= 

stattfindet. Diese vier Punkte wirklich markirt gedacht^ hat also 
die Function 

F{e) = d'{v9a{e) + w,,(ci) — Wa(y) — w,,(y,) — A„) 

im Punkte jb = c einen nicht verschunndenden Werth. Sie subordi- 
nirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt daher auf 91 im 
Ganzen drei elementare Nullpunkte, yon denen übrigens zwei sofort, 
angebbar sind, nämlich in y und y^ liegen [wie aus (B.) folgt]. 

Bezeichnet man also den dritten Nullpunkt mit 17, so werden för 
y, yi und iy, zufolge des citirten Theorems, die Formeln stattfinden: 

wa(y) + wa(yi) + ^o{n) ^ — W,x(Ci) + Wo(y) + w^(yi) + A,, 

woraus folgt: 
(BB.) Aa = w^(c,) + Wc(iy). 

Erlänternng. — Wir haben soeben behauptet, dass zwei Nallponkte 
der Function F{z) unmittelbar angebbar seien, nämlich in y und y^ lie- 
gen. Diese Behauptung würde hinfällig werden, falls y und y^ mitein- 
ander coincidiren sollten; so dass also unsere Betrachtung der allgemeinen 
Gültigkeit zu entbehren scheint. 

Nimmt man aber an, die Prämisse (B*.) sei erfüllt für zwei mitein- 
ander coineidirende Punkte y, y, , es sei also der Ausdruck 

(«.) «■ K(c) + w^(c,) - 2 w^(y) - A„) =1= 0, 

so wird der Ausdruck 
((3.) ^ (▼a W + ^(tC^i) - ^a(y) - w„(y + äy) - A„) 
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Yon jenem Ausdrucke (a.) nur unendlich wenig verschieden, mithin eben- 
falls =1= sein. Dabei ist unter {y -{' dy) ein beliebiger Nachbarpunkt 
von y zu Terstehen. 

Ist also die Prämisse (B'.) für zwei miteinander coincidirende Punkte 
y, 71 erfiÜU, so werden stets zwei nicht coincidirende Punkte y, yj an- 
gebbar sein, für welche sie ebenfalls erfüllt ist. Und hieraus folgt, dass 
die Torhin angestellten üeberlegungen ausnahmslos gültig sind. 

IIL FalL — Alsdann ist, nach (9.)^ O^ stets =»0, d. i. 

(C.) »{yfa(/) + Wa(^i) — Wa(t) — Wa(Si) " ^a) stets = 0; 

und gleichzeitig sind alsdann, nach (9.), sechs Punkte c, c^, c^, 
y, y^, y^ angebbar, für welche die Formel Oj =f= 0, d. i. die Formel 

(C) ^ (Wa(c) + Wa(Ci) + Wa{(^) — Wa(y) — Wa(yi) — W^(yj) — ^a) =+= 

stattfindet. Dabei können die drei Punkte y^y^y^ als von einander 
verschieden angesehen werden [zufolge der yorhergehenden Erläu- 
terung]. 

Alsdann aber hat die Function 

im Punkte jb? «= c einen nicht verschtoindenden Werth [wie aus (C.) 
folgt]. Sie subordinirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt 
daher drei elementare Nullpunkte, die übrigens sofort angebbar sind, 
nämlich in y, y^, y^ liegen [wie aus (C.) folgt]. 

Nach dem genannten Theorem finden daher die Formeln statt: 

=2 — Wa(cO — Wa(c,) +W„(y) + WaC^i) + ^^(^5,) + Ä„, 

woraus folgt: 

(C C.) Äa ^ Wo (Ci) + Wer (Cg) . 

IV. Fall. — Alsdann ist nach (9.), Og stet« = 0, d. i. 
(D.) »( ^"W + ^"(^1) + ^"C^») ^ stets = 0; 

und gleichzeitig werden alsdann, nach (9.), acht Punkte c, c^, Cj, c^, 
y, y^, y^j y^ angebbar sein, für welche die Formel O, =|= 0, d. L 
die Formel 

stattfindet. Dabei können die vier Punkte y, y^, y^, y^ stets als 
von eincmder verschieden angesehen werden [zufolge der Erläuterung 
auf pg. 340]. 
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Alsdann hat die Function 

im Punkte = c einen nichtverschwindenden Werth [wie aus (D'.) 
folgt]. Sie subordinirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt 
daher drei elementare Nullpunkte. Dies aber steht im Widersprach 
mit der Thatsache, dass die Function F(js) in den vier Punkten y, 
yi7 Yi} ?z 2^ Null wird [wie solches unmittelbar aus (D.) sich er- 
giebt]. Die Annahme dieses IV. Falles fahrt also zu einem Wider- 
spruch. Folglich ist der IV. Fall unmöglich. 

V. Fall. — Alsdann ist, nach (9.), Oj stets = 0, d. i. 
(E.) ^( w.(.) + w,(.0 + w.(.,) + w.(.3) \gtets«0. 

V— ^aiX) — Wa(gi) — WaCSg) — W^ (£3) — AJ 

Sind nun By^, B^, B^ willkürlich gewählte Constanten, so wird man 
die acht Punkte ^; J?u ^27 ^s; ^; &' &y & [zufolge des Satzes (3.)] 
stets so placiren können, dass sie, in Verbindung mit den gegebe- 
nen Constanten Ä^, A^, Ä^^ den Formeln entsprechen: 



Ba + Aa 



wodurch die Formel (E.), [vgl. (25.), (26.) pg. 330], übergeht in: 

«•(I^a) stets = 0; 

was nicht möglich ist, weil B^, B^, B^ ganz willkürlich gewählte 
Constanten vorstellen. Der V. Fall führt also zu einem Wider- 
spruch, und ist daher unmöglich. 

Von den fünf Fällen, die auf Grund unserer Voraussetzung (4): 

discutirt sind, und die zusammengenommen alle überhaupt denkbaren 
Fälle erschöpfen, haben sich also die beiden letzten als unmöglich 
herausgestellt, wahrend die drei ersten zu den Formeln (AA.), (BB.\ 
(CC.) hinführten: 

(AA.) Aa = Wa{fj) + Wa(rj'), 

(B B.) Aa = Wa(Ci) + Wa(l?), 

(CC.) Aa = Wa(c,)+W (C,). 

Demgemäss gelangt man zu folgendem Satz: 
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Entdecken drei Constanten A^,Ä^^A^ der Bedingung ^{Äa^^^Of 
so können dieselben stets in folgender Weise dargestellt tcerden: 

-0.) Äa^Wa(c) -{- yra(c'), tf = 1, 2, 3, 

wo c und c' passend m wählende Punkte vorstellen, 

§8. 
Allgemeine Sätse über die Thetafanotionen. 

Dass die in den beiden vorhergehenden Paragraphen erhaltenen 
Resaltate sofort auf den Fall eines beliebigen p übertragbar sind^ 
unterliegt keinem Zweifel. Man gelangt in solcher Weise, von (2.) 
und (10.) aus, zu folgenden Sätzen: 

Erster Satz. — Entsprechen die Constanten A^^ A^, , . . Ap der 
Bedingung 

11.) ^(^a)=+=0, 

SO sind dieselben stets darstellbar in der Form: 

Aa^ — Wa{c) + Wa(Ci) + Wa(c^) • - • + Wa(«i,), 

tf = 1, 2, . . .p] 

fvo von den Funkten c, c^ c^, . . . Cp der erste ad libitum gewählt 

werden darf. 

Zweiter Satz. — Entsprechen die Constanten A^, A^y . . . Ap der 

Bedingung 
:i2.) ^(^a) = 0, 

so sind dieselben stets darstellbar in der Form: 

Aa = Wö(Ci) -p yfa\C^) . . • -]- W(y(Cp — \)y 

Ö ^= 1 y Z j . . ' P^ 

WO c^, c^j , n . Cp— 1 passend zu wählende Funkte vorstellen, 

- Wir gehen über zur Begründung zweier verwandter Sätze. Sind 
p Constanten A^, A^y . . . Ap beliebig gegeben, so sind nur zwei 
Fälle denkbar. Entweder nämlich wird die mit diesen Constanten 
behaftete Function 

identisch NuU sein, fär jedwedes 0. Oder sie wird nicht identisch 
Null sein. 

Ist, um mit dem letztern Fall zu beginnen, die Function F{z) 
nicht identisch Null, so wird dieselbe dem Theorem pg. 333 sich sub- 
ordiniren, mithin im Ganzen p elementare Nullpunkte: Cj, c^, . - >Cp 
besitzen, welche den Formeln entsprechen: 

(er.) Aj = Wa((?i) + yr„{c^) . . . + Wa(Cp). 
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Ist andererseits die Function F{z) identisch Null, so wird, fall? 
man unter 0q irgend welche feste Lage des Punktes b versteht;, stets 
die Gleichung stattfinden: 

mithin auch die Gleichung: 

Hieraus aber folgt durch Anwendung des Satzes (12.): 

iß') A„ — Wa(ifo) ^ ^o(Ci) + Wa{c^) • . . + Wcr(Cp-i), 

WO Cj, Cg, ... Cp-i passend zu wählende Punkte yorstellen. 

Diese Formeln (a.) und (/S.) fahren respective zu folgendcD 
beiden Sätzen: 

Dritter Satz. — Sind die Constanten Ä^, A^, . . . Ap von sohAer 
Besckaffenheit, dass die Function 

(13.) F(0) = ^(w^(0) - Ao) 

nicht identisch NüU ist, so sind dieselben stets in folgender Form dar- 
stellbar: 

Aa ^ Wa(Ci) + WaCCjj) . . . + Wa(Cp), 

<y = 1, 2, . . .j), 

wo Cj, ^, . . . Cp passend zu wählende Punkte vorstellen. 

Vierter Satz. — Sind die Constanten A^,A^, . . . Apvon solcher 
Beschaffenheit, dass die Function 

(14.) F{0)^&(w„{z)-Aa) 

identisch verschwindet, ßr jedwedes ß, so sind dieselben durch die 
Formeln ausdrückbar: 

Ao = Wer (Cj) + Wa (C,) . . . + Wa(Cp), 
<y = 1, 2, . . .p, 

WO einer der Punkte c^,c^, ...Cp ad libitum gewählt werden darf; 
so dass also unendlich viele diesen p Formeln entsprechende Funti- 
Systeme c^, c^, ... Cp existiren toerden. 

Sind also z. B. irgend welche feste Punkte a^, a^, . . . Op ge- 
geben, von solcher Lage, dass die Function 

(15.) F(0) - ^(wa{z) - [wa{a,) + w.(a,) . . . + w,(a^)]) 

identisch verschwindet, für jedwedes js, so wird stets ein zweites Punkt 
System ßi, ß^^ . . . ßp existiren, welches zu jenem ersten a^, a^, . . . «^ 
in der Beziehung steht: 

(16.) w„(a.) -I- w„(«,) . . . + w„(ap) = w„(^i) + w„(^,) . . . + w,(/^). 
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80 wipL'*)^ss dieses zweite Punktsystem so gewählt werden kann, dass es 
Yeistek hon dem ersten verschieden ist, unterliegt keinem Zweifel. Denn 

zufolge des letzten Satzes darf einer der Punkte ßi, ß^, - . . ßp ad 

libitum gewählt werden. 

Hieraus aber folgt [unter Anwendung des Satzes (15.) pg. 284] 

sofort, dass die Determinante 

17.) ^(«1,«,, ...Äp) 

= ist. Setzt man also nachträglicli c^, c^, . * . Cp für cc^, a^, . . . ccp^ 
so gelangt man zu folgendem Resultat: 

Fünfter Satz. — Sind irgend welche festen Punkte Cj, Cj, . . ,Cp 
geffd)en, von solcher Lage, dass die Function 

F{z) = %'{Yfa {Z) — [W^ (Cj) + Wa (cj . . . + Wa(Cp)]) 

identisch verschwindet, für jedwedes e, so wird die Determinante 

;i8.) ^(ci,Ct,...Cp) 

nothwendig >= sein. 

An diesen letzten Satz schliessen sich weitere Ueberlegungen 
an. Sind nämlich die festen Punkte c^, c^, . . . Cp so gewählt, dass 

die Determinante 

(A.) ^(^1,^2, ...Cp)=j=0 

ist, so kann die Function 

I B.) F{Z) = a'(Wo(j9) - [We,(Ci) + Wo (Cj) . . . + Wa(Cp)]) 

nienhals identisch verschunnden] denn sonst müsste [zufolge des vor- 
hergehenden Satzes] A (c^, Cg, . . . Cp) = sein, was der gegenwär- 
tigen Voraussetzung (A.) widerspricht. Die Function F(ß) wird 
daher dem Theorem pg. 333 sich subordiniren, mithin p elementare 
Nullpunkte i^n ^s; • • • % besitzen, welche den Formeln entsprechen: 

(C.) Wc(fii) + ^<f (%) • • • + "^oiVp) = w<y(ci) + WaCcg) . . . + ^aiCp). 
Und hieraus folgt sofort, dass "^^d %} " - tlp mit c^, c^, - . .Cp iden- 
tisch sind. Denn wären diese Punktsysteme von einander verschie- 
den, so würde aus den Formeln (C), [unter Anwendung des Satzes (15.) 
pg. 284], folgen, dass A(ci, Cg, . . . Cp) = Äei, was der gegenwär- 
tigen Voraussetzung (A.) widerspricht. 

Alles zusammengefasst, gelangen wir daher zu folgendem ein- 
fachen und wichtigen Resultat: 

Sechster Satz. — Sind irgend welche festen Punkte c^, c^, . * . Cp 
gegeben, von solcher Lage, dass 

(10.) A(ci,c„...Cp)4=0 

ist, so wird die Function 



^ 
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(20.) F{z) « ^ (y^aiz) - [w^(ci) + Wa{(^) :. . + w^(^)]) 

niemals identisch verschwinden. Und gleichzeitig werden cUsdanr 
die p Nullpuhlcte dieser Fundion durch Cj, c^, ... Cp dargestellt sein. 
Entsprechen also Cj, Cj, . . . q, der Voraussetmng (19.), so wird 
0. B. 'S* (— [Wö(cJ + Wö(c2) . . . + ^a(cp-i)]) nothwendig = sein, 
mithi^i 

(21.) » (Wa(Ci) + Wa(Cg) . . . + Wa(ci,-i)) 

ebenfalls = sei«. 

§ 9. 

Fortsetsiing. Aufstellung sweier sehr allgemeiner und elnfaclier 

Theoreme. 

Bevor wir weiter gehen, sind zuvorderst die schon mehrfach 
discutirten Determinanten [vgl. pg. 253 «nd pg. 280]: 

V(0 VC^a)..- Vfe) 



(«.) 



^ V^l> ^7 • • • ^P) 



und 



(/»•) 



A(Ci,C8,...Cp) = 



w/(ci) W/(C8)... w/(cp) 

Wi(Ci) W^(Cg)... Wi(Cp) 

^av^'i) ^aC^) • • • ^ivid 



Wp(Ci) Wp(C8)... Wp((V,) 

einer weiteren Untersuchung zu unterwerfen. Da Wa'(^) zur Ab- 

kQrzung steht für —-, — , so wird [vgL (f.) pg. 280] das w„(e) 

stets identisch mit yra(c) sein, falls nur c weder einen Windungs- 
punkt von 9t, noch auch einen der in 91 bei 5 =3 oo liegenden 
Punkte vorstellt Und demgemäss wird, so lange die p Punkte 
Ti« c^, « . . Cp dieser Restriction unterliegen, auch die Gleichung statt- 
tiuden : ^ 

(}\) A (r,, r^, . . . Cp) = D (cj, c,, . . . Cp). 

Hieraus aber folgt, dass der auf pg. 255 für D gefundene Satz 
ohne Weit4?res auf die Determinante A flbertragbar ist; wodurch 
man zu folgendem Resultat gelangt: 

Repraseutirt S irgend einen Theil der Flache 91, und setzt 
mau voraus, dti$s dieser Flacheutheil S frei sei von den Polen der 
Functionen 
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femer frei sei von den Winduugspunkten der Fläche 9fl, sowie auch 
Yon den in 91 bei /«» oo liegenden Punkten, so sind innerhalb @ 
stets p Punkte Cj^c^, ...c^ angebbar, für welche 

ist. Auch wird man alsdann auf @ um die Punkte t;^^ Cg, . . . Cp (als 
Centra) Kreislinien yon solcher Kleinheit beschreiben können, dass 
die Determinante 

(f.) A (Zi, hy " ' ^p) stets =(= 

bleibt, welche Bewegung man den Punkten z^,z^y,,.Zp innerhalb 
jener p Kreislinien auch zuertheilen mag. 

Denkt man sich also diese Punkte c^, Cg, . . . Cp nebst ihren 
Kreislinien wirklich construirt, so gilt für alle innerhalb dieser 
Kreise liegenden Punkte eiyB%y.Zp die Formel (fi.), und folglich, 
nach Satz (21.), auch die Formel: 

(t) ^ {^o{Zi) + Wtf(i?,) . . . + Wa(V-l)) — 0. 

Die hier auftretende, von 0^, jer^, . . . Zp^i abhängende Function 

^ (wa(je^i) + y^a{z^ . - . + w^(v-i)) 
ist aber, so lange diese Variablen innerhalb ^ot bleiben, durchweg 
eindeutig und stetig. Aus ihrem Nnllsein innerhalb jener Kreise 
. folgt daher [mittelst des Satzes (1.) pg. 101], dass sie auf 9taÄ oU- 
enÜuüben =» ist, mithin auch auf 91 selber. Man gelangt somit 
zu folgendem einfachen Satz: 
Theorem. — Der Ausdruck: 

\22.) ^ (WiT(xfi) + ^a{z^ . . . + Wa(^p_i)) 

ist stets =0, tvelche Ijige man den p — 1 Pfwkten z^j z^, , . , Zp-i 
auf der Fläche 31 auch zuertheilen mag. Diesem Theorem kann 
sofort folgender Zusatz beigefügt werden: 

Zusatz. — MarTcirt man auf 9i im Ganzen (p — 2) feste Funkte 
CifC^j. . -Cp-t von ganz unllkürliclier Lage, und setzt man 

(23.) Ga = — [w„(Ci) + Wn{c^) • • . + w„(<;p_2)], 

so unrd die mit diesen Constanten G,,6r2,..,Gp behaftete Function 

F{z)=^^iWa{z)^Ga) 

identisch verschwinden, nämlich = sein, welche Lage man dem 
Punkte z auf der Fläche 91 auch zuertlteilen mag. Hiermit aber 
ist die zu Anfang des fünften Paragraphs [pg. 333] ausgesprochene 
Behauptung als richtig constatirt 
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Femer gewahrt das Theorem (22.) die Mittel zur Vervollstän- 
digung des früheren Theorems pg. 333 , wie sogleich gezeigt 
werden soll. 

Es seien G^, G^, . . , Gp gegebene Constanten von solcher Be- 
schaffenheit^ dass die Function 

(^) F(d) = '^(W<,(^) - Ga) 

nicht identisch verschwindet Die Function F(0) besitzt alsdann^ 
zufolge des Theorems pg. 333, p elementare Nullpunkte tj^, rii, 
. . . ijp; und diese genügen den Formeln: 

(^•) Ga = Wtf (iJi) + Wa(l?2) • • • + ^a(np)' 

Leicht lässt sich nun zeigen , dass ausser diesen Nullpunkten 
fli, Vif ' * ' Vp ^^ weiteres die Formeln (B.) befriedigendes Punkt- 
system Hl, Hj; . . . Hp existiren kann. Denn ezistirte ein solches, 
fanden also die Formeln statt: 

Ga = Wa(HJ + Wa(Hj) . . . + w^(Hp), 

so würde die Function F(js)y falls man diese Werthe der Ga sub- 
stituirt; die Gestalt annehmen [vgl. (33.) pg. 331]: 

F{Z) = E . H^a{d) - [Wa(Hi) + W.(H,) . . . + Wa(Hp)]), 

wo E einen endlichen und nicht verschwindenden Factor vorstellt 
Zufolge des Theorems (22.) müsste daher F{z) z. B. verschwinden 
für £1 = Hl, ebenso für j? <= Hg, u. s. f. Dies aber widerspricht der 
von uns in (A.) gemachten Voraussetzung, dass F{e) nickt identisch 
verschwinden solle. Denn zufolge dieser Voraussetzung kann F{z\ 
ausser den p Nullpunkten i}j, ^2; • • • %>y keine weiteren Nullpunkte 
besitzen [Theorem pg. 333]. Wir gelangen somit zu folgendem 
Resultat: 

Theorem. — Sind die Constanten G^, G^, .. .Gp van solcher Be- 
schaffenheit, dass die Function 

(24.) F{z) = » (Wa(^) - Ga) 

nicht identisch verschvoindety so eanstirt stets ein, und immer nur ein 
einziges den Bedingungen 

Ga = Wö(l?i) + Wa{fl2) . . . + Wa(l?p) 

entsprechendes Punktsystem iji, 1^2; •• • %- 

Dieses so bestimmte Punktsystem repräsentirt die p Nullpunkte 
der Function F{z). 

Die im achten Paragraph erhaltenen Resultate lassen sich 
mittelst der Theoreme (22.) und (24.) wesentlich erweitern und ver- 
vollständigen. So z. B. ergiebt sich der 



(20.) 
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Satz. — Entsprechen irgend welche Constanten A^y A^y . . . Ap der 
Bedingung: 

(25.) ^ (Aa) = 0, 

so sind dieselben stets in der Form darstellbar: 

Aa ^ Wa(c,) + Waic^) . • . + Wtf(Cp-.i), 
Ö =s 1 ^ iS^ . • . Pf 

wo (?,, c?2> • • • ^p— 1 passend zu wählende Funkte repräsentiren. Und 
versteht man, umgekehrt^ unter A^, A^^ - * » Ap irgend welche Grössen, 
die der Darstellung (26.) ßhig sind, so werden dieselben stets der Be- 
dingung (25.) Genüge leisten. In der That ist der erste Theil dieses 
Satzes nur eine Wiederholung des zweiten Satzes pg. 343; während 
der zweite Theil direct aus dem Theorem (22.) sich ergiebt. 
Setzt man ferner 

wo Ci,c^, , , , Cp— 1 willkürlich gewäJdte Punkte vorstellen^ so ist nach 
dem Theorem (22.): »{Aa) = 0, mithin: 

^ (— Aa) ebenfalls = 0. 

Hieraus aber folgt ^ mittelst des Satzes (25.), (26.), dass die 
Constanten (— A^, (— A^, . . . ( — A^ in die Form versetzbar sind: 

{ß.) — Aa = Wa(dji) + Wa((^) . . . + Wa{dp^l), 

wo d^, d^, , , , dp^t passend zu wählende Punkte vorstellen; so dass 
man also schliesslich durch Addition der Formeln (a.), (/3.) zu fol- 
gendem Resultat gelangt: 

Satz. — Sind {p — 1) Funkte c^, c^, , , . Cp^t beliebig gegeben, 
so werden stets (p — 1) andere Funkte rfj, d^7 . • . dp^i existiren, die 
zu jenen in der Beziehung stehen: 

lW(;(O+Wa(C2)--. + W<r(ei,-l)]+[w^(di) + Wa(rf2)---+Wa(rfp~l)]^0 

(^'•) 6^1,2,,..p. 

Es sei ferner a^ a^, . • . ap irgend ein Niveaupunktsystem einer 
auf 91 regulären Function p^' Ordnung f(z), und ß^ ein auf Sl will- 
kürlich markirter Punkt. Alsdann werden stets (p — 1) andere 
Punkte ßi, ß%f ' ' • ßp existiren, welche mit ß^ zusammengenommen 
ein zweites Niveaupunktsystem von f{z) repräsentiren; so dass also 
[zufolge des Theoreips (A.) pg. 277] die Relationen stattfinden: 

:5''[w»(A)-w„(a,)]-0, 
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Substituirt man nun die AusdrQcke (3.) in die Formeln (1.) 
des Jacobi'schen Problems, und bedient man sich dabei zur Ab- 
kürzung des Zeichens e^ [vgl. (30.) pg. 330], so erhält man: 

Wi(^i) + w,(ifjj) . . . + Wi(^p) _ [w,(ci) + Wi(cj) . . . + Wi(Cp)] + r„ 
(4.) WgC^r,) + w^(z^) . . . + w^igp) -^ [W2(ci) + w^(c^) . . . + w,((^)] + U., 

^pM + Wp W • • • + ^p(^p) ^ [Wp(c,) + Wp(c^) . . . + Wp(€p)] + l\. 

Das JaccMsche Umkehrproblcm besteht also darin, die diesen Farmdn 
(4.) etitsprechenden Punkte z^, z^, , . . Zp zu ermitteln, faüs die rechten 
Seiten der Formeln [nämlich Cj, Cg, . . . c, und üj, t/^, . . . U^ ge- 
geben sind. 

Bezeichnet man daher diese gegebenen rechten Seiten kurzweg 
mit Vi, V^y ... Vp, so kann man das Problem einfacher so aus- 
sprechen: 

Es sollen, falls p Grössen V^, V^, ... Vp in beliebiger Weise 
gegd>en sind^ auf der Fläche 9t p Punkte z^, z^, ... Zp ermittdi 
werden, die den Formeln entsprechen: 

wi(^i) + ^tM . . . + w,(ifp) ^ F„ 
(5.) W2(^i) + yr^iZi) . . . + w^{Zp) = Fg, 



'^p(^i) + ^pM • • • + ^pM ^ "^P- 

Dass ein diesen Anforderungen entsprechendes Punktsystem 
Zi, z^, ... Zp stets existirt, folgt unmittelbar aus dem dritten und 
vierten Satz pg. 344. Zugleich ergiebt sich dabei, dass je nach den 
augenhlicklicJien Werthen von V^, V^, ... Vp zwei Fälle zu unter- 
scheiden sind. Denken wir uns nämlich (des bequemeren Aus- 
druckes willen) die augenblicklichen Werthe der Variablen V^, F^, 
. . . F^ fixirt, die Variablen also in ein System von Constanten ver- 
wandelt, so werden diese Constanteti F,, F2, ... Vp 

entweder von solcher Beschaffenheit sein, dass die Function 

F(5) = d(w.(^)- Va) 

identisch verschwindet, fQr jedwedes z. Alsdann existiren nach dem 
vierten Satz pg. 344 unendlich viele den Formeln (5.) entsprechende 
Punktsysteme z^, z^, ... ^pi der Art, dass man einen dieser Punkte 
wiUkürlich wählen darf. 

Oder aber: Jene Constanten F^, F,, ... Vp sind von solcher 
Beschaffenheit^ dass die Function F(z) nicht identisch verschwindet 
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Alsdann existirt nach dem Theorem pg. 348 nur ein einziges den 
Formeln (5.) entsprechendes Punktsystem z^^z^y , , . Zp, Auch wird 
dieses eine System alsdann, zufolge des genannten Theorems, nichts 
anderes sein, als das Nullpunktsystem der Function F{z). 

Dieser zweite Fall ist offenbar der im Allgemeinen stattfindende, 

und der erste nur ein Ausnahmefall. Deragemäss kann man sagen: 

Dcts Jacohlsche Umkehrproblem besteht im Allgemeinen in der 

(G.) Auffindung der p elementaren Nullpunkte der mit p gegebenen Con- 

stanten F,, V^, , , . Vp behafteten Function %• (^a{z) — V„y 
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Vierzehntes Oapitel. 
Die Umkehrnng der hyperelliptischen Inte^ale erster Oattnng. 

Will man die allgemeine Riemann'sche Theorie auf das Um- 
kehrproblem der hypereüiptischen Integrale anwenden, so handelt es 
sich dabei im Wesentlichen nur um die wirkliche Berechnung der 
in den betreffenden Normalintegralen vorhandenen additiven Con- 
stanten. Diese sind im Sinne der Riemann' sehen Theorie zu fixiren, 
also der Art zu bestimmen, dass die betreffenden JS7s [vgl. den Satz 
pg. 329] verschwinden. 

Eine derartige Bestimmung der in Rede stehenden additiven 
Constanten wurde bereits im Jahre 1863 von mir ausgeführt*), 
mittelst einer Methode, die in der ersten Auflage dieses Werkes 
von Neuem und mehr in extenso dargelegt ist. Auch in der gegen- 
wärtigen zweiten Auflage werde ich an der dort gegebeneu Methode 
festhalten, dieselbe aber wesentlich vereinfachen*'*^. 

§ 1. 

Die hyperelliptisohen Integrale erster Gattung. Die betreffenden 

Normalintegrale. 

Es sei: 

(1.) f{ss) = {z-^ g^) {z - h,) {z - g^) {z — h^) ...{z- Ä,4.i) {z — Ä^+i), 

wo die g, h beliebig gegebene coniplexe Constanten vorstellen, die 
jedoch alle von einander verschieden sein sollen; femer sei: 

Diese letztere Function ist alsdann [Satz (13.) pg. 83] eindeutig 
ausbreitbar auf einer zweiblättrigen Riemann'schen Kugelfläche 91, 
die (2p + 2) Wiudungspunkte g^, Aj, g^, \, . . . ^,4.1, Ä^+i und 



*) Neumann: Die ümkehrung der AheVschen Integrale^ Halle, im Verlag 
der Biichhandlnog des Waisenhauses. 1863. 

**) Man findet die definitive Bestimmang jener additiven Constanten in 
(40.) pg. S67. Dieselben sind dort mit l^^^ bezeichnet. 
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f- 1) UebergaDgslinien <7,Ai, ff^f^f ••• 5'p+i'*/>+i besitzt. Auch 

.c sie auf dieser Fläche SR überall stetig, bis auf zwei bei je? = oo 

liegende Pole. Sie ist also eine auf 9t reguläre Function. [Vgl. die 

Definition pg. 117.] Ueberdies besitzt sie in je zwei übereinan- 

(3.) derliegenden Punkten der Fläche Sl entgegengesetzte Werthe [vgl. 

pg. 80—84]. 

Bemerkung. — Sind N und N die Grandzablen der Fläche 9i und 
der zugehörigen punktirten Fläche 91, so ist nach pg. 181 und 186: 

N^2p -{- 1 und JV « 2p. 

Demgemäss ist [vgl. pg. 186] 91 (2p -|- l)-fach und 9i selber 2 p- fach 
euBammetihängend. — Die Fläche 9i kann durch gewisse Schnitte a^ , b^^ 
Cy, von denen die (dem Fall p «» 3 entsprechende) Figur pg. 179 eine 
deutliche Vorstellung giebt, in eine einfach zusammenhängende Fläche ver- 
wandelt werden. Hinsichtlich jener Schnitte mögen die Bezeichnungen 
Ä„, Ä^, Ä^, Ä,^ die früher festgesetzten Bedeutungen haben [vgl. die 
Bemerkung pg. 185]. 

Da nun s eine auf 91 reguläre Function vorstellt, so wird 
[Satz pg. 113] jeder Ausdruck von der Form 

(4.) (p = Ratf. (s, s) 

wiederum eine auf 91 reg%däre Function sein. Alle Integrale von 
der Form 

(^5.) Jq> dz = jRsii. (5, z) • dz 

sind daher Äbel'sche Integrale [vgl. die Definition pg. 198]. Und 
insbesondere sind die Integrale von der Form: 

(6.) /^' 3 = 1,2,3,. ..p, 

als AbeVsche Integrale erster Gattung zu bezeichnen [vgl. (g.) pg. 209]. 
Definirt man also Wq(z) mittelst der Formel: 

(7.) W,iz) ^ J 'Sl^ ^ [gt^], 3= 1,2, 3,... j,, 



*o 



s 



so wird diese Function Wq(z) [zufolge des Theorems pg. 217] auf 
der Flache 9t, mit Ausnahme der Curven a^, ft^ (x = 1,2, ...|)), 
eindeutig und stetig, in diesen Curven aber mit constanten Differenzen 
behaftet sein. Die in solcher Weise definirten Functionen 

(8.) W,{z), W,{£),,.. W,{z) 

sind, wie man leicht übersieht, linear unabhängig, nämlich der Art, 
dass zwischen ihnen keine lineare Gleichung mit constanten Coeffi- 
cienien möglich ist. 

23* 
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Ezistirte nämlich eine solche lineare Relation, fände also die für 
z identische Gleichung statt: 

(«.) C, W, {z) + C, W, {z)... + C^W^(e) = C, 

WO die Cs irgend welche Constanten sind, so masste, wie hieraus durch 
Differentiation und mit Rücksicht anf (7.) sich crgiebt, auch folgende ideo- 
tische Gleichung stattfinden: 

8 

Hieraus abei* würde folgen, dass C^, C^, Cg, ... C sämmtlich =» sind. 
Und hierdurch würde die Formel (a.) aufhören eine Relation zwischeii 
den W^a vorzustellen. 

Die Annahme der Existenz einer Relation (or.) führt also mit Noth- 
wendigkeit zu der Folgerung, dass eine solche Relation nicht existiri 
Q. e. d. 

Da nun die Integrale erster Gattung W^{z)y TF^(^), ... Wp(/) 
von einander linear unabhängig sind^ so ist [Satz (16.) p. 245] jedwedes 
der Fläche SR zugehörige Integral erster Gattung w(z) ausdrückbar 
dHrch die Formel: 

(9.) w(0) = P) + P^ W.iis) + P^ W^{z) . . . + Vp) Wp(z), 

vro die Vs constante CoefGcienten vorstellen. Dieser Darstellung 
sind mithin z. B. auch die sogenannten p Normalintegrale 

(10.) Wi(^), W2(^), ... Wp(^) 

fähig; so dass man die Formeln erhält: 

(11.) M^) - lo^'^ + lo^'' W,(Z) + la^') W,{Z) . . . + la^P) Wp(z), 

6= 1,2, 3,... |). 

Bekanntlich sind [vgl. den Satz (20.) pg. 246J die p Normal- 
integrale völlig bestimmt, bis auf additive Constanten. Folglich 

/-- vsind in den Formeln (11.) die Coefficienten la^^\ lj^\ la^^^ völlig 

bestimmt, die l„^^^ hingegen unllkürlich. Ferner ist bekannt, dass die 
p Normalintegrale von einander linear unabhängig sind [Satz (21.) 
pg. 247J, Hieraus folgt sofort, dass die Determinante 

U') i,(^> . . . yp) 



(IIb.) 



L = 



Ip^'^ Ip^^^ . . . V^'J 



von verschieden ist. 

Man kann übrigens die Formeln (11.) mit Rücksicht auf (7.) 
auch so schreiben: 
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12.) W„(^) = /„W H- J(/„<>' + ?„'«>^ H- «„»'0* . . . + la^^^Z"-') ''{, [%,,], 



13.) 



oder mit Rücksicht auf (2.) auch so: 

A^„W dz 
w„(.) = /„(o,+J.^^_)__, 



maö], 



WO alsdann ^a(;?) die Bedeutung hat: 
13a ) f„ (z) = /„(" + la<-*'e + ?„'»'«* . . . + WhP-K 

Aus (12.), (13.) folgt durch Differentiation nach z: 



14.) 



15.) 



Wo («) = ,.:z^ = ^-^-. 

V/W vm 

Markirt man daher auf 9i irgend welche p Punkte Ci, c^, . . . Cp, 
so erhält man für die zugehörige Determinante D (c,^, c^, ... c,,), 
pg. 253, mit Rücksichtnahme auf (IIb.) den Werth: 

1 q c,* . . . c,'^» 
L 



■Lf \pxj ^2j • • • ^p) — 



vac,) fifi,) . . . f{c\ 



L Co Co • • • v^d 



1 Cp Cp . . . Cp^ 



und hieraus folgt, dass diese Determinante nur dann verschunnden 
I5a.)/.a/iii, wenn zwei der Punkte Cj, c^, . , , c^ mit einander zusammen- 
fallen, oder aber einer von ihnen ins Unendliche rückt. 

Was femer die aus den Wa(c,), '^a(c^)f • •• Wa(Cp) zusammen- 
gesetzte Determinante A (q, c^, . . . Cp\ pg. 280, betriflft, so ergeben 
sich für Wö(c) verschiedene Formeln, je nachdem der betrachtete 
Punkt c von sämmtlichen Punkten g,, hj, oo verschieden ist, oder 
aber mit einem dieser Punkte coincidirt, [vgl. pg. 280J. Im erstehen 
Fall wird: 

Wc(c) = w„ (c) = -.- ; 

während andererseits im letztem Fall die betreffenden Formeln fol- 
gendermassen lauten: 

Werte) = ,77v-T ' ^'^ (*•'•) = lA^^ ' "^^ ^^) ^ ± ^^ ' 



wo 



/"(;2r) für -j— steht. Dabei gilt in der letzten Formel das 

Zeichen + oder — , je nachdem man von den beiden auf 91 bei 
s = oo übereinander liegenden Punkten den einen oder andern in 
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Betracht zieht. — Angesichts dieser Formeln erkennt man nun 
(16.) leicht, dass jene Determinante A(ci, Cg, . . , Cp) nur dann versdimn- 
den kann, wenn zwei der Punkte c^, c^, ... Cp miteinander zusam- 
menfallen. 

§2. 

Die Werthe der Normalintegrale erster Gattung in den 

Windungspunkten. 

Wir schicken unsern Betrachtungen zwei leicht zu beweisende 
Hülfssätze voraus. 

Erster Hülfssatz. — Sind z und Z irgend zwei im obern und 
(17.) untern Blatte der Fläche 91 übereinanderliegende Punkte, so gelten 
für die Normalintegrale Wi(je?), v^ii/s), . . . Wp(z) die Formeln: 

Wa'(^) + W(r'(-^) = 0, = 1, 2, . . .p. 

Zweiter Hülfssatz. — Construirt man in der Fläche 91 einen 

beide Blätter durchdringenden, dabei aber die Ströme ag, bx, (x = 1, 

(18.) 2j . . .p) vermeidenden Schnitt^ und bezeichnet man die am Anfang und 

Ende dieses Sdmitts übereinanderliegenden Punkte respective mit z^ Z, 

und ;2fg, Zj, so gelten die Formeln: 

Wa(^j) + Wö(Z,) = vfa{z^ + Wa(Za), 0=1,2,.. ,p. 

Beweis des ersten Satzes. — Aus (12.) folgt durch Differen- 
tiation nach z sofort: 

w; {z) = [i.<i) + U^^z + U')z' ... + Up^zp-^] y . 

Die Function s hat aber [vgl. (3.)] in je zwei übereinanderliegen- 
den Punkten z, Z entgegengesetzte Werthe, während der in der eckigen 
Klammer enthaltene Ausdruck in beideq Punkten gleiche Werthe 
besitzt. Q, e, d. 

Beweis des zweiten Satzes. — Der im zweiten Satz angegebene 
Schnitt liefert zwei iu den beiden Blättern übereinanderliegende 
und die Ströme ax, fcx(x = 1, 2, . . .^) vermeidende Curven c, C, 
von denen die eine die Punkte z^ und z^, die andre die Punkte Z, 
und Z^ verbindet. Da nun Wa{z) auf der Fläche 91, mit Ausnahme 
der Ströme a«, 6x(x = 1, 2, . . .p), überall eindeutig und stetig ist, 
diese Eigenschaften also z. B. auch längs c, und ebenso längs C 
besitzt, so ist: 

yfj^i) — w„(;8?i) = J dwa{z) = f yfa(e)dZf 
^^'„{Z,) - w„(^.) =/ rfw„(Z) = / Wa'(Z) dZ; 

«1 2i 
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(ß-) 



(y.) 



dabei sind unter z, Z irgend zwei übereinanderliegende Punkte der 
Curven c, C zu verstehen, und die Integrationen hinerstreckt zu 
denken über alle Punkte z der Curve c, respective über alle Punkte 
Z der Curve C Zufolge des schon bewiesenen Satzes (17) ist aber: 

w;(^) + w;(Z) = o. 

Somit folgt durch Addition der beiden Formeln (a.): 

l^oiz^ — w„(^,)] + \yfo(Z^ — Wa(Zi)] = 0. - g. e. d. 

Wir wollen diese Sätze zunächst in Anwendung bringen auf den 
speciellen Fall p ==: S, also auf diejenige Fläche di^ welche der schon 
früher [pg. 179] entworfenen Zeichuung: 



(A.) 



(B.) 




^Oj 



M2 



tti 



entspricht. In dieser Fläche 91 lässt sich, von g^ nach h^ hin, ein beide 

Blätter durchdringender Schnitt fuhren, der im untern Blatt gar keinen 

der Ströme a^, 2»^, und im ohern Blatt lediglich den Strom aj , und zwar 

von p nach X, d. h. vom rechten zum linken Ufer überschreitet. Dieser 

Schnitt g^\ ist in der nächstfolgenden Zeichnung durch die krumme 

Linie ^i^^t^i angedeutet. Die beiden Punkte X und q sind also durch den 

Strom Ol von einander getrennt, während die darunter liegenden Punkte 

A und P überhaupt nicht von einander getrennt sind, weder durch den 

Strom aj, noch durch irgend einen andern der Ströme a^, h^. Demgemäss 

ist also: 

w^(Z) - w^(9)==a^j, 
< 
hingegen : w,, (A) = w^ (P) , 
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(C.) 



(D.) 



(E) 



(F.) 



(H.) 



(I) 




WO a^j die in (19.) pg. 246 festgesetzte Bedeutang hat. Bringt man nun 
den Satz (18.) anf die Scbnittstrecke g^Q in Anwendung, so erhält man: 

^o(^i) + w„(C?,) = w^(q) + w^(P), 

oder, weil ^, ein Windungspunkt ist, mithin g^ 
und 6rj ein und denselben Pankt repräsentiren: 

2w^(flf,)- w^te)+w^(P). 

In gleicher Weise liefert der Satz (18.) in seiner 
Anwendung auf die Schnittstrecke Xh^ die Formel: 

Adilirt m%n aber diese beiden Formeln (C), (D.), so folgt mit Rücksicht 

anf (B.) : I 

2[w^(Äi)-- w^(^,)] = a„i. 

Nun lässt sich weiter in der Figur (A.) durch beide Blätter der Fläche 
hindurch ein Schnitt h^lffQ'l'g^ führen, welcher im obem Blatt nur die 
StrOme b^ und b^ , im untern Blatt aber gar keinen 
Strom überschreitet; wie solches in beistehender 
Zeichnung genauer angegeben ist. Der Satz (18.) 
liefert alsdann für die drei Schnitt^ trecken (^i^t), 
(pp')> {^' 9t) respective die Formeln: 

2w^(Ä0«wJi) + wJA), 
Wate) + W./P} = w„{9) + w„(P'), 
Wa(0 + w^(A')«2w„((7,). 
Addirt man aber diese drei Formeln, und beacbt« t, 
daes ■"„(A) ■= w„(P) und "^^(A') «= w„(P') ist, go ,>?' 
erhält man: < 

- [w„W - w/p)] - [w„',i') - w„(»')], 

WO b^ij &„2 ^^^ ^° (^^') VS' ^^^ festgesetzte Bedeutung haben. 

In ähnlicher Weise wie die beiden Formeln (E.) und (F.) ergebea 
sich, anf Grund der Figur (A.), im Ganzen folgende acht Formeln, näm- 
lich die zu (E.) analogen Formeln: 

r2[w^(^)- w^(i^j)]«a^i, 

«['^aC^O - ^aO/i)] == - («Ol + «a2 + «as)? 

und die zu (F.) analogen Formeln: 

(2^07,) - w^(/H)] - 6^, - 6^1, 

2[w^(^,) - w^(Ä,)] =0 -6^3, 
l2[^„(^,)-w^(^)]«6^^-0. 
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Diese bciJeii für den Fall p ^=» 3 geltenden Formelsysteme (U), (1.) 
sind nan sofort auf den Fall eines beliebigen p übertragbar. 

Für deu Fall eines gang beliebigen p erhält man offenbar, an 
Stelle von (H.), das System: 

2[w„(Ai) — Wa(gi)] = flal, 

2[Wo(h2) — WaCS'j)] = aa2, 



(19.) 



2[wa(Ap) — yfo(gp)] = »cv, 

2[wa(hp+i) — wjgp^i)] = — (aal + ßo« + a„s ... + a„p)] 

und andererseits, an Stelle von (I.), folgendes Formelsystem: 

2[yra{gi) — Wa(Ai)] = b„i — bau 
2 [Wo (^3) — Wa(A2)] = 6o3 — 602, 



(20.) 



6«p 




• bap^lf 








Oap, 


bni 




0. 



(21.) 



2[wc(<7p) - Wa(Vi)] = 

2[Wa(5'|>+l) — Wa(Ap)] = 
^2[Wa(i7,) — Wa(Ap4.i)] = 

Die Addition aller Formeln der Systeme (19.) und (20.) giebt die 
identische Gleichung = 0. Demgemäss repräsentiren also die 
(2p -f 2) Formeln (19.) und (20) im Ganzen nur (2p + 1) 
Gleichungen. Und mittelst dieser (2p + 1) Gleichungen kann man nun 
die (2p + 2) unbekannten Werthe 

Wafa); Wa(Ä;), j= 1,2,3,... (l>-f 1), 

auf einen dieser Werthe, z. B. auf w„(gi) reduciren. Man erhält 
in solcher Weise*): 

2wa(<7,) = 2yro(gi) + [bot — boi], 

2Wa(gi) == 2Wa(sr,) + [602 — bat + ö^(7l], 
2Wa(g^) = 2Wa(gi) -f [fcaS — b„i + ttoi + aoi]. 



2^a(gp) = 2yr a(gi) + [6ap — 6nl + «al + ao2 h flap-ll, 

2Wö(gp+i) = 2 Wa(^,) + [0 — 601 + aal + aog h o„p. 1 + aa/J, 



^) Die erste der Formeln (21.) ist, wie man sieht, eine identische^ und nur 
der Symmetrie willen zugefügt. 



(22.) 
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und ferner: 

2wa(A,) = 2w„(^,) + [bai — bai + a„i], 

2Wa(*2) = 2Wa(^,) + [^'2 — *nl + Ool + Ö^aä], 
ZWaCAs) = 2Wa(^,) + [baS — hl + a^i ^ ao2 + «<t8], 



2Wa(Ap) = 2Wo(g^ + [6a/, — bai + aal + ««2 + «03 • • \+ «ap], 

2wa(A^i) = 2wa{g,) + [0 - fco,]. 

Beachtet man^ dass üaxf je nachdem <f, x gleich oder ungleich 
sind, den Werth iyc oder besitzt [vgl. (19.) pg. 246], dass mit- 
hin die Summe 

Oral 4" Oo2 + ööS • • • + üap 

jederzeit == ix ist, so rcducirt sich die letzte der Formeln (21.) auf: 

(23.) 2w„{g^,) = 2wa{gi) + [in; ^ 6^,]. 

Bildet man ferner die erste der Gleichungen (21.) für a =1, die 
zweite für a «s 2, die dritte fQr a = 3 u. s. w., und beachtet man 
dabei wiederum die eigenthümlichen Werthe der aa^y so erhält man: 

2w,(<?,)-=2w,(«/,) + Lfe„-6„], 
2w,(j2) = 2w,(^,) + [ftj, — btJ, 

2ws(^3) = 2w,(^,) + [b„ - b„], 



2w,(«/p) = 2w,(9,) + LV - bfi]] 
demgemäss gilt also ganz allgemein für jedwedes die Formel: 

(2 \.) 2wa(«7„) = 2w„(jf,) + [b„„ — 6,,]. 

Endlich ergiebt sich durch Subtraction von (23.) und (24.): 

(iT).) 2[w„(^o) — Wo(^j^i)] = boo — t«. 

In allen diesen Formeln (19,), (20.), (21.), (22.), (23.), (24.), (25.) 
repräsentirt eine beliebige Zahl aus der Reihe 1, 2, 3, . . . p. 

§3. 

Bestimmang der in den Normalintegralen enthaltenen additiven 

Oonstanten. 

Die betrachteten Integrale w, (;?), y^^i^)^ ... w^(i?) sind [vergl. 
(IIa.)] völlig bestimmt bis auf die in ihnen noch enthaltenen will* 
kOhrlicheu additiven Constanten ?/®>, Zg^®^, . . . y®>. Bevor wir nun 
an das Umkehrproblem der genannten Integrale näher herantreten, 
erscheint es zweckmässig, zuvörderst Qber diese additiven Constanten 
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der Art zu verfdgen, wie es für .die Anwendung der Thetafundionen 
geboten ist. 

Versteht man unter 6?^, G^t ... Gp willkürlich gegebene Con- 
stanten, so werden bekanntlich [Theorem pg. 333] die Nullpunkte 
^i; ^a; * • • %> ^^^ Function 
[26.) F{z) = %(M^) — G„) 

den einfachen Formeln entsprechen: 

(27.) WaiVl) + Wa(l?2) • • • + Wa(l?p) ^Ga, tf = 1, 2, . . . p, 

falls es nur gelingt, jene in den w's enthaltenen additiven Con- 
stanten Ij^^^, y®^, . . . y^> der Art zu bestimmen, dass die Congruenz- 
Bedingungen erfüllt sind: 

(28.) E. = "^"^^ l-'^"^^?^ + 2 (V + ^, X ^"''^ t "'"''' ''-«) = 0, 

<y = 1, 2, . . .p. 

Dabei dienen die Buchstaben Ka nur als Ahbreviaiur zur Bezeich- 
nung der links vom Congruenzzeichen {^) stehenden Ausdrücke. 
Es handelt sich zuvörderst um die wirkliche Bildung der Con- 
gruenzen (28.), d. i. um die mrkliche Berechnung der Ausdrücke K„. 
Die in (28.) unter dem Integralzeichen stehenden X und q repräsen- 
tiren irgend zwei zu beiden Ufern des Stromes h^ einander gegen- . 
über liegende Punkte. Demgemäss ist also: Wff(A) — ^a{Q) *= 6ax, 
oder etwas anders geschrieben: 

(X.) Wo((>) = Wa(A) — hay.. 

Diese Formel gilt für zwei beliebige zu beiden Ufern von bx einan- 
der gegenüberliegende Punkte p^ A, und ist also [vgl. die Figur 
pg. 326] z. B. auch anwendbar auf die Punkte a«, jS«; wodurch 
sich ergiebt: 

/ \ Wa(ax) = Wo(/J^) — 6ö«. 

Dabei repräsentiren x und o beliebige Zahlen aus der Reihe 1, 
2, . , , p. Macht man insbesondere x =^ (f , so folgt: 

Schreibt man jetzt den Ausdruck Ka von Neuem hin, indem man 
daselbst für y^a((f) und Wc(aa) die Werthe (x.) und (z.) eintreten 
lässt^ so erhält man: 



Xs=sl X 
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Bekanntlich ist aber [vgl. (B.) pg. .324J: 

Jh dwx = — Ät. 

X 

Somit folgt: 
(30.) K„ = w„ (^„) - ^ + "2 (t- ^il^X 

WO Ax das Integral bezeichnet: 

Dabei ist es einerlei, ob man unter dem rfw^ das DiflFerential dyrjk) 
oder das DiflFerential rfwx(p) versteht. Denn Wx(A) und Wx(p) unter- 
scheiden sich längs bx nur durch eine additive Constante; so dass 
also jene beiden Differentiale gleichwerthig sind. Zur Pixirung der 
Vorstellung mag gesetzt werden: 

(•^^•^ • Ax=/6^w,(A)dwx(A). 

Um nun dieses Ax zu berechnen, markiren wir innerhalb der 
einfach zusammetihängenden Fläche ^au einen beliebigen Punkt j?^, und 
verstehen unter f{z) das von 0q ausgehende und in seiner Bewegung 
auf 9laöc beschränkte Integral 

( A.) f(z) = fwa{z) dWx(z), l^aöcl 

Die so definirte Function f{z) ist alsdann [Satz (8.) pg. 197] inner- 
halb SRrtic überall eindeutig und stetig. 

Wir wollen jetzt die Werthe dieser Function f(/) in den Punkten 
gx, Äx, «x; ßxt Vxt ^* betrachten, dabei aber zur augenblicklichen Ab- 
kürzung diese Punkte schlechtweg mit g, Ä, a, /3, y, d bezeichnen 
[vgl. die folgende Figur]. Das Integral Ax (32.) läuft längs des 
linken Ufers des Stromes bx von ß nach y, besitzt also eine von 
ß nach y gehende und dabei innerhalb ^au [oder vielmehr am Rande 
von ^abc] fortlaufende Integrationscurve. Demgemäss ist 

(B.) A« = f(y) - m, 

d, i. gleich ^er DiflFerenz derjenigen Werthe, welche die Function 
f(z) in y und ß besitzt. 

Die Punkt« a, ß, y, d liegen im obem Blatt der Fläche 31. 
Bezeichnet man die darunter liegenden Punkte des untern Blattes 
respective mit A, B, f, A, so lässt sich offenbar ein beide Blätter 
der Fläche durchdringender und die Ströme aj, a^, ... Op, 6,, 6^, 
' ' 'bpj Cg, Cj, . . . Cp vermeidender Schnitt ausführen^ welcher ausgeht 
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von h uud endigt in ^, B. Dieser [in beistehender Figur ange- 
gebene] Schnitt liefert zwei in beiden Blättern übereinander liegende 
Curven, deren übereinander liegende Punkte mit z, Z bezeichnet sein 
mögen. Alsdann ist, was die Function /'(jsr), (A.), betrifft: 



m-m=-J^a{z)dv,,{!S), 



rc) 



B 



/•(B) -/•(*)= /w„(^dw«(Z), 




"w*» — >a. 



(D.) 



die Integrationen erstreckt über alle 
Punkte z der dhem Curve h . . . ß, 
respective über alle Punkte Z der 
tmtern Curve A . . . B. Zufolge des Satzes (18.) gelten aber die Re- 
lationen : 

WaW + w^(Z) = 2Wa(A), 

w.(^) + w.(Z) = 2wx(A). 

Mit Hülfe dieser Relationen kann man in (C.) den Punkt Z elimi- 
niren, und erhält alsdann: 

h 
m-f(h) ^-Jiwoie) - 2w„(A)] rfw,(^), 

h 

« 

und hieraus durch Subtraction: 



\ 



-AB) = 2w„(;»)/rfw,(«), 

h 



(E.) riß) 

oder, was dasselbe ist: 

(F.) m-m 2 w„ (A) [ w, (Ä) - w, (ß)] . 

Ebenso wie diese Formel (F.) erhalten wurde mittelst eines 
von h nach ß laufenden Schnittes, in ganz ähnlicher Weise wird 
man offenbar, durch Anwendung eines von g nach y laufenden 
Schnittes [vgl. die Figur], folgende Formel finden: 

(G.) /-(y) - m = - 2 w„(i/)[w,(9) - w,(y)]. 

Nun ist die Function f{0), wie schon bemerkt, innerhalb der Fläche 
9la6c überall eindeutig und stetig, mithin f[ß) = /'(f). Subtrahirt 
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man also die beiden Formeln (F.) und (G.) von einander, so folgt 
mit Rücksicht auf (B.): 

(H.) A. = 2wa(A)[wx(A) - wx(^)] - 2wa(ff)[w,(sf) - w,(y)]. 

Zu berechnen sind die in (30.) enthaltenen Grossen A^, A^, 
. . . Ap. Es ist also in (H.) unter x eine der Zahlen 1, 2, ... j) 
zu verstehen. Für x «» 1, 2, . . , p ist aber nach (19.): 

2Wa(Äx) — 2Wa(gx) = ttax , 

mithin z. B. auch: 

2wx(Ax) — 2wx(yx) = Oxx = «i- 

Diese beiden Relationen aber können, weil wir die Punkte g^^ 
hx, ccx, ßxf y%j Sx kurzweg mit g, h^ a^ ß, y^ d bezeichnet haben, 
auch so geschrieben werden: 

2Wa(A) = 2Wa(öf) + ö^rx, 

(^•^ 2wx(h)=^2wx(jg) + ni. 

Deberdies ist, was die zu beiden Ufern des Stromes a« einander gegen- 
überliegenden Punkte ß, y betriflFt [vgl. die vorhergehende Figur] 
offenbar: 
(ly.) Wx(y) = wx(/J) — Äi. 

Eliminirt man nun mittelst der Relationen (§.), (17.) die Punkte A 
und y aus dem Ausdruck (H.); so erhält man: 

_ J [2w.((7) + aox\\y^x{9) - Wx(^) + \ni\\ 
- 2^o{g)[y^M - w.(^) + ni] I ' 
oder, was dasselbe ist: 
(K.) ^x = aox[Wx(sr) — Wx(/3) + ^ici] — ni M^a(g), 

oder, falls man jetzt statt g und ß die genaueren Bezeichnungen g^ 
und ßx eintreten lässt: 

(L.) ^x =* a<Tx[wx(^x) — Wx(/3x) + i«»J — ^i^aign). 

Hieraus folgt, falls man nach x summirt^ und dabei beachtet, dass 
aax, je nachdem <T, x gleich oder ungleich sind, den Werth xi oder 
hat, sofort: 

x=p x==/» 

(M.) -^'^x = ni[yfa(go) — ^oißa) + i^i] — ni^wa(gx). 

^ ^ X=il x = l 

Substituirt man jetzt endlich diesen Werth in (30.), so er- 
hält man: 

(33.) K„ =. w„ig„) - *"" "-- + '^^bo, - Wo(jg.)] , 



(J.) A. = j 



K = l 
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oder, falls man für Wa(ga) den aus (25.) sich ergebenden Werth 
8ubstituirt: 

34.) Ka = Wc(ft4.i) + ^ [ftax — Wa(^x)] , 

x = l 

oder, mit Einführung des Congruenzzeichens : 

35.) Ka = Wa (äp+i) — ^ WtfföTx), tf »= 1 , 2, . . . |). 

Die in den w's eDthaltenen additiven Coustanten sind nun aber 
[nach (28.)] der Art zu fixiren, dass diese Grossen Ka :^0 werden. 
Demgemäss gelangt man zu folgendem Resultat: 

Satz. — Versteht man unter G^, Gg, . . .Gp willkürlich gegdpene 
Constanten, so werden die Nullpunkte i^j, i^^? • - -Vp ^ Function 

.36.) F(z) = »{wa(i) — Ga) 

den einfaclien Formeln entsprechen: 

;37.) Wtf(lJ,) + Waint^ • • • + ^oilfip) ~ G^cT, 4f = 1, 2, . . .p, 

falls man nur die in den m^s enthaltenen additiven Constanten in sol- 
cher Weise sich fixirt denkt, dass die Bedingungen: 

;38.) Wa(^l) + Wa (g^) . . . + Wc(flr^) F= Wa{gp+l), tf = 1 , 2, . . . p 

erfüllt sind. 

Bezeichnet man die Formel (13.) kurzweg mit 

[39.) Wa{0) = U'^ + ^o{d), 

so gehen die Bedingungen (38.) über in: 

pla^^^ + ma{gd + ^o{g^ + ' * + G^aiffp) = h^^^ + G><t(äH-i); 

tf== l,2,...i>; 

so dass also diesen Bedingungen Genüge geschehen wird, wenn man 
den additiven Constanten l^^^\ l^^^^ . . . Zp<®) die Werthe zuertheilt: 

(40.) ;„,o, _ »»iW -J'L"<?L>_+_^^^^^^^^^^ <,= l,2,...p. 

§ 4. 

TTeber Thetafunotionen, deren Argumente hyperelliptieohe 

Integrale erster Qattong sind. 

Sind öj, Gg, . . . Gp beliebig gegebene Constanten, und M^, Jfj, 
. . . Mp belifbig gegebene ganze Zahlen, so wird der Ausdruck: 
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*(w„(i) - G„) 



(41.) <t) = <t) (;er) = 



\9 (w„{z) - G„ 




stets eine «m/" 91 reguläre Function, mithin eine algebraische JFune- 

■ 

tion von z sein. So lautet der früher in (37) pg. 333 gefundene Satz. 
Wir stellen uns hier die Aufgabe, diese algebraische Abhängig- 
keit zwischen 4> und e wirklich durch eine Formel darzustellen. Zo 
diesem Zwecke müssen wir zuvörderst die Nullpunkte des Zählers 
und Nenners, d. i. die Nullpunkte der Functionen 

ermitteln. Solches aber wird sich am Einfachsten bewerkstelligen 
lassen, wenn wir die Constanten G und die Zahlen M nicht belie^ 
big lassen, sondern auf geeignete Weise festsetzen. 

Die auf 9t vorhandenen Windungspunkte bilden zusammen- 
genommen (p + 1) Punktpaare: 

(ßtj K)j (ff2f h)} • • • (äh-i> Vfi); 

und diese Punktpaare mögen, in irgend welche hdi^ige Reihenfolge 
versetzt, mit 

(«, «0, (ß> n> '■-(?, /), (<J. *') 

bezeichnet werden, der Art, dass etwa (a, «') identisch mit {gmfK^^ 
ferner (/3, ß*) identisch mit (i^f», ä„) ist, u. s. f. Alsdann ist nach (19.) 

Wa{a) — w<,(a) = -4a -^ , 



ni 



V,„ifi')-yfoiß) = Ba~, 



(42.) 



Wa(*') — Wa (*) = Da Y , 

WO Äa, Sa, . . . Ca, Da ganzc Zahlen vorstellen, deren Summe 
-» ist: 

(42a.) . ^a + -Ba + . . . + Ca + D<r = 0. 

Es ist nämlich stets eine dieser Zahlen = -f- 1 , eine andere = — 1 , 
während alle übrigen = sind. 
Setzt man zur Abkürzung 

Wa(a) + Wa(/3) . . . + Wa(y) = Ga, 
^^^•^ Wa(«) + Wa(/3) . . . + W.(y) + W..(d) == if«, 
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so wird zufolge (42.) und (42 a.): 



nt 



Wa («') + W. (/J') . . . + W.(y') = Ga + Ma^f 
Wo («') + W.(/J') . . • + Wa(y') + Waid') = Ha, 

WO Ma eine gewisse ganze Zahl vorstellt. IHe durch diese Formeln 
(43.), (44.) bestimmten Constanten G, M sind es nun, welche wir in 
den Ausdruck einsetzen wollen. Wir erhalten alsdann: 

überdies ist [vgl. (16.) pg. 358] 

A(a, j8, . . . y) =j= 0, und ebenso auch A(a', /3', . . . y') =4= 0. 

Somit folgt aus dem Satze (20.) pg. 346^ dass die in (45.) enthal- 
tenen Thetafunctionen nicht identisch verschwinden, und dass ihre 
elementaren Nullpunkte respective in a, ß, . . ,y und in a, ß% ... y' 
gelegen sind. Demge^näss repräsentirt also <t>{0) eine auf 9f reguläre 
Function 2p^ Ordnung, welche p Nullpunkte zweiter Ord..ung: a, ß, 

y, und ebenso auch p Pole gweiter Ordnung: a\ ß', ... y' besitzt. 

Genau dasselbe gilt aber auf 91 auch von der Function 

^ra\ — (g ~ «) (g — P) . . . (g — y) ^ 

wie aus dem Satze (27.) pg. 115 sich leicht ergiebt. Hieraus folgt 
weiter, nach Satz (33.) pg. 118, dass die beiden Functionen <t>(z) 
und q>{z) nur durch einen constanten Factor verschieden sein können. 
Bezeichnet man diesen mit K, so ist also: <t>(z) «= Kq>{z), d. i. 

Es handelt sich nur noch um die Bestimmung von K. Nun 
ist nach (43.), (44.): 

Wa (a) + Wa (/3) . . . + Wa (y) = Ha — Wa (S), 
Wa(a') + Wa(/JO • • • + Wa(y') = Ha — Waid")] 

wodarch die Formel (47.) übergeht in: 

Hieraus ergiebt sich, falls man den variablen Punkt e successiTe in 
d und in ä' hineinfallen läset: 

K • a m a n n , Abel'scbe Integrale. 2. Aafl. 24 
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und 

und hieraus folgt weiter durch Multiplication: 

Der hier auf der linken Seite stehende Quotient hat aber, weil 
[nach (42.)J 

ist, und Da eine ganze Zahl vorstellt, nothwendiger Weise den Werth 
1 ; wie solches mittelst des Satzes (27.) pg. 330 sich sofort ergiebt. 
Somit erhält man: 

und gelangt also zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeichnet man die (j) -{- l) Paare von Windf$ngspunklen: 

in irgend einer beliebigen BeiJienfolge mit 

(«, «'), (ß, ßl, ■•■ (y. rl, (*, *'). 

und setgt man eur Ähkürzung: 

(49.) (, _-„ ') (, -p", ..-.(._ y^ = V W - 

so findet jederzeit die für z identische Gleichung statt: 

Diese Gleichung repräsentirt, weil die mit.(a, a'), (ß, ß') etc. bezeich- 
nete Anordnung der Punktpaare {g, h) eine beliebige ist, im Gänsen 
(p + 1) Formeln, 

§ 5. 
Fortsetsung. 

Wir wollen die Bezeichnungen (a, a'), (/3, /3'), . . . (y, y'), {i, 8*) 
genau in demselben Sinne, wie im vorhergehenden Paragraph, bei- 
behalten, ausserdem aber auf der Fläche 91 p Punkte markiren: z^, 
Zf, ...Zpj von denen der erste beweglich, die (p — 1) übrigen aber 
fest sein sollen. Der Ausdruck: 
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wird alsdann, weil [nach (42.)] 

and Da eine ganze Zahl ist^ eine auf 91 reguläre Function ?on g^ 
vorstellen; wie solches aus dem Satze (41.) unmittelbar folgt. Nun 
kann man, nach Satz (27.) pg. 349, stets (p ■— 1) Punkte c^, C3, . . . Cp 
sich vorstellen, die zu den (p — 1) festen Punkten jet^, e^, ... gp in 
der Beziehung stehen: 

Wa(^2) + • • • + ^a(^p) = — [Wa(C2) + . . . + Wa(Cp)], 

<y *= 1, 2, • . » p» 

Führt man aber mittelst dieser Relationen, statt z^, z^y * " ^pj ^'^^^^ 
neuen Punkte c^, Cj, . . . Cp in den Ausdruck V ein, so ergiebt sich 
[ähnlich wie im vorhergehenden Paragraph], dass ^=^{e^ eine auf 
91 reguläre Function 2p^^ Ordnung ist, welche p Nullpunkte zwei- 
ter Ordnung: Cg, c^, . . . Cp, 8, und ebenso p Pole zweiter Ordnung: 
Cg, c,, . . . Cp, S' besitzt*). Die mit einander coincidirenden Nullpunkte 
und Pole zerstören aber einander; so dass V = V(^i) sich schliess- 
lich als eine reguläre Function e weiter Ordnung herausstellt, welche in 
d einen Nullpunkt zweiter Ordnung ^ andererseits in d' einen Pol zwei- 
ter Ordnung besitzt. 

Genau dasselbe gilt aber auf 91 auch von dem Ausdruck 

vgl. den Satz (27.) pg. 115. Die beiden Functionen Y = ^{z^ und 
if = t{Zi) können daher, nach Satz (33.) pg, 118, nur durch einen 
cansianten, d. i. von z^ unabhängigen Factor von einander verschie- 
den sein. Es ist also der Quotient 

von z^ unabhängig. Hieraus aber ergiebt sich [auf Grund der in 
Bezug auf z^ z^, z^, .,.Zp vorhandenen Symmetrie], dass derselbe 
auch unabhängig ist von z^, z^^ . . , Zp. Man erhält also die For- 
mel: ¥ = Kt, d. i. 

^^^•>> U(w,(.,) + w,(;..) . . . + w,(.p - wJÖ)/ =^n^i>^i^'"^ph ' 

*) Vorausgesetzt, dass von den beiden im Zähler und Nenner von ^(^1) 
enthaltenen Thetafnnctionen keine identisch verschwindet. Vgl. die Bemer- 
kung pg. d74. 

24* 
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wo K eine Constantej d. i. eine von z^^ z^^ , . , Zp unabhängige Grosse 
vorstellt. 

Es handelt sich nur hoch um die Bestimmung von K. Zu die- 
sem Zweck lassen wir in der Formel (53.) die Punkte z^^ z^, .../, 
einmal in die festen Punkte a, ßy . . . y, das andere Mal in die 
Punkte a\ ß\,..y' hineinfallen, und erhalten so die Gleichungen: 

/»( w,(«) + w,{ß ) . . . + w„(y) - wJS))y _ ^ , , . . 

U(w,(«) + w^(ß) . : . + w,(y) - w„(d')jj - ^ V' (,«, p, . . . y), 

U(w,(«') + w,(p') . :. + w, (y') - w,(cr')); - ^ ^1.« , p , • . . y ;» 

Gleichungen, die unter Anwendung der Bezeichnungen (43.), (44.) 
sich auch so schreiben lassen: 

Hieraus folgt durch Multiplication: 

UÄ7^"2w„(*'))i = "^ *^"' ^, . . . y) V'(« , /J , . . . y )• 

Der hier auf der linken Seite stehende Quotient ist aber = 1 [vgl. 
die analoge Betrachtung auf pg. 370J. Somit erhält man: 

X^ --j 

Vv^'Ca, ß, ...y)t/.(«'/p',...y')' 

und gelangt daher zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeichnet man die(j) -{- 1) Pcuire von Windungspunkkn 

{9i7 *i); (ff27 K)} • • • iffp+u *p4-i) 
in irgend einer beliebigen Reihenfolge mit 

(«,«'), (ß,ß'), ...(y, /), (*,«'), 

und setzt man nur Abkürzung 

(54.) («,-0(«.-»').."(^~0 — V (.^t . «ü, . • • •»»; , 

so wird für belüing variirende Lagen der Punkte Zi, e^, . . . e, stets 
die Formel stcMfmden: 

^^_ ^ • 

y^(a, (J, ...y)V'(a', P',...y'j 
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Und gwar repräsentirt diese Formel im Garnen (p + 1) Gleichungen, 
iüeil die mit (a, a), {ß, ß') etc. bezeichnete Beihenfolge der Punktpaare 
(jg, h) mehrfach geändert werden kann. 

§ 6. 

Lösnng des Jaoobi*80hen Umkehrproblems für die hyper- 

elliptischen Integrale. 

Das Jacobi'sche Umkehrproblem besteht [nach (5.) pg. 352] 
in der Ermittelung desjenigen Punktsystems z^, 0^} • • • ^i»; welches 
den Formeln entspricht: 

wobei Fl, F,, . .*. Vp als beliebig gegd>ene Grossen zu betrachten sind. 
Oder mit andern Worten: Das Jacobi'sche Umkehrproblem be- 
steht in der Ermittelung desjenigen Punktsystems Zi, z^, • . . Zp, 
welches, in Verbindung mit irgend welchen ganzen Zahlen m, n, 
den Gleichungen Genüge leistet: 

56a.) ^aM + WaC^a) . . . + w^ (Zp) = F« + Wa ni + 2;xWx6xa, • 

6 = 1; 2, . . .jp, 

die Summation ausgedehnt gedacht über x = 1, 2, . . .jp. 

Bezeichnet man die linken Seiten dieser Formeln (56 a.) für den 
Augenblick mit Zaj so ergeben sich, falls man Wo(d), respective 
Wa(d') auf beiden Seiten subtrahirt, die Gleichungen: 

Z„ — Wa{d )m=.[Va — Wo{d )] + fWasr* + IJ^n^b^a, 

Za — W„(*') = [V„ — Wa(*')] + WaSrt + Än^ixa- 

Zufolge des Satzes (28.) pg. 330 ist daher: 

»iZ„ -"w J^')) H K - Wa(^')) 

die Summation ausgedehnt gedacht über <y = 1, 2^ . . .jp. Der hier 
auftretende Exponentialfactor hat aber, weil nach (42.) 

Wo(d') — Wa(d) = Dö ~, 
und Da eine ganze Zahl ist, den Werth + 1. Somit folgt: 

Der hier auf der linken Seite stehende Quotient ist aber, falls man 
die eigentlichen Bedeutungen der Za im Auge behält, nichts Ande- 
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res, als der in der Formel (55.) enthaltene Quotient; so dass man 
also jene Formel jetzt auch so schreiben kann: 



(57.) [j^^v-^^-JsJy) = 



Und diese Formel repräsentirt, ebenso wie (55.), im Ganzen {p -|- 1) 
Gleichungen, und zwar Gleichungen, durch welche die gesudUai 
Punkte z^, js^, . . . S!p in unmittelbare Beziehung gesetzt werden zu 
den gegd>enen Grössen V^, V^y ... Vp. Demgemäss gelangt man zu 
folgendem Resultat: 

Lösung des Jacobrsclien Problems. — Sind Fj, F,, ...Vp be- 
liebig gegebene Grössen, und sollen die den Fortnein 

(58.) Wa(;s?i) + y^a{z^) . . . + ^^oi^p) -^Va, <y = 1, 2, . . .p 

entsprechenden Punkte z^, e^^ . . . Zp ermittelt werden, so hezeitkne man 
zuvörderst die {p -{- \) Paare von Windungspunkten 

(9u ^); (ffiy h)f • • • (9p^u Vfi) 
in irgend welcJver beliebigen Reihenfolge mit 

(«, «'). (ßf ßl, ' "(tj y), (*> *'); 

und setze zur Ahkiirzung 

V>^') li;^-s'')\z^ -~9') . . . {Zj^ - S') — ^y^i'^if-'^pf- 

Ahdann ergiebt sich zur Bestimmung jener Punkte z^, z^, . , . z, die 
Formel' 

Diese Formel repräsentirt, weil die mit («, «'), (ß, ß') de. be- 
zeichnete Reihenfolge der Punktpaare {g, h) eine beliebige ist, im 
Ganzen (p + 1) Gleichungen, also Gleichungen, die mehr als hinrei- 
chend sind, um die unbekannten Punkte z^, z^, . .. Zp zu ermiüdn. 

Bemerkung. — Auf pg. 371 war von einer gewissen Fuociion V=>>¥(ri) 
die Rede. Dabei ist dort ausser Acht gelassen, dass der Zähler dieser 
Function möglicher Weise identisch verschwinden kann, ebenso auch ihr 
Nenner. Die hierdurch in den Sätzen pg. 372 und 374 hervorgebrachte 
Unsicherheit wird indessen beseitigt werden durch den Schloss des nächst- 
folgenden Capitels. 
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Fünfzehntes Capitel. 
Die Umkehrang der Aberschen Integrale erster Gattung. 

Ich werde in diesem Capitel mich wesentlich stützen auf das 
ausgezeichnete Werk von Clehsch Und Gardan über die Theorie der 
AbeFschen Integrale (Leipzig, 1866), daneben aber auch auf die 
diesem Werke sich anschliessenden Aufsätze von H. Weber im 
70. Bande des Crelle'schen Journals Seite 193 und 314. 

§ 1. 

Darstellung des Quotienten zweier Thetafunctionen durch 

Integrale dritter Gattung. 

Wir kehren zurück zu unsern allgemeinen Betrachtungen, indem 
wir wiederum unter 91 eine willkürlich construirte n-blättrige Rie- 
mann'sche Eugelflache, ferner unter Wi(j?), WjjC^), ... Wp(;?) die derselben 
zugehörigen Aberschen Normalintegrale erster Gattung verstehen. 

Sind Gj, Crg, . . . Gp und H^, H^, . . , Hp beliebig gegebene 
Constanten, so ist der Quotient 

wie im Folgenden gezeigt werden soll, in einfacher Weise ausdrück- 
bar durch die der Fläche 91 zugehörigen Integrale dritter Gattung. 
Um näher auf die Sache einzugehen, markire man auf 91 
irgend welche Punkte c,, c^, . . . Cp und rf, , d^^ . , . dp, jedoch von 
solcher Lage, dass 

n^ A (c, , Cg, . . . Cp) =1= und A (rf^, rf^j • • • ^p) =4= ^ 

ist. Alsdann sind [Satz (20.) pg. 346] Zähler und Nenner des 
Bruches 

(2.) J^ W = ^-(^^(,) „ [V^ (eö + w^(c,) . . r+^Jc^)]) 

wirkliche Functionen von z^ d. i. Functionen, die nicht identisch ver- 
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schwinden. Der Nenner besitzt [zufolge des genannten Satzes*^ 
• elementare Nullpunkte: q, c^^ , . . Cp, und der Zähler ebenfalls de- 
mentare Nullpunkte: d^, d^^ . , , dp. Gleichzeitig ergiebt flieh [vgl. 
Theorem pg. 333]^ dass F(g) eine auf %, reguläre Function ist mit 
den elementaren Polen c^ c^,. . , Cp und den elementaren Nullpunk- 
ten d^f d^f . . . dpj und dass diese Function in den Curven bx (x = l» 
2y •.•!>) folgende Quotienten besitzt: 

(3.) Iäng8 6,:f|=e*^^f^«(''>>-'«(V]. 

Genau dasselbe gilt aber, zufolge des Satzes pg. 274 , auch Yon 
der Function 

Der Quotient ^—^ ist daher auf 9% allenthalben eindetUig und sktigj 

mithin [Satz pg. 118] eine Constante, Bezeichnet man also irgend 
0um Lagen des Punktes sf respective mit ^q und js, so ist: 

d. i. 

F(z) ^ 0(^ 

also, falls man für seine eigentliche Bedeutung substituirt: 

(4) ^'1 „ J7>a^a(^)-^<'a(^o)^ 

Hiermit ist diese Formel (4.) bewiesen imter den in (l.) über 
die Punkte c, d gemachten Voraussetzungen. Versetzt man jekt 
den Punkt c^ auf der Fläche 91 in willkürliche Bewegung^ während 
alle übrigen Punkte c, d ihre anfänglichen Lagen beibehalten sollen, 
so werden jene Voraussetzungen (1.) beständig erfüllt bleiben, ab- 
gesehen von gewissen einzelnen Lagen c/, c/', C|'", . . . des Punk- 
tes q. Und hieraus folgt, dass die Gleichung (4.), abgesehen von 
den speciellen Lagen Ci\ c/', c,'", . . . , gültig ist für jedwede Lage 
des Punktes c^ und dass sie daher [so weit ihre beiden Seiten be- 
stimmte Werthe behalten] selbst noch gültig bleibt für jene spe- 
ciellen Lagen c/, c^', c^", . . . Analoges ergiebt sich, wenn man 
jetzt zweitens den Punkt c^ in Bewegung versetzt, ü. s. f. Die 
Gleichung (4.) ist daher [so weit ihre, beiden Seiten nicht etwa un- 
bestimmt werden] allgemein gültig für jedwede Lage der 2p Punkte 
c, d. • 
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Satzes^ Also der Satz: Versteht man unter F{8) den Qtiotienten: 

50 gilt die Formel: 
(6.) |:p^ ^ J7>-*(')- V.('.) 

J7iirf jgfMwr mrd diese Formel, sotveit ihre beiden Seiten überhaupt be- 
stimmte Werthe repräsentiren, gültig sein für ganz beliebige Lagen 
der {2p + 2) Punkte z, z^ und c^, c^, . . . Cp, d^, d^y ... dp. 

Diesen einfachen Satz vorangeschickt, gehen wir jetzt über zu 
unserm eigentlichen Gegenstande. Es sei f(z) irgend welche auf 
91 reguläre Function g*®' Ordnung. Femer seien («i . . . /Ji), (ffg . . . ft), 
(fff . . . ßg) irgend welche simultane Bahnen der q Niveaupunkte von 
(7.) f(z)] und zwar mögen diese Bahnen die Curven a« nach Belieben 
überschreiten dürfen, nicht aber die Curven b^. Alsdann gilt nach 
dem AbeV sehen Theorem [vgl. (20.) pg. 303] die Formel: 

(8.) !^\^cä{ßj) - ^cä («,)] = log ^1 - log f-^J , 

oder, was dasselbe ist, die Formel: 

(9.) 5W^;-..>^_(^|)(M^»)-', 

wo A und B die Werthe von f(z) respective in a^, a,, . . . a^ und 
ß^y /Sj, . - . ßq vorstellen. 

Nimmt man nun für (c, d) der Reihe nach beliebige p Punkt- 
paare (Ci,d^)y (c^yd^y '"{ppj^p)} u^d multiplicirt alle so sich er- 
gebenden Formeln (9.) mit einander, so erhält man: 

Die linke Seite dieser Formel kann aber, nach (6.), auch so ge- 
schrieben werden: 

(10a.) n F(4 ' 

oder, weil F{z) die Function (5.) repräsentirt, auch so: 

(lOb.) ff \ (^J^^±:J^^\ /»(w„(p,)-c„)N-^ I 
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wo Co und Da die in (5.) in den eckigen Klammern enthaltene 
Ausdrücke vorstellen. Demgemäss gelaugt man also zu fol^^i 
dem Satz: 

Theorem. — Man markire auf SR irgend tveldie Punkte c^ , cr^ 
, . . Cpy d^y d^, ... dp, und setze zur Abkürzung: 

/jj N Ca = W^(C,) + Wo fe) • • • + Wo(^p)> 

I)a = Wa(dj) + Yfo{d^ . . . + W„(rfp), <y = 1, 2, . . .p. 

Versteht man alsdann unter f(z) irgend eine auf 91 reguläre Fundion 
2**' Ordnung, femer unter («i . . . /Jj), («g . . . /Jjj), . . . («g . . . ft) »i^fwi 
welche simultane Bahneti der q Niveaupunkte von fiß)^ und setzt 
man voraus, dass diese Bahnen wohl die Curven a^, nicht aber du: 
Curven b^ überschreiten,' so findet die Formel statt: 

~f/i i\*(w,^)-i>^)/U(w>^)-c„)/ r 

Dabei bezeichnen A und B die Werthe von f(z) in «j, «,, . . . c., 

und ßi, ßi, . . ^ ßq. 

Wählt man z. B. für «i, a„ . . . a, die Pole der Fundion /"(-), 
50 wird A == <x>; so dass in diesem Fall die Formel die einfachere 
Gestalt erhält: 

f(g) ist eine wülkürlich zu wählende, auf 91 reguläre Functiou. 
Man kann also fflr f{!S) z. B. auch e selber nehmen: 

f{z) = z. 

Die Niveaupunkte von f{z) verwandeln sich alsdann in die Ni?eau- 
punkte von z, d. i. in diejenigen Punkte, in denen z einerlei Werth 
hat. Mit andern Worten: Die in Rede stehenden Niveäupunkte sind 
alsdann dargestellt durch je n in der n^blättrigen Fläche 91 an ein 
und derselben Stelle übereinander liegende Punkte; woraus folgte 
dass die Zahl q in diesem Fall :=» n wird. 

Gleichzeitig erkennt man, dass die simuUanen Bahnen der in 
Rede stehenden n Niveaupunkte im gegenwärtigen Falle durch je n 
in den n Blättern der Fläche 9% genau übereinander liegende Cur- 
ven dargestellt sind; — so dass also der vorhergehende Satz (12.) 
folgende Gestalt annimmt: 



\ 



\ 
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7 entbtH(0 Speclelleres Theorem. — Sind auf der Fläctie 9? irgend welche 
' zu folp^tkte c^y C21 . . . Cp, dl, d^j , . . dp markirty und setzt man: 

Ca = Wa(Ci) + Wa(Ci) 1- Wa(Cp), 

'^'^' ''' •' Da = Wa(rf,) + Wa(rf,) • . . + yia{dp)y <^ = 1, 2, • • • 1>, 

SO gut die Formel: 

fJi 1 \^ (w^(o.) - Z>J ; \^(w„ (a^.) - C„)) J • 

Dabei sind unter A uwd B beliebige Constanten zu verstehen. Femer 
repräsentiren a, , ag , ... a„ rfiß in der Fläche 91 hei z <= ^< überein- 
ander liegenden Punkte^ und ebenso ft, ft, ... ^« die bei z = B über- 
einander liegenden Punkte. 

Dodh dürfen jene beiden Constanten A^ B nicht ganz ad libitum 
gewählt werden. Vielmehr müssepi die beiden Stellen jbt = A und ;8f = B, 
15.) falls die Formel (14.) gültig sein soll, der Art gewäJdt werden, dass 
man von jer =» A aus tiach z = B hin einen alle n Blätter der Fläche 
durchdringenden Schnitt zu führen im Stande ist, welcher keine der 
Curven b» durckkreuzt. 

§2. 

Die Lösung des Jaoobrsohen Umkehrproblems. 

Das Jacobi'sche Umkehrproblem besteht [vgl. (5.) pg. 352] in 
der Ermittelung desjenigen Punktsystems z^, z^, • > • Zp, welches den 
Formeln entspricht: 

16.) ^a{Zi) + ^0(^2) . . . + "^oiZj) --- Va, 6 =1,2,.. .p, 

wobei Fj, Fg, . . • Vp als beliebige Variabein zu betrachten sind. 
Genauer ausgedrückt besteht also dieses Problem in der Ermitte- 
lung desjenigen Punktsystems z^, z^, . . . Zp, welches, in Verbindung 
mit irgend welchen ganzen Zahlen m, n, den p Gleichungen Ge- 
nüge leistet: 

16a.) Wa(^,) + ^^(^2) h Wa(^p) = Vo + ma^i + Z^n^bya, 

(S ^= 1 , ^ , • • • p. 

Um dieses Problem zu lösen, bezeichne man die linken Seiten 
der Formeln (16. a) zur Abkürzung mit Zai 

17.) w^(^i) + ^^(jerj) 1- Wa(Zp) = Za. 

Femer markire man auf 91 p feste Punkte Ci, c^, . • • Cp von ganz 
beliebiger Lage, und setze: 
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(18.) 



^o((h) + Wa(c2) f- Wa(Cp) «= Ca- 

Sodaun bilde man irgend eine auf 91 reguläre Function f{z) 
von beliebiger, etwa q^^ Ordnung, und construire irgend welche 
simultane Bahnen (ct^ . . . ß^), (cEj . . . ß^), . . . (a^ - . . ßq) der q Niveau- 
punkte von f(js)y jedoch in solcher Weise, dass diese Bahnen die 
Curven bx(x '^ 1,2, . ,p) nirgends überschreiten, und bezeichne end- 
lich die Werthe von f{0) in den Anfangs- und Endpunkten dieser 
Bahnen respective mit A und B. — Alsdann ist zufolge des Theo- 
remes (12.): 



(19.) 



'rrl (''S'''l -1\ (f^'hL -^V' \ - 
/iilW*)-Bywc,)-A/ I 






I 

r 

In dieser Formel können die Za durch die Va ersetzt werden. NacL 
(16.a) und (17.) ist nämlich: 

Za = Fff + moni + S^n^h^of 
mithin: 

i^oißj) — Za) = (Wa(Ä) — Va) — WaÄf — Z^n^b^a, 
(Vfoiccj) — Za) = (W„(a/) — Va) ^ maTCl ^ U^nnl^a, 

wo die m, n unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Somit folgt ans 
(28.) pg. 330: 

n^a(ßj) -7a) _ <^(Wa(P y) - V a^ % 
(20.) ^(w,(a; - ^^) — 4^(w,(a.) - F,) ^ ' 

WO ^^ die Bedeutung hat: 

tj = -^2na[wa(ft) — Wo(cf/)]. 
Demgemäss ist z. B.: 

^1 + V'i H [-tq=^ (2na ^ [wa(A) - Wo(a^)]), 

= 1 ^ > = 1 / 

also unter Anwendung des Aberschen Theorems [vgl. (B.) pg. 294]: 
^1 + *2 H h tq==^ (ßnaMafct) = N • 2;ri, 



a=l 



S=^<1 



CJ=1 



(21.) 



wo die M'i ganze Zahlen sind, mithin Gleiches auch von N gilt. 
Mit Rücksicht auf diese letzte Formel aber ergiebt sich aus (20.) 
sofort: 



n 



=n 



fJi «^(WoC«; - ^a) >=1 »(*»(«>) - ''..) 
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Dies aber in (19.) substitiiirt, erhält man offenbar eine Formel, 
welche von (19.) selber nur dadurch sich unterscheidet, dass statt 
der Za die Va auftreten; und gelangt daher zu folgendem Resultat: 
Lösung des Jacobi'sclien Problems. — Soll das Jacöbi*sche Um- 
Jcehrproblem (16.), (16. a) gelöst werden, so markire man euvörderst auf 
91 irgend weldie festen Ptincte c^, c^, ... Cp, und setze: 

Sodann bilde man irgend eine auf 91 reguläre Function f{js) von be- 
liebiger, etwa (f'' Ordnung, und construire irgend welche simultane 
Bahnen (a, . . . /J,), («^ . . . /Jg); • • • (««•••/'«) ^^ 2 Niveaupunkte 
von f{z), jedoch in solcher Art, dass diese BaJmen die Gurven b^ 
(x = 1, 2, . . ./?) nirgends überschreiten, und bezeichne endlich die 
Werthe von f{z) in den Anfangs- und Endpunkten dieser Bahnen 
respedive mit A und B. 

Alsdann gut zur Bestimmung der gesuchten Punkte 0\, z^^ ... Zp 
die Formel: 



filv(cI)--BJV(e*)-AJ j- 






Diese Formel enthalt, ausser den construirten Constanten c, C, a, A, 
ß, B, nur noch die Variablen: 

fMj f{^^)y • • • fih) wwJ Fl, Fjj, . . . Vp. 

Man kann nun solcher Formeln (23.) beliebig viele bilden, in- 
dem man die Constanten Ui, a^, ... a^, A und /J^, /J^, . . . ßq, B inner- 
halb des ihnen durch die Construction angewiesenen Spielraumes beliebig 
variiren lässt. Bildet man aber in dieser Weise im Ganzen p solche 
Formeln (23.), so kann man mittelst dieser p Formeln die Grössen 
fi^i)} fi/^2)f ' • • fi^p) ausdrücken als Functionen von V^, F^, ... Vp. 

Allerdings sind hierdurch die z^, z^, ... Zp noch immer nicht 
völlig bestimmt Denn f(z) ist eine reguläre Function g**" Ordnung; 
so dass also z. B. durch Eenntniss des Werthes von f{zi) im Ganzen 
q Punkte z^ sich bestimmen, unter denen nur einer der gesuchte sein 
kann. 

Man kann aber, in derselben Weise wie f^z^), f{z^, . . . f{z^, 
z. B. auch q>{z^)y q>{z^, ... q>{z^ berechnen, falls nämlich q>{z) 
irgend welche ztoeite auf 9i reguläre Function repräsentirt. U. s. w. 

Empfehlenswerther als dieses sehr umständliche Verfahren, 



(24.) 
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dürfte folgendes sein: Man nimmt zur Function f{z) das Argument 
z selber. Die Niveaupunkte von f(z) verwandeln sieh alsdann in 
die Niveaupunkte von B, d. i. in diejenigen Punkte^ in denen z einerlei 
Werth hat. Mit andern Worten: Die in Rede stehenden Niveau- 
punkte sind alsdann dargestellt durch die in der n-blättrigen Flache 
9t an ein und derselben Stelle übereinander liegenden n Punkte; 
woraus folgt, dass die Zahl q in diesem Fall = n ivird. Der vor- 
hergehende Satz nimmt daher, bei dieser Specialisirung, folgende 
Gestalt an: 

Einfachere Losung des Problems. — Man markire wiederum 
auf 91 zuvörderst irgend welche festen Punkte Cj, ^, . . . Cp, und setze: 

^<'(pl) + ^a{c^) h Wa(Cp) = Ca, «f = 1, 2, . . . |). 

Sodann markire man weiter auf der n -blättrigen Fläche 9t an irgend 
zwei Stellen z = P< und z = B die übereinander liegenden I\inkle «„ 
a^, ... a» und ß^y ß^, ... ßn] dabei wähle man aber diese beiden 
Stellen in solcher Weise, dass man, von jet => A aus, nach Z'=^B hin 
einen edle n Blätter der Fläcfie 91 durdidringenden Schnitt zu führen 
im Stande ist, welcJier keine der Curven bx (x = 1, 2, . • .|>) durch- 
kreuzt. 

Alsdann gilt für die unbekannten Punkte z^j z^, ^ . . Zp folgende 
Formel: 



fiicf^Dr-^n- 



(25.) 






Diese Formel repräsentirt eine Relation zurisclwn den Variablen 

z^y z^, ... Zp und Vi, Fg, ... Vp. 

Denkt man sich nun, durch Variation der Constanten A und B im 
Ganzen p soldie Fo^-meln (25.) hergestellt, so bestimme siicÄ mittelst 
dieser die Punkte z^, jp^, . . • Zp als Functionen von Fj, F^, ... Fp. 

§3. 

Fortietsnng. Anwendung auf den Specialfall der hyperelliptisohen 

Integrale. 

Für 9t sei gegeben diejenige 2|)-fach zusammenhängende suei- 
blättrige Riemann'sche Eugelfläche 9%, auf welcher die Function 



(26.) s^Yiz — g,) {e — Aj {z — ^o) {z — äJ • • • (^r — jp+i) {z — Vfi) 
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in eindeutiger Weise sieh ausbreitet^ wo die g, h beliebig gegebene 
(reelle oder complexe) Constanten vorstellen. Und auf dieser Flache 
seien die 2p Riemann'schen Curven a«, 6^ in solcher Weise fest- 
gesetzt, wie in der Figur pg. 359 fär den specielleii Fall p == 3 
näher angegeben ist. 

Es handelt sich nun wieder um die Lösung des Jacobi'schen 
Umkehrproblems, d. i. um die Ermittelung derjenigen Punkte j?,, 
jsTg, ... ßp, welche den Formeln 

entsprechen. Zu diesem Zwecke markiren wir zuvörderst auf Sl 
irgend welche festen Punkte Cj, c^^ ... Cp und dj, d^, ... dp und 
setzen: 

Wct(Ci) + Wa(Ca) h Wa(Cp) = Ca, 

Wtf(dj) + WaCdg) \- W„(dj^ «=» Da, <y = 1, 2, • • -l). 

Dies vorangeschickt, wollen wir jetzt den vorhergehenden Satz 
(25.) auf den gegenwärtigen Fall in Anwendung bringen. Dabei 
sind alsdann auf der Fläche 91 irgend zwei Stellen z^= K und z=E 
willkürlich zu wählen, jedoch [vgl. den vorhergehenden Satz] in 
solcher Weise, dass man in der Fläche 91 von der einen Stelle zur 
andern einen beide Blätter durchdringenden Schnitt zu führen im 
Stande ist, welcher Iceine der Curven hx durchkreuzt. Ein Blick 
auf die Figur pg. 359 zeigt daher, dass man für jgr = A und 
je; = B z. B. die beiden Windungspunkte g^ und \ wählen darf, oder 
auch g^ und \y u. s. f. Man kann also den vorhergehenden Satz 
(25.) in Anwendung bringen, indem man dabei für (A, B) irgend 
eines der (j9 + 1) Punktpaare {gt, ht) eintreten läsist. Die bei 
z^=^K=^gt über einander liegenden Punkte rt^, ofg verschmelzen 
alsdann, weil gt ein Windungspunkt ist, zu einetn einaigen Punkte, 
der kurzweg. n}it A oder gt zu bezeichnen sein wird. Desgleichen 
verschmelzen alsdann die beiden bei jer = B = Ih übereinander liegen- 
den Punkte jSj, ß^ zu einem einzigen Punkte B oder ht.. Demgemäss 
wird das auf der rechten Seite der Formel (25.) stehende Product 
die Gestalt besitzen: 

'llFi^j, ft), 
d. i. die Gestalt 

SO dass also jene Formel (25.) folgendes Aussehen erhält: 
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/ii 1 Vi - B Aci - Ayl I — V* (w„(A) - V„)) \» (w„ (A) - C„) y • 

Und diese Formel kann unter Einführung des Functdonszeichens: 

(«, — B) («, — B) • • • (z. — B) 
(29.) i>{z„ z,,-.. z,) = (,^_A)(r.-Ä)..-(/^-A) ' 

einfacher so dargestellfc werden: 

rqo ^ ^(^t>^«»- •■ • V _ /"^(^^^i-^^any^t^a (B) - ^\-* 

'^^^•>' ^(c, , c„ . . . cp" U(w,(A) - FJ ; U(wJÄ) - C,) ; 

D^n^^ ntan ^tcft mm diese Formel (p -^ l) Male hingesduriebenj indem 
man dabei für (A, B) der Beilie nach die Punktpaare (^,, A,), {g^, h^\ 
f ' • (5>+i; Vf i) ^w^^ß^> K5«/, 5Ö erM!^ wa» tw Ganzen (p + 1) 
Gleichunge9i, von denen bereits p ausreichend sind, um z^, z^j ... Zp 
als Functionen von F^, Fg, ... Fp jsfw bes^mmen. 

EUemit ist das Jacobi'sche Umkehrproblem für den gegenwär- 
tigen Fall absolvirt Es bleibt noch übrig, diese Losung weiter zu 
vereinfachen. 

Die Gleichung (30.) findet statt zwischen je zwei den Formeln 
(27.) entsprechenden Werthsystemen der Variablen Zi,z^,...z, 
und Vy,V^,..,Vp. Sie wird also [zufolge (28.)] z. B. auch stattfinden 
zwischen <\j c^j - < ^ Cp und C^j C^, ... Cp, ebenso zwischen £1^, d^, 
. . . dp und D,, Dg, ... Dp. Durch Substitution dieser letzten Werthe 
erhält man: 

^{d, , c?„ . . . dp) /fr(w^(B) - D,) \V^(w^ (B) - C„) \-2 






oder, falls man für die Da ihre eigentlichen Bedeutungen (28.) ein- 
treten lässt: 

^ ^^ i^(cw X, • • • V \^(w^(A) - £j^a(^j))) U(w^(A) - c^) ; ' 

die Summationen ausgedehnt gedacht über j = 1, 2, -••!>. In dieser 
Formel (31.) repräsentiren d^, d^, .., dp beliebig zu wählende Punkte; 
so dass also die Formel gültig bleiben wird bei jedweder Variation 
dieser Punkte. Hievon soll sogleich Gebrauch gemacht werden. 
In (30.) und ebenso in (31.) war unter (A, B) irgend eines 
der Punktpaare (g^, Aj), (^2> *«)> • • • (äp+i» Vhi) *^ verstehen. 
Wir wollen uns jetzt für (A, B) irgend ein bestimmtes dieser (p + ^) 
Punktpaare festgesetzt, die übrigen p Punktpaare aber in irgend 
welcher Reihenfolge mit (A^, B^), (Ag, B^), ... (Ap, Bp) bezeichnet 
denken. Nehmen wir nun in (31.) für die willkürlichen Punkte 
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dl, d^y , , , dp einmal die A^, A2, . . . Ap, das andere Mal die B^, 
B^, ... Bp; so erhalten wir: 

V» (Ci , c, , . . ■ cp U (w^ (A) - 2.^^ (A^)) ; U (w^(A) - OJ / ' 



und: 

tft( B,,Ba,-»-Bp 

und hieraus durch Multiplication und Wurzelausziehung: 



= / ^(^a(B) - -g >w,,(B.))\Y^ (w,(B) ^ 0,) \-8 
V^(w^(A) - -S^w^cB^))/ U6v^(A) ~ C,) ) ' 



'32 ) yv>(A,,A,,...Api/>(B,, B,,.-. Bp ^ /»(w^(B) - C„) \-2 

wo K die Bedeutung hat: 

..^. ^ ^K(B) -- 2;.w,(a;) » (w,(B)~2;^.w,(b;) 

die Summationen stets ausgedehnt gedacht über ^* == 1, 2, • • -p. 
Schliesslich folgt aus (30.) und (32.) durch Division: 

<^'^) y^A,^ a7V. ta^)>(b;, b,-, r. :b^) " K U(w,(A) - fjJ ' 

Bemerkung. — Es ist nach (19.) pg. 361: 



;35.) 



woraus dnrch Addition folgt: 

[36.) "^oQ^i) + ^aC*») h ^a('*p+l) ^ ^aÖi) + ^aCö'») h ^aO/p+i)- 

Gleichzeitig folgt ans (35.), mit Rücksicht auf die bekannte Bedeutung 
der a 

2[w„(A,)-w„0,,)]-JlfW«.-, 



(37.) 



WO die M^ lauter ganze Zahlen sind, von denen eine «» 1, eine andere 
a» — 1 , und die übrigen =» sind, so dass also die Beziehung stattfindet: 

(37 a.) J»f„'" + ^ j*' • • • + Mi^'-'> - 0. 

Neamann, Abersche Integrale. 2. Aufl. 25 
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Wir haben nun im Vorhergehenden die Punktpaare (g^, A,), 
(5^8; ^2)1 ••• (äp+1; Vfi) i^ irgend welcher belid^igen Reihenfolge mit 

(A,B), (A„B,), (A2,B,), ... (A^,B^) 
bezeichnet. Zufolge (36.) ist daher z. B.: 

(38.) Wa(A) + ^:^ Wo(A,.) = W^(B) + ^ WaiBj) = La, 

wo La den gemeinschaftlichen Werth der beiden Ausdrücke vor- 
stellen soll. Ferner folgt aus (37.) z. B.: 

(39.) 2[Wa(B) — Wa(A)] = Moni, 

und ebenso: 
(40.) 2 [w,(B,) — w.(A,)] = Ma^^;ri, j = 1 , 2, • • - p, 

wo die M und die M^-'^ ganze Zahlen sind. 
Nach (33.) war nun 

_ ^ (w,(B ) ^ 2;^w ^(A;) d(w,( B) - ig .w,,(B.)) 

die Summationen ausgedehnt über j =\y2j - " p, Eliminirt man 
diese Summen 2-}wa(A;) \md 2^^Wa(Bj) mittelst der Formeln (38.). 
unter Einführung von Lay so ergiebt sich: 

^ d(w,(B) 4- w ,(A) - L„) _ 4^(2w„(B) - X^) 

oder, was dasselbe ist: 

_ d( 2w,(B)-^ ,) 

^(2w^(A)~x;r 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (39.), unter Anwendung des Satzes 
(27.) pg. 330, sofort: 
(41.) K = 1. Q. e. d. 

Somit gelangt man, auf Grund von (34.), zu folgendem Resultat 
Soll das JacoMsche Umkehrproblem für diejenige gweiblättrige 
Riemann'sche Kugdfläche SR gelöst werden, auf todcher die Function 



(42.) s = y (£? - ^1) (z — Äi) (^ - g^) {SS — \) '""' {z - fif^-i) (z - Äp+i^ 

in eindeutiger Weise sich ausbreitet, so bezeichne man die FunJc^^re 

(ffi^ h)y {9%j K)y • • • {ffp+iy Ä/H-i) i^ irgend tcelcfier beliebigen 
Reihenfolge mit 

(A, B), (A^, B,), (A^, B,), ... (A^, B^). 



J 
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Alsdann gilt, wenn zur Abkürzung 

IQ N (^1 - B) (^, - B) . . . (^r - B) 

gesetzt unrd, für die unbekannten Punkte z^, z^, \ , , Zp folgende Formel 
[vgl (34.) und (41.)]: 

^^ . tK^^,, ■ ■ ■ z, ) mw^(B) -- FJ\2 

l/^(A~ A,, '. . A^) t/;(B, , B,". • :. B^ \^(>^o(A) - X)/ ' 

Diese Formel re^äsentirt, weil (A, B) ein beliebiges unter den 
(p + 1) Punktpaaren {g^, äJ, (jr,, /i^)? * * • (ä>+ij *jH-i) ^orstellt^ im 
Ganzen (p + 1) Gleichungen, von denen bereits p ausreicliend sind, 
um Zu z^, • ' ' Zp als Functionen von V^, Fg, • • • Vp zu bestimmen. 

Dieses Resultat (44.) ist, abgesehen von einer etwas anderen 
Bezeichnungsweise, in vollem Einklang mit der früher erhaltenen 
Formel (60.) auf pg. 374. 



26* 



Sechzehntes OapiteL 
EinfBhrang der Fandamentalfanctioneii einer gegebenen Fliehe. 

Um nachträglich die Riemann'schen Existenztheoreme [pg. 238, 
239] zu beweisen y werde ich in diesem und den beiden folgenden 
Capitelu zuvörderst gewisse Fundamentalfundianen einfuhren, sodann 
die Fundamentalfunctionen einer Kreisfläche näher untersuchen, und 
sodann schliesslich den in Rede stehenden Beweis wirklich liefern. 

§ 1. 

Einige Bemerkungen über monogene Functionen. Sinfahrang 

des Wortes harmonisoh. 

Es sei f(0) = U -^ iV eine monogene Function von g z= x-\- iy: 

(1.) U + iV => az) = fix + iy). 

t 

Alsdann ergeben sieh durch Differentiation nach x respective y die 






Formeln: 

dx ' " dx 

du , . dV . w/ V 



(2.) 

^ ^ du , .dl 



Hieraus folgt sofort: 

(3.) 2 V— = und ^ + -Q- = 0, 

^ "^ öx cy dy * (/x ' 

und hieraus folgt weiter durch Elimination von F, respective U: 

d^ U d^U d^V d^V 

(4.) , -|--— = und ä-j + ^~« *= 0- 

^ ^ { X* ' ty* dx^ ' oy* 

Nimmt man nun an, die Function f(js) sei auf irgend einem 
Gebiet Sl der jS^-Ebene eindeutig und stetig^ so gilt Gleiches innerhalb % 

[Satz pg. 23] auch von f'{0), also nach (1.), (2.) auch von U, w- , - 

(/ X l jß 

und F, ö- , ^ . Also der Satz: 
' öx ' cy 
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Ist eine Ftindiofi /(;?)= U -{- iV auf einem gegebenen Gebiet Ä 
der Z'Ebene eindeutig und stetig j so gilt offenbar Gleiches daselbst 
auch van U, Ud>erdies aber wird U innerlialb Ä den Formeln ent- 
sprechen: 

(^•) du du . ^'^ I ^*^^_A 

Genau dasselbe ist von V eu sagen. 

Dieser Satz ist fast unmittelbar übertragbar auf solche Functionen 
f(z), die eindeutig und stetig sind auf irgend einem Theil @ einer 
niehrbläUrigen Riemannschen Eugelfläche. Eine Ausnahme findet 
dabei offenbar nur statt in den Windungspunkten Denn in diesen 
kann bekanntlich [vgl. pg. 124] aus der Stetigkeit von f{0) noch 
kein Schluss gemacht werden auf die Stetigkeit von r(/). 

Um nun, trotz dieser Ausnahmefalle^ ein fQr die ganze Fläche 
@ gleichmässiges Verfahren eintreten zu lassen, zerlege man @ zu- 
vörderst in einzelne Stücke, der Art; dass jedes dieser Stücke eines 
natürlichen Zustandes fähig ist. Bezeichnet mau irgend eines dieser 
Stücke in seinem ursprünglichen und natürlichen Zustande mit 

U(c, jSf), respective Ä(y, g), [vgl. pg. 96, 97], 

oder ausführlicher mit 

U (a + i6, X + iy), respective Ä (a + * A 6 + iv)f 

80 ergeben sich für die auf diesem Flächenstück ausgebreiteten 
Functionen zweierlei Ableitungen, nämlich einerseits die Ableitungen 
nach X, y, und andererseits die nach ^, 17. Die ersteren mögen die 
ursprünglichen j die letzteren die natürlichen Ableitungen genannt 
werden. 

Da nun die gegebene Fuhction /*= f{z) *= U -{- iV auf ©, mit- 
hin auch auf U und ü eindeutig und stetig sein soll, so kann man, 
was 8 betrifft^ die frühere Schlussfolge (1.), (2.), (3.), (4.) von Neuem 
wiederholen, wobei alsdann gegenwärtig statt x, y, z die Buchstaben 
g, ly, 5 eintreten werden. Also der Satz: 

Ist die Function f{z) ^=1 U -^ iV auf irgend einem Theil © einer 
Rietnann' sehen Kugelfläche eindeutig und stetig, so gilt Gleidies da- 
(6.) selbst auch von U. Denkt inan sich überdies die Fläche @ in einzelne 
Stücke zerlegt, deren jedes einen natürlichen Zustand anzunehmen 
vermag, so werden die natürlichen Ableitungen von U innerhalb 
eines jeden solchen Stückes den Formeln entsprechen: 
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(^^•) yg , ^ stetig', ^ + -^- = 0. 

Oenau dasselbe ist von V jsu sagen. 

2ur Abkürzung mag im Folgenden jede mit den Differential- 

(6b.) eigenschaften (6a.) behaftete Function schlechtweg eine harmoni^ie 

Function genannt werden. 

Genaueres. — Ein beliebig gegebener Theil @ einer iüemann'«;hen 
Eugelfläche kann immer in einzehie Stücke zerlegt werden, deren jed^ eines 
naiürliclien Zustandes fähig ist. Und eine auf @ aasgebreitete Function 
U = U (Xf y) soll innerhalb @ harmonisch heissen, sobald innerhalb einfö 
jeden solchen Stückes die natürlichen Ableitungen von U den Formeln 
entsprechen : 

Ich habe mich hier bei Benutzung des Wortes ^^harmonisth^*^ einem 
schon vorhandenen Sprachgebrauch angelehnt [vgl. z. B. das Handbach 
der theoretischen Physik von Thomson und Tait^ Braunschweig 187 1, 
Band 1, Theil 1, Seite 156]. Dabei habe ich allerdings diesem Worte, 
mit Rücksicht auf die hier zu behandelnden Qegenstände, eine gewisse 
speciellere Bedeutung zuertheilt. 

Solches festgesetzt, kann man also den vorstehenden Satz (6.) 

jetzt auch so aussprechen: Ist eine Function f{e) = t/ -|- t'F auf 

irgend einem Theil © einer Biemann'schm Kugelfläche eindeutig und 

(7.) stetig, so wird ihr reeller Theil U innerhalb @ harmonisch sein, 

GleicJies ist von V zu sagen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, in wie weit dieser Satz urnkdir- 
bar ist; also untersuchen, ob eine auf @ eindeutige, stetige und 
harmonische Function U= U(x, y) stets als der reelle Theil irgend 
einer monogenen Function /*(^) angesehen werden darf. Zu diesem 
Zweck zerlegen wir wiederum @ in einzelne Stücke U|, Uj, . . . und 
bezeichnen die natürlichen Zustände derselben mit St^, Stj^ . • • Da 
nun U auf @, mithin auch auf VLx und Slx eindeutig, stetig und 
harmonisch sein soll, also z. B. auf %x den Bedingungen entspricht: 

U, .g-, ä^ stetig, -^ + — = 0, 
so ergiebt sich leicht [vgl. pg. 6, 7]: 

oder, was dasselbe ist: 

Diese Formel kann man offenbar auch so schreiben: 
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oder, weil = x -{' iy eine monogene Function von g = g -}- ^^ ist, 
mithin die Relationen stattfinden: 

auch so: 

JnJV^ ^ ~ '^y ^V ^^~^ \d^dJ~T^ ei) '^^j °" ^' 

ri TT ^ TT 

oder, falls man nach ~^- und -5— ordnet, auch so: 

' dx dy ' 



fn(-& ^y - If ^^) = ^- 



Denkt man sich aber diese Formel der Reihe nach für alle Stücke 
Ui, Ug,... der Fläche © gebildet, und all' diese Formeln addirt, 
so erhält man offenbar: 



/@(ll''y-||^*) = o; 



so dass man also vorläufig zu folgendem Satz gelangt: 

Ist eine Function U = U(Xy y) auf irgend einem Theil © einer 
Riemann' sehen KugelfläcJw eindeutig, stetig und harmonisch, so 
gilt stets die Formel: 



('■) /e (IS "^ - -el '') - 0. 



die Integration jpositiv erstreckt über alle Bandcurven von @. 

Dieser Satz ist selbstverständlich auch anwendbar auf jeden 
Tfieil von ©. Ist nun insbesondere die Fläche © einfach zusafnmen- 
hängend, so wird dieselbe durch jedweden Rückkehrschnitt in zwei 
getrennte Stücke zerfallen, von denen eines lediglich von ö begrenzt 
ist. Demgemäss ergiebt sich durch Anwendung der Formel (8.): 



/,(IS'^2'-^'^*)=<^; 



so dass man also [vgl. die' einfachen Betrachtungen pg. 195 — 197] 
zu folgendem Satz gelangt: 

Theorem. — Bepräsentirt @ einen einfach zusammenhängen- 
den Theil einer Biemann' sehen Kugel fläche, und ist die Function 
17= U(x,y) auf® eindeutig, stetig und harmonisch^ so wird 
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d(is von einetn festen Punkte Xq, iJq attsgehende, und in seiner Bewegtmg 
auf © bescJiränkte Integral 

xy 

eine Function von x, y sein, die auf @ eindeutig und stetig ist 
Die so definirte Function V besitzt [zufolge (9.)] die Eigenschaften: 

dy dx ' dx dy 

Und demgemäss repräsentirt also das Binom 

(10.) ü+iV 

eine monogene Function von z '= x -{- iy, welche auf © eindeutig 
und stetig ist. 

Dieser Satz lässt sich leicht übertragen auf den Fall einer 
mehrfach zusammenhängenden Fläche. Man erhält alsdann folgendes 

Allgemeineres Theorem. — Ist die Function U= U(xyy) ein- 
deutig, stetig und harmonisch auf irgend einetn mehrfach su- 
sammenhängenden Theil © einer Biemann' sehen Kugelfläche, und denkt 
m^xn sich diesen Theil © durch irgend welche Sdinitte <y,, tf^, . . . tf, in 
eine einfach zusammenhängende Flädte veruxindelt, so wird U der 
reelle Theil einer monogenen Function 

(10a.) U+iV 

sein, welche auf ©, mit Ausnahme der Curven «J^, c^g, . . . tf*, eindeu- 
tig und stetig, in jeder solchen Curve aber mit einer constanten 
und zwar rein imaginären Werthdifferenz behaftet ist. 

Bemerkung. — Denkt man sich die Fläche @ in lauter kleine Stücke 
U zerlegt, deren jedes einen natürlichen Zustand anzunehmen fähig ist, 
und diejenigen Stücke U, welche die Integrationscurve des Integrals (9.) 
durchläuft, der Reihe nach mit U^, U^, . . . U^ bezeichnet, so kann das 
Integral selber dementsprechend in n Theile zerlegt werden. Und der 
einem einzelnen solchen U zugehörige Integraltheil ist alsdann in die Form 



/ ^n '^'' ~ 'cn ^^ 



versetzbar, wo |, 97 zxx x^y in derselben Beziehung stehen wie auf pg. 389. 
Diese Zerlegbarkeit und ümformbarkeit des Integrales (9.) und ähn- 
licher Integrale ist stets im Auge zu behalten. Sie ist z. B. zu be- 
achten, falls man die im Satze (9.) über die Stetigkeit ron V gemachte 
Behauptung wirklich beweisen will. 
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§2. 

Aufstellung einer gewissen Fnndamentalaufgabe. Begriff der 

Fandamentalfanetionen. 

Die Function Z7 = U{Xf y) sei auf irgend einem Theil © einer 

(11.) Riemann'sehen Kugelfläche eindeutig und stetig, und innerJmlb @ 

harmonisch. Wir stellen uns die Aufgabe, diese Function U näher 

zu untersuchen, und namentlich den Punkt näher zu bestimmen, in 

welchem sie auf © den grössten Werth hat. 

Bemerkung. — Wir unterscheiden hier und im Folgenden zwischen 
auf und innerhalb. Unter den auf @ gelegenen Punkten Tcrbtehen wir 
nUmlich alle Punkte der Fl&che @, inclusive ihrer Randpunkte, unter den 
intierhdlb @ befindlichen Punkten hingegen alle Punkte der Fläche S, ex- 
clusive ihrer Bandpunkte. Und in analoger Weise benutzen wir die Worte 
auf und innerhalb auch bei Angabe irgeud welcher Eigenschaften einer 
auf S ausgebreiteten Function. 

Uebrigens werden wir statt „au/' S'^ zuweilen auch mit schärferer 
Accentuirung sagen: „tn Erstreckung von @" oder ,,tn ganzer Erstreckung 
von ©". 

Da die Function U nach unserer Voraussetzung auf © eindeu- 
tig und stetig sein soll, so unterliegt es zuvörderst keinem Zweifel, 
dass sie auf © in irgend einem Punkte einen Maximalwerth erreicht. 
Dieser Punkt soll näher bestimmt werden. 

Zu diesem Zweck markiren wir irgendwo innerhalb © einen 
Punkt c. Gleichzeitig construiren wir das Bereich U (c, st) oder 
Ä (y, g) dieses Punktes, und zwar in solcher Weise, dass einerseits 
U völlig innerhalb © liegt, und dass andererseits % eine um y (als 
Centrum) beschriebene Kreisfläche vorstellt. Alsdann ist U in ganzer 
Erstreckung von U oder 31 eindeutig, stetig und harmonisch. Zu- 
folge (10.) existirt daher eine monogene Function 

U+iV, 

welche auf U oder 9 eindeutig und stetig ist. Diese letztere aber 
wird im Centrum y der Kreisfläche Ä einen Werth haben, der nach 
dem Cauchy'schen Satz [pg. 21] folgendermassen darstellbar ist: 






31 i- Y 

Setzt man nun hier in bekannter Weise 

g — y = Q€^^y mithin , _J = i dd', 
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wo Q den von y nach ^ gehenden Radius^ und ^ das Azimuth des- 
selben vorstellt^ so erhält man: 

Ur + irr = ^f{U-{-iV)d», 



und folglich: 



Die erste dieser beiden Formeln nimmt, falls man das Randelement 
der Fläche Ä mit dö, und den in dö vorhandenen Werth U mit 
Ua bezeichnet, die Gestalt an: 

(13.) TT _ S^O^^ 

und sagt also aus, dc^ der Centrdlwerth Uy idenlisdi ist mü dem 
arithmetischen Mittel der peripJieriscJien Wertlie Ua- 

Nun sind offenbar nur zwei Fälle denkbar. Entweder die Ua 
sind constant, d. h. alle von einerlei Grosse. Alsdann wird ihr 
arithmetisches Mittel d. i. üy ebendieselbe Grösse haben. Oder 
aber die Ua sind nicht alle von einerlei Grösse. Alsdann wird ihr 
arithmetisches Mittel d. i. Uy zwischen den üa eine mittlere Rang- 
stufe einnehmen, indem es einige derselben an Grösse übertrifft, 

(14.) anderen nachsteht Niemals also wird Uy die sämmtlichen üo an 
Grösse übertreffen können. 

Dieser Satz führt zu wichtigen Folgerungen. Bezeichnet man 
nämlich alle Werthe, die ?7 in Erstreckung der Fläche © besitzt^ 
mit I7@, so dass also z. B. Uy und ebenso auch die Ua nur Indi- 
viduen aus dem System der U® vorstellen, so ergiebt sich aus (14.) 

(15.) sofort, dass jenes Uy unmöglich alle Obrigen Uq an Grösse überragen 
Jcann. Denn wäre dies der Fall, so müsste jenes Uy z. B. auch 
alle Ua an Grösse übertreffen-, was dem Satze (14.) widerspricht 

Nun war abe,r c ein innerhalb © beliebig markirter Punkt, und 
jenes üy ist identisch mit Uc d. h. mit demjenigen Werth, den U 
im Punkte c besitzt. Demgemäss kann. der Satz (15.) auch so aus- 
gesprochen werden: MarJcirt man irgendwo innerhalb ^ einen Tunkt 

(16.) c, so wird der daselbst vorhandene Werth Uc unmöglich grösser sein 
können als alle übrigen t/©. 

Existirt also überhaupt unter den Werthen Uq einer, der alle 
übrigen an Grösse überragt, — und das wird stets der Fall sein, 
wenn U auf Q'iiidonste^t ißt, — so kann dieser Werth nietnals 
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innerhalb @, folglich nur am Rande von @ anzutreffen sein. Oder 
kürzer aasgedrückt: Ist die Functi<m U auf ^ inconstant, so wird 
ihr grösster Werth niemals innerhalb @, sondern nur am Bande 
von @ anmtreffen sein. 

Sollte andererseits die Function U auf @ constant sein, so 
würde ihr grösster Werth allenthalben, sowohl innerhalb @ wie auch 
am Rande von @ sich vorfinden. Beide Fälle zusammengefasst, 
gelangt man also zu folgendem Resultat: 

Erster Satz. — Es sei @ irgend ein Theil einer Riemann'schen 
Kugdfläche^ femer U= U{x,y) eine Function, die auf @ eindeutig 
(17.) und stetig, und innerhalb © harmonisch ist. 

Alsdann unrd der grösste Werth von U unter allen Um- 
ständen, einerlei ob U auf ^ constant oder inconstant ist, am Bande 
von @ anmti'effen sein. Ist aber ü auf,® inconstant, so wird 
dieser grösste Werth nur am Bande, und niemals innerhalb & an- 
zutreffen sein. 

Analoges gut offenbar andererseits auch für den kleinsten Werth 
von U. 

Betrachtet man also die Bandwerthe einer solchen Function U, 
und bezeichnet man den kleinsten und grössten dieser Randwerthe 
respective mit K und G, so werden die Werthe, welche U inner- 
halb @ besitzt, ebenfalls sämmtlich zwischen K und G liegen, 
folglich constant sein, falls K => G ist. Somit ergiebt sich folgender 

Zweiter Satz. — Ist die Function ?7«= U{x,y) auf @ eindeur 
(18.) tig und stetig, ferner innerhalb © harmonisch, und setzt man voraus, 
dieselbe sei längs des Bandes von © constant, so unrd sie auf @ 
allenthalben constant sein. 

Hieraus folgt sofort, dass eine Function, die auf © eindeutig 
und stetig, und innerhalb @ harmonisch sein soll, durch blosse An- 
gabe ihrer Randwerthe vollständig bestimmt ist. Denn existirten 
zwei solche Functionen U und U', beide mit denselben Randwerthen, 
so würde offenbar ihre Differenz U — U' eine Function sein , die 
auf © eindeutig und stetig, innerhalb © harmoniscli, und am Bande 
von © überall »» ist. Zufolge des Satzes (18.) würde daher diese 
Differenz U — V auch innerhalb © überall = sein. — Q. e. d. 

Es ergiebt sich in dieser Weise also folgender 

Dritter Satz. — SoU eine Function I/«= U(x,y) auf irgend 
(19.) eitlem Theil © einer Biemann'scJien Kugelflädie eindeutig und stetig, 
und innerhalb © harmonisch sein, so tcird sie vollhemmen bestimmt 
sein durdh blosse Angabe ihrer Bandu)erthe. 
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An diesen Satz schliesst sich von selber die Aufgabe an, eine 
mit den genannten Eigenschaften yersehene Function wirklich zu 
construiren, falls ihi*e Bandwerthe irgendwie vorgeschrieben sind. 
Diese Aufgabe bildet den eigentlichen Angelpunkt unserer weiteren 
Betrachtungen. Sie mag demgemäss die Fundamentalaufgabe ge- 
nannt, und sorgfaltiger formulirt werden. 

Die Fundamentalaufgabe. — Man denke sich längs des Randes 
6 der Fläche © irgend welche reellen Werthe Z in willkürlicher 
(20.) Weise vorgeschrieben, jedoch so, dass dieselben längs stetig 
sind. Es wird die Constrtwtion einer Function U = U {x, y) ver- 
langt, die folgende Eigenschaßen besitzt: 

I. U soll auf @ eindeutig und stetig, und innerhalb © har- 
monisch sein, 

II. U soll am Rande voti © Wertlie besitzen, die mit jenen vor- 
geschriebenen T's identisch sind. 

Diese der Fläche © zugehörigen Functionen U mögen kurzweg 
(20a.)die Fundamentaifunctionen der Fläche © heissen. Auch mögen die- 
selben als bekannt oder construirbar bezeichnet werden, sobald irgend 
welche Methode gefunden ist, mittelst deren man dieselben fGr be- 
liebig vorgeschriebene, jedoch stetige Rand werthe Z wirklich auf- 
zustellen vermag. 

Es handelt sich dabei namentlich um die Frage, ob derartige 
Functionen U wirklich existiren, also um die Frage, ob jene Fun- 
damentalaufgabe für eine beliebig gegebene Fläche @ und bdiebig 
vorgeschriebene stetige Randwerthe Z unrklidi lösbar ist. Wir 
werden im Folgenden zeigen, dass diese Frage für solche Flächen 
©, die von lauter Kreislinien begrenzt sind, bejahend zu beantworten 
ist, nämlich zeigen, dass die fundamentalen Functionen U einer von 
lauter Kreisen begrenzten Fläche © wirklich construirbar sind. 

Der Definition (20 a.) entsprechend werden unter den Funda- 
mentaifunctionen einer gesctilossenen Fläche solche zu verstehen sein, 
die auf dieser Fläche allenthalben eindeutig, stetig und harmonisch 
sind. Hieraus aber ergiebt sich leicht, dass die Fundamentai- 
functionen einer ein- oder mehrblättrigen Riemann'schen Kugelfläche 
(20b.)9l ohne Weiteres angebbar, nämlich Constanten sind. Dass jede 
Constante die in Rede stehenden Eigenschaften besitzt, unterliegt 
keinem Zweifel. Leicht aber lässt sich auch zeigen, dass jede Fuu- 
damentalfunction der Fläche 91 nothwendiger Weise eine Constante 
sein muss. 
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Erläntemiig. — Ist nämlich irgend eine Function U aaf 91 eindeutig, 
stetig und harmonisch, so wird dieselbe [nach Satz (10 a.)] der reelle Theil 
einer monogenen Function 

ü+iV 

sein, welche auf 91, mit Ausnahme der Curven a^, 5^, c^, eindetUig und 
stetig j in jeder solchen Curve aber mit einer constanten rein imaginären 
Differenz behaftet ist. Hieraus aber folgt sofort [vgl. die Betrachtungen 
pg. 286, 236, namentlich den dortigen Satz (R.)] , dass ü -{- iV eine Con- 
stante ist. Q. e, d. 

Bemerkniig. — Die Betrachtungen dieses Paragraphs sind, ihrem 
eigentlichen Kern nach, bereits früher von mir dargelegt worden^ im Jahre 
1870, in zwei Aufsätzen über das Logarithmische und Newton^sche Potential 
in den Math. Annalen, Bd. 3, Seite 325 -349 und 424—434. 

§ 3. 
Einige Eigensohaften der Fundamentalfanotionen. 

Es bezeichne © irgend eine speciell gegebene Fläche. Wir 
nehmen an, dass die Fundamentalfunctionen U dieser speciellen 
Fläche © wirklich cotistruirbar seien, für beliebig vorgeschriebene 
stetige Randwerthe Z, und bezeichnen die diesen Randwerthen Z zuge- 
hörige Function U mit 

(1.) U^, oder besser mit ZJ*'» ^, 

wo den Rand der Fläche © vorstellen soll. Absichtlich setzen 
wir dabei im Exponenten ö, X statt des blossen Z, um anzudeuten, 
dass jene Werthe 1 längs ausgebreitet zu denken sind. 

Sind die Z's gegeben, so ist dadurch die Function (1.) voü- 
ständig und eindeutig bestimmt] zufolge des Satzes (19.) pg. 395. 
Sind insbesondere die X's längs constant, etwa = 1, so wird jene 
Function, zufolge des Satzes (18.) pg. 395, auf © allenthalben = 1 
sein; was angedeutet werden kann durch die Formel: 

f7^' ^ = 1. 

Ebenso ergiebt sich allgemein: 

(3.) r/*^» ^ = ^, 

falls nämlich A eine beliebig gegebene Constante vorstellt. 

Die Fundamentalfun cticfh (1.) ist, nach ihrer Definition [(20a.) 
pg. 396], in ganzer Erstreckung der Fläche © eindeutig und stetig. 
Sie wird daher irgendwo auf der Fläche © einen grössten Werth 
annehmen. Dieser grösste Werth ist iber, nach Satz (17.) pg. 395, 
unter allen Umständen am Bande von © anzutreffen. Er wird 



(2.) 
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daher, weil die Randwerthe der in Rede stehenden Function (1.) 
durch die T's selber dargestellt sind; identisch sein mit Max Z, d. i. 
mit dem Maximalwerth der Z's. Und demgemäss entsprechen also 
sämmtliche Werthe, welche die Function (1,) auf © besitzt, der 
Formel: 
(4.) f7^'^<Max I. 

Denkt man sich also z. B. auf @ irgend eine Curve ^ gegeben, 
die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfalls mit ^ benannt, und 
die Werthe der Function (1.) in diesen Punkten g mit 

(5.) Uf^ ^ 

bezeichnet, so entsprechen alF diese Werthe (5.) der Formel: 
(6.) IY> ^ < Max I. 

Demgemäss ist also z. B. 
(6a.) Max Uf>^ ebenfalls <MaxI, 

falls man nämlich unter Max [7^*» den grössten derjenigen Werthe 

versteht, den die Function Uf' ^ auf der Curve 5 besitzt. 

Andererseits wird die Function (1.) offenbar irgendwo auf der 
Fläche © einen kleinsten Werth annehmen. Hieraus ergeben sich 
analoge Formeln; so dass man also. Alles zusammengefasst, folgen- 
den Satz erhält: 

Erster Satz. — Es sei @ ein (von beliebig vielen Bandcurven 
begrenzter) Theil einer Riefnann'sehen Kugelfläche, Am Rande ö der 
Fläche © seien irgend welche längs 6 stetige WerQie 1 vorgeschriAen, 
Femer sei gebildet die diesen Z's zugehörige Fundamentalfunciian 

Denkt man sich nun in Erstreckung der Fläclie © irgend äne 
Curve g gegd)en, und die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfalls mit 
i bezeichnet, so wird für alV diese Punkte % die Formel skUtfinden: 

(I.) Min I < C/c*"' ^ < Max I. 

Hieraus folgt sofort: 

Max f7;*^'^<MaxI, 

Min Z7c^» ^ > Min I; 
und hieraus durch Subtraction: 

(la.) Max Uf^ ^ — Min C/^^» ^ £ Max I - Min Z. 

Man kann, mit Riemann^ die linke Seite dieser letzten Fortfiel 
als die Schwankung der Function U^' ^ auf der Curve g, und ebenso 
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die rechte Seite als die Schtoanknng der Function Z auf bezeich- 
nen. Demgemäss kann man diese Formel^ faUs die SchtvanktMg einer 
Function durch die Charcdcteristik D angedeutet unrd, audi so schreiben: 

D U^"^ ^ < DI. 
SdUiesslich kann noch folgende Formel hinzugefügt werden: 

Max abs üf' ^ < Sfax abe Z, 

die aus (I.) sich leicht ergiebt 

Erlänterang zn (Ic). — Liegen^ wie durch (I.) constatirt i&t, sämmt- 
liche Werthe einer Function F^ zwischen zwei festen Schranken Ä und B, 
und bezeichnet man den absolut grOssten Betrag dieser beiden Quantitäten 
A und B mit M, so wird offenbar abs J^^ stets <C M, mithin auch 
Max abs F^ <C M sein. Q. e. d. 

Bemerknng. — In den Formeln des vorstehenden Satzes würde die 
Ersetzung des Zeichens ^ durch <[ selbst dann nicht gestattet sein, wenn 
die Curve i völlig innerhalb <3 liegen sollte. Denn es konnte z. B. Z 
auf a constant sein. Und alsdann würde in jenen Formeln das in Rede 
stehende Zeichen durch = zu ersetzen sein; wie sich solches aus dem 
Satze (18.) pg. 395 sofort ergiebt. 

Wir wollen jetzt annehmen/ die Randcurvenanzahl der gege- 
benen Fläche © sei > 1, etwa = 2. Die beiden Randcurven mögen 
ö^ und 62 beissen. Sind nun am Rande a der Fläche @; d. i. auf 
<y, und tfgj irgend welche stetige Werthe Z vorgeschrieben, so wird 
die diesen Z's zugehörige Fundamentalfunction der Fläche @ nach 
wie vor mit 
(1.) [7^>^ oder ?7^i + <^2»^ 

zu bezeichnen sein. Gleichzeitig aber mag unter 

(2.) U^'i^^ 

diejenige Fundamentalfunction verstanden werden, deren Randwerthe 
nur auf 0^ mit jenen Z^s identisch, auf ^2 hingegen Null sind. Und 
ebenso mag umgekehrt 

(3.) ü^^«»^ 

diejenige Fundamentalfunction vorstellen, deren Randwerthe auf 0^ 
mit jenen Z's identisch, auf ^^ aber Null sind. Das Aggregat 

repräsentirt daher eine Fundamentalfunction, deren Randwerthe 
durchweg (auf 0^ wie auf 0^ identisch mit den Z's sind, d. h. eine 
Fundamentalfunction, deren Randwerthe identisch mit denen der 
Function (1.) sind. Besitzen aber zwei Fundamentalfunctionen einerlei 
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Randwerthe, so sind sie, nach Satz (19.) pg. 395, unter ^eäfffider 
identisch. Somit folgt also: 

(4.) JT^'i» ^ + ?7^«» 2: ^ jjff, I 

Ist insbesondere Z canstant, etwa durchweg = 1 (auf 0^ wie auf 6^, 
so nimmt die Formel (4.) die Gestalt an: 

Die rechte Seite dieser Gleichung aber repräsentirt^ nach Satz (18.) 
pg. 395, eine Fundamentalfunction, die auf der gegebenen Fläche @ 
allenthalben =» 1 ist. Somit folgt: 

(5.) f7^i'i+ 17^«' 1= 1. 

Wir wollen jetzt insbesondere die Function (2.), oder vielmehr 
zunächst die etwas spedellere Function 

(6.) U""^'' 

in Betracht ziehen. Diese ist auf 6^ überall = 1, auf ff^ überall 
= 0, also auf © inconstant Ihr grösster Werth auf © wird daher, 
nach Satz (17.) pg. 395^ niemals innerhalb @, sondern immer nur 
am Rande von @ anzutreffen sein. Er wird somit, weil die Itand- 
werthe der Function theils «= 1, theils =0 sind, noth wendiger 
Weise durch 1 dargestellt sein. 

Um die Hauptsache zusammenzufassen: Jener grosste Werth 
ist =1, und niemals innerhalb ©, sondern nur am Bande von 6 
anzutreffen. Markirt man also irgend einen Punkt j innerhalb ®, 
so wird der daselbst vorhandene Functionswerth 

U/^' ^ nothwendig < 1 (niemals = 1) 

sein. Und denkt man sich ferner völlig innerhalb @ irgend 
eine Curve g gegeben, und die einzelnen Punkte dieser Curve eben- 
falls mit £ bezeichnet, so wird für alF diese Punkte 5 die Formel 
stattfinden : 

Z7;^t » ^ < 1 (niemals = 1). 

Diese Formel kann schliesslich, durch eine analoge Betrachtung 
über den kleinsten Werth der Function (6.), leicht * vervollständigt 
werden*, so dass man erhält: 

(7.) 0<?7;^m1<i, 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso. 

Nun ist die Function (6.) auf @, mithin z. B. auch auf £ ein- 
deutig und stetig. Unter den Werthen, die sie auf £ besitzt^ muss 
also ein bestimmter kleinster, und ebenso auch ein bestimmter grösster 
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Werth sich vorfinden. Diese beiden besonderen Werthe — sie 
mögen x und A heissen — müssen der allgemeinen Formel (7.) sich 
ebenfalls subordiniren. Und demgemäss erhält man: 

(8.) 0<x< C/>^i»^<A<l. 

Die Grössen x und k sind also positive Constanten^ beide > 0, und 
beide < 1. Auch werden die Werthe dieser beiden Constanten 
Xy ky wie aus ihrer Definition folgt, lediglich ^abhängen von den 
durch die Fläche © und die Curve % gegebenen geometrischen Ver- 
hältnissen; so dass sie etwa bezeichnet werden können als die 
Situationsconstanten von £ in Bezug auf @. 

Dies vorausgeschickt; gehen wir über zur Betrachtung der all- 
gemeineren Function (2.): 

(9.) Cr^i>^. 

Bezeichnet man den absolut grössten Werth von Z auf a^ mit M^ 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 

10.) Jlfi = MaxabsIa,, 

so sind j5fi -f" ^ ^^^ ^i — ^ ^^^ ^i überall >* 0. Demgemäss be- 
sitzen also die Functionen 

Bandwerthe, die auf ö^ überall > 0, und auf 6^ überall = sind*). 
Ihre Bandwerthe sind mithin durchweg positiv. Und hieraus folgte 
mittelst des Satzes (17.) pg. 395, dass ihre Werthe auf der Fläche 
@ allenthalben positiv sind. Somit ergeben sich für jedweden Punkt 
der Fläche @ die Formeln: 

Formeln, die man auch so schreiben kann**): 
oder auch so: 



*) Vgl, die in (2.) pg. 399 gegebene Definition. 

**) Da88 z. B. in (a.) nnd (y.) die linken Seiten unter einander identisch 
sind, ergiebt sich in ähnlicber Weise, wie vorhin die Richtigkeit der Formel 
(4.) dargetban wurde. 

K e tt m ft n n , Aboriohe Iniegrale. 2. Aufl. 20 
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Ist aber ( — A) < B <^ (+ Ä), so wird offenbar abs B ^ »bs - 
sein. Somit folgt: 
(11.) abs W'^'^K abs ?7<'« ' ^i , 

oder, weil Z7*^t»-^i =M^U^^'^ ist*), und die Werthe von 31\ r 
?7^»» ^ stets positiv sind: 

(12.) ab8?T*i'^^3fi^^»'^ 

Air diese Formeln gelten für jedweden Punkt der Flacbe 6. 
Bringt man nun die letzte auf irgend einen Punkt der yorhin be- 
trachteten Curve i in Anwendung^ so erhält man: 

abs üf^^^<M,Uf^^^, 
also mit Rücksicht auf (8.): 

(13.) abs ü;^!'^^ üfjA, 

mithin z. 6. auch: 

(14.) Max abs üc""* ' ^ ^ -Mj A. 

Substituirt man schliesslich für M^ seine eigentliche Bedeutung (10.\ 
so gelangt man zu folgendem Satz: 

Zweiter Satz. — Es sei ® ein van zwei Bandcurven 6^ und 6, 
begrenzter Theü einer Riemann'schen Ktigelfläche. Femer bezeichne 

diejenige Fundanwntalfundion der Fläche @, leekhe längs 6^ bdiebig 
vorgeschriebene stetige Werthe Z besitzt, andererseits aber längs ö^ durd- 
weg = ist. 

Denkt man sich mm völlig innerhalb @ eine Curve ^ gegdm^ 
und die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfalls mit £ bezeieknä, so 
wird für diese Funkte 5 die Formel stattfinden: 

(n.) Max abs üf^ ' ^ ^ (Max abs I^.) k. 

Dabei bezeichnet k eine positive Constante, die < 1 ist^ und deren 
Werth lediglich abhängt von den durch die Fläche © und die Curve 
g gegd)enen geometrischen Verhältnissen. Man kann k äwa die 
Situationsconstante der Curve t *w Bezug auf © nennen. 

*) Die Richtigkeit dieser Gleichung ergiebt sich in ähnlicher Weise, wie 
vorhin die Richtigkeit der Formel (4.) dargethan wurde. 
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Siebzehntes Capitel. 
Nähere Untersuchung der Fnndamentalftinetionen der Kreisfläche. 

§ 1. 

Die Fiindamentalfnnotionen der Kreisfläche. 

Denkt man sich irgendwo in der £:-£bene eine Ereisfläehe ge- 
geben , und den Rand derselben mit 6 bezeichnet, so ist unter der 
Fundamentalfunction der Kreisfläche diejenige Function ü = U{x, y) 
zu verstehen, welche auf der Kreisfläche eindeutig und stetig ist, welche 
femer innerhalb der Kreisfläche harmonisch ist, [d, h. den Be- 
dingungen 

dU du ... d^U , d^U ^ 

entsprechend] y und welche endlidi am Rande ö helidng vorgeschrithene 
Werthe Z besitzt; wobei vorausgesetzt sein soll, dass diese Z'.s längs ö 
stetig sind. 

Wir werden im Folgenden, nach mancherlei mühsamen und 
weitläufigen Betrachtungen, schliesslich zu einer Formel gelangen, 
mittelst deren man diese Function ü, falls die Z's gegeben sind, 
jederzeit auszudrücken vermag. 

Es sei dö das Element der gegebenen Kreisperipherie*), ferner 

V die auf dö errichtete innere Normale, endlich E die Entfernung 

des Elementes dö von einem beliebig gegebenen Punkte x. Als- 

dami kann das über die ganze Peripherie erstreckte Integral: 

■ 

auch so geschrieben werden: 

^' = j -V ä7 ^^ = J -E ^^' 
wo d" den Winkel vorstellt, unter welchem die Linie E (dö «-^ x) 



*) In nachstehender Figur ist das Element de mit aß bezeichnet 

26* 
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gegen v geneigt ist. Nun ist aber - ^ d6 gleich dem Winkel axß 

(wo a und ß die beiden Endpunkte des Elementes dö Yorstellen). 

also gleich der scheinbaren Grösse des Elementes d6 für einen in x 

befindlichen Beobachter, vorausgesetzt, dass der Punkt x innerhalb 

resp. auf der Peripherie liegt 

Sollte nämlich x atisserhcdb der Peripherie liegen, so könnte cos & 
unter Umständen negcUiv werden. Dann aber wfirde die scheinbare Grösse 
des Elementes du für einen in x befindlichen Beobachter nicht durch 

I -| — j-r~ d ej sondern durch ( v^ - daj dargestellt sein. 

Acceptirt man also die genannte Voraussetzung , und bezeichnet 
man zugleich jene scheinbare Grosse mit (dö)x, so wird: 

(1.) U>. =/^ (log i) dd -/^^ dö ^f(d6),. 

Wir werden im Folgenden nicht nur dieses Integral, sondern nament- 
lich auch das allgemeinere Integral 

(2.) TT« =/A (log l) Y dö ^ß'^/ T dö ^fzidc). 

näher zu untersuchen haben, wo Z die längs des Randes 6 vor- 
geschriebenen Werthe repräsentiren soll. 

Eine sehr merkwürdige 
Eigenschaft dieser Functio- 
nen fVx und Wx besteht darin, 
dass jede derselben längs der 
gegebenen Peripherie con- 
stant ist Lässt man nämlich 
in der beistehenden Figur 
den Punkt x nach der Peri- 
pherie rQcken, so wird das 
von den Punkten x, a und c 

(dem Mittelpunkt der Peripherie) gebildete Dreieck ein gleichschenk- 
liges. Und aus diesem Dreieck ergiebt sich alsdann sofort die Rela- 
tion: E = 2R cos -O", wo iJ den Radius der Peripherie vorstellt 
Durch Substitution dieses Werthes von E nehmen aber die Formeln 

(1.), (2.): 

/cos-O" , 
--^dö, 







7. da 
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folgende Gestalt an: 

Wx = 7C a~g~z ^= Ä; [vorausgesetzt, dass 

(3.) ^ X am Rande der 

W — ^ J^^"" = ^M Kreisfläche liegt], 

wo M das arithmetische Mittel derjenigen Werthe vorstellt, welche 
die Function Z längs des Randes besitzt. W. z. z. w. 

Der in (1.), (2.) enthaltene log j^ drückt sich durch die Coor- 

dinaten x, y des Punktes x und durch die Coordinaten a, h des 
Elementes d6 folgendermassen aus: 

log i 2" log [{X - a)» + (y - m, 

und genügt also der Differentialgleichung -g-j + "g~i "* 0. Dem- 

gemäss folgt aus (1.), (2.), dass die Functionen to und W eben- 
falls dieser Differentialgleichung Genüge leisten. Ueberhaupt erkennt 
(4.) man aus jenen Formeln (1.), (2.) sofort, dass die Functionen w und 
W innerhalb der gegebenen Kreisfläche eindeutig, stetig und har- 
monisch sind. Man könnte vielleicht vermuthen, dass w und W 
nicht nur innerhalb^ sondern in ganzer Erst/reckung der Kreisfläche 
eindeutig und stetig seien. Das aber ist nicht der Fall. In der 
That ergiebt sich z, B. aus (1.), dass Wx = 2ä oder = jr ist, je 
nachdem der Punkt x innerhalb der Kreisfläche oder an ihrem Rande 

liegt. 

Es ist nämlich nach (1.): tr^ ss^ Hda)^; und hieraus folgt, mittelst 
der geometrischen Bedeutung von (ße)^, sofort, dass w^ «=» 2n ist, sobald 
der Punkt x innerhalb der Kreisfläche liegt. Befindet sich andrerseits der 
Punkt X am Bande dieser Fläche , so wird nach (3.) : to^=» n. 

Diese Function w^ hat somit im Innern der Fläche einen con- 
sianten Werth 2it, der jedoch beim Uebergange zum Rande plötiS' 
lieh sinkt von 2n auf a. Wir können diese Verhältnisse, falls wir 
die innem Punkte mit j, und die iZandpunkte mit s bezeichnen, 
darch die Formeln andeuten: 

Construirt man also eine in den Punkten j und s resp. den Formeln 

^ ^ 1^, = «;, + Ä 

eotsprechende Function fx i so wird diese letztere fu/r die ganze ge- 
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gebene Kreisfläche^ ihren Band mit eingeschlossen, consiant, nämlich 
(6a.) = 2jr sein. D. h. sie wird constant sein in ganzer Erstreckung 
der Kreisfläche, 

Einigermassen analoge Verhältnisse sind zu erwarten bei der 
allgemeinem Function (2.): 

(7.) W.^jT{d6)., 

In der That wird es, ebenso wie für w das ^ eingeführt wurde, 
ebenso auch hier zweckmässig sein, an Stelle Ton W eine neue 
Function M' einzuführen mittelst der Formeln: 

^ '' 1% = w. + «I.. 

alsdann aber wird sich zeigen, dass diese neue Function ^x eindeutig 
und stetig ist in ganzer Erstreckung der gegebenen Kreisflädte, 

Um näher hierauf einzugehen, markiren wir irgendwo am Rande 
der Kreisfläche einen festen Punkt a, bezeichnen den in a vorhan- 
denen Werth Z« der Kürze willen mit A, und subtrahiren von der 
Formel (7.) die mit A multiplicirte Formel (1.): 

(9.) Am;, = A/(d(y)„ 

wodurch sich ergiebt: 

(10.) W.-^Wx =/(! ~ A) (dö),. 

Sondern wir nun, mittelst eines kleinen um a als Mittelpunkt 
beschriebenen Hülfskreises 91, sämmtliche Elemente dö in solche 
Elemente dö', die innerhalb ^, und in solche Elemente dtf'\ die 
ausserhalb % liegen, so können wir die Formel (10.) so schreiben: 

TT, - Am;, = /(Z - A) {d6% + /(^ ~ A) (dö"),, 



Ui.) 



N^ 



das eine Integral über die d6\ das andere über die dö" hinerstrecki 
Da wir unter x immer nur solche Punkte verstehen, die innerhaB> 
oder am Rande der gegebenen Kreisfläche liegen, so sind die {d6)jf 
{d<s')xy {^^")xf ihrer geometrischen Bedeutung zufolge, sämmtlich 
positiv. Auch ist das über den ganzen Rand jener Fläche erstreckte 

Integral J{d6)x stets < 2»; um so mehr also auch J{d6')x<2%, 

Denn dieses letztere Integral soll sich selbstverständlich nur fiber 
die Elemente d6\ also nur über diejenigen der Elemente d6 er- 
strecken, welche innerhalb des kleinen Hülfskreises % liegen. Be- 
achtet man diese Bemerkungen, und bezeichnet man ausserdem den 
absolut grössten Werth der Function (Z — A) innerhalb des Krei- 
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ses % mit M, so ergiebt sich aus (11.)-' 

(12.) abs ü, ;^/[ab8 (I — A)] (dö% < Mf{da% <M2n, 

welche Lage der Punkt x innerhalb oder am Rande der gegebenen 
Kreisfläche auch besitzen mag. 

Nach unserer Voraussetzung ist nun Z längs des Ereisrandes 
6 stetig. Gleiches gilt daher auch von der Function: 

(13.) Z - A = I, — A = Z, - I„. 

Auch wird diese letztere Function = werden^ sobald man den 
yariablen Randpunkt s nach a rücken lässt. Folglich wird man 
das in (12.) enthaltene M, d. i. den absolut grossten Werth der 
Function (Z — A) innerhalb des Hülfskreises S, durch Verkleinerung 
dieses Hülfskreises beliebig klein machen können. Und dies über- 
trägt sich, vermöge jener Formel (12.), auf das abs fT,. Bezeich* 
net also b einen ad libitum gegebenen Eleinheitsgrad, so kann man 
das abs Ux durch gehörige Verkleinerung des um den festen Punkt 
a beschriebenen Hülfskreises % z.B. kleiner als ^e machen; wobei 
die augenblickliche Lage des Punktes x (innerhalb oder am Rande 
der gegebenen Kreisfläche) völlig gleichgültig bleibt. 

Solches ausgeführt gedacht, beschreiben wir um a einen zwei- 
ten noch kleinem Hülfskreis Q, und lassen denselben so klein wer- 
den, dass für alle von ihm umschlossenen Punkte x die Schwankung 

der Function F« ebenfalls < ^ £ ist. 

Dass solches ausführbar ist, unterliegt keinem Zweifel. Denn das in 
(11.) mit V^ bezeichnete Integral erstreckt sich nur über die Elemente 
dö'\ d, 1. nur über denjenigen Theil der gegebenen Peripherie, welcher 
ausserhaib des Hülfskreises 3( liegt. Folglich ist dieses V^ für die inner- 
halb 9[ liegenden Punkte x durchweg stetig. 

Solches ausgeführt, sind alsdann offenbar die Schwankungen 
der. Function (Ux-^Vx) für alle innerhalb Q befindlichen Punkte x 
kleiner als s. Gleiches gilt daher auch von der mit (ZZr + Vx) 
identischen Function (TFx — ^m), vgl. (11.). 

Wir wollen sofort noch einen Schritt weiter gehen^ nämlich 
um den festen Punkt a einen neuen noch kleineren Hülfskreis oP 
beschreiben, und denselben so klein uns denken, dass die (stetige 
und in «verschwindende) Function ä(Z — A) ihrem absoluten Be- 
trage nach innerhalb a^ überall kleiner als jenes s ist. 

Alsdann werden also, um die Hauptsache zusammenzufassen, 
innerhalb des um a besdiriebenen Hülfskreises a® einerseits die Schwan- 
kungen der Function 

(14.) Fx= Wx — ^Wx, 
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und andererseits die absoluten Werthe der Function 

(15.) u = ^(2:. - A) 

durchiveg kleiner als s sein, tvo s den zu Anfang ad libitum getvähUen 
Kleinheitsgrad vorstellt. Dabei ist; was die Formel (14.) betrifit, woU 
im Auge zu behalten^^dass x als CoUectivbezeichnung dient für alle 
Punkte der gegebenen Kreisfläche, ihren Rand mit eingeschlossen, also 
als CoUectivbezeichnung für sämmtliche Punkte j, s. 

Dies constatirt, wollen wir nun statt der Functionen W, w die 
ihnen adjungirten Functionen V, ^ in den Vordergrund treten lassen. 
Nach (6.) und (8.) ist: 



I 



{ 






(16.) 






und folglich: 

% - M,j = ( TT^ - A«v), 

y. — A^. = (TT. - Aw.) + ä(I, - A), 

also mit Rücksicht auf die in (14.), (15.) eingeführten Bezeichnungen: 

oder^ weil ^« [vergl. (6 a.)] auf der ganzen Kreisfläche, ihren Rand 
mit eingeschlossen, constant, nämlich = 29r ist: 

= 2äA + Fj, 

:A + F,+/;. 

Aus diesen Formeln (16.) aber folgt mit Rücksicht auf die Ergeb* 

nisse (14.), (15.), dass die Schwankungen der Function ¥« innerhalb 

des um a beschriebenen Hülfskreises a^ überall kleiner als 3£ sind. 
Auf die Gefahr hin, zu weitläufig zu werden, will ich das eben Ge- 
sagte noch ein wenig weiter erläutern. Sind j, j\ irgend zwei Pupkte 
innerhalb der gegebenen Kreisfläche, und 8, s^ irgend zwei Punkte an 
ihrem Bande, so sind die Schwankungen der Function V (16.) theils TOn 
der Form: 

theils von der Form: 

theils endlich von der Form: 

(y.) "V. - \ = (^. + 0- (^.. + f.) ■ 

So lange aber j, j^ und s, s^ innerhalb des Kreises a^ bleiben, ist jeder 
dieser Ausdrücke (aJ), (ß.), (y.), zufolge der Sätze (14.), (15.), seinem ab- 
soluten Betrage nach kleiner als 3e, nämlich der absolute Werth von (s.) 
kleiner als c, der von {§.) kleiner als 2c, und der yon (y.) kleiner aU 3e. 
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Innerhalb des um den Randpankt a beschriebenen Hülfskreises 
a^ sind also die Schwankungen der Function V kleiner als Ss, wo 
das £ einen zu Anfang ad libitum gewählten Eleinheitsgrad vor- 
stellt. Mit andern Worten: Die Function V ist in jenem Punkte a 
stetig. Und solches gilt offenbar für jeden beliebigen Randpunkt; 
denn a war ja zu Anfang auf dem Rande der gegebenen Kreisfläche 
ganz beliebig gewählt. Dass andererseits die Function V auch ste- 
tig ist fQr jeden innem Punkt j, bedarf keiner Erläuterung^ folgt 
nämlich unmittelbar aus der für V gegebenen Definition (8.). Wir 
gelangen somit zu folgendem Resultat: 

Es seien am Bande 6 der gegAenen Kreisfläche irgend weUilie 
längs 6 stetige Werthe Z vorgeschrieben. Setzt man alsdann: 

(17.) F. =/A (log i) Z d« ^p^l^ I dö ^fz (dö%, 

und construirt man femer die den Formeln: 

entdeckende Function V, so wird diese letztere au f der ganzen Kreis- 
fläche^ ihren Band mit eingeschlossen^ eindeutig und stetig sein. 
Oder kürzer ausgedrückt: Sie wird eindeutig und stetig sein in ganzer 
Erstreckung der Kreisfläche, [Vgl. die Bemerkung pg. 393.] 

Innerhalb der Kreisfläche ist diese Function Y, nach (18.), iden- 
tisch mit W, mithin, ebenso wie W selber [vergl. (4.)], harmonisch. 
Beachtet man ausserdem, dass das in (18.) enthaltene Wg constant, 
nämlich «= ;r M ist [vgl. (3.)], so kann man den soeben ausgespro* 
ebenen Satz folgendermassen yervollständigen: 

Die in (17.) genannte Function W besitzt am Bande der Kreis- 
fläche einen constanten Werth äM. Setzt man nun 



(18.) 






(19.) 






so wird die durch diese beiden Formeln definirte Function V in ganzer 
Erstreckung der Kreisfläche eindeutig und stetig, überdies aber inner- 
halb der Kreisfläche harmonisch sein. 

Genau dieselben Eigenschaften besitzt offenbar, falls man unter 
n, K beliebige Constanten versteht, auch die Function H^ + ^> 
also z. B. die Function: 

(20.) ?7= * Y- M. 
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Die analytischen Ausdrücke dieser letztern Function sind für alle 
Punkte jj s sofort angebbar. Es ist nämlich nach (20.): 



also nach (19.): 




(21.) 



[ Us = I,. 



Diese Function ü ist also nicht nur in Erstreckung der Kreisfläche 
eindeutig und stetig, und innerhalb derselben harmonisch , sondern 
überdies auch am Bande derselben [wie aus (21.) folgt] identL^ 
mit den vorgeschriebenen Z's. Es wird mithin diese Function U die 
den vorgeschriebenen Z's entsprechende Fundamentalfunction der 
Kreisfläche sein [vgl. die Definition (20a.) pg. 396]. Demgemäss 
gelangt man auf Grund der Formeln (21. ); indem man daselbst für 
Wj und M ihre aus (17.) und (3.) ersichtlichen Werthe substituirl^ 
zu folgendem Satz: 

Das EreistheorenL — Sind am Bande a einer gegebenen Kreis- 
fläche irgend welche längs ö stetige Werthe Z vorgeschridwn, so ist die 
diesen Werthen Z zugehörige Fundamentalfunction U sofort oii- 
gehbar. Einerseits nämlich wird dieselbe in den BandpunJcten mit 
jenen T's identisch sein; und andererseits wird dieselbe in allen innern 
Punkten j darstellbar sein durch die Formel: 

(22.) ^> = i/[Ä0«8i;)-2i]^'^<^- 

Diese Formel kann man aucfh so schreiben: 

(22a.) f^> =i /[-!'- -.y^^«. 

oder auch so: 
(22b.) Uj = IfT (d4 - ^/id*. 

oder endlich auch so: 
(22c.) Uj = l/l {dö)j - ^/2:(dff)c. 

Dabei bezeichnet 6 den Band, c das Centrum und B den Badius 
der Kreisfläche. Ferner bezeichnen (ß0)j und (d0)c die scheinbaren 
Grössen irgend eines Bandelemei^tes d6 für einen in j respcäive w c 
befindlichen Beobachter. Ausserdem bezeichnet v die innere Normak 
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des Elementes da, E die Entfernung des Punktes j vom Element dö, 

und ^ den von v und E gebildeten Winkel [vgl. die Figur pg. 404]. 

Bemerkung. — Setzt man Z e» Const., z. B. » 1, so mass [nach 
Satz (18.) pg. 396] das zugehörige U ebenfalls =» 1 sein, für sämmtliche 
Punkte der betrachteten Fläche. Hiermit aber sind die vorstehenden For- 
meln in Einklang. So z. B. geht die rechte Seite der Formel (22 b.) für 
Z SS 1 über in: 

d. i. in 

- - • 2ä — — — ^ 2nE = 1. ö. e, d. 

n 2nE 

Der gegenwärtige Paragraph repräsentirt, seinem ganzen Inhalt 
nach, nur einen speciellen Fall meiner Methode des arithmetischen 
3Iittels. Diese Methode ist von mir theils in den Berichten der Egl. 
Sachs. Ges. d. Wiss. vom April und October 1870, theils auch in 
den Math. Annalen (Bd. 11 pg. 558) exponirt worden. In mehr 
ausführlicher Gestalt findet man dieselbe dargestellt in meinem Werke 
über das Logarithmische und Newton'sche Potential (Leipzig, bei Teub- 
ner, 1877), über welches referirt ist in den Math. Annalen (Bd. 13, 
pg. 255). 

Uebrigens ist der in diesem Paragraph behandelte Gegenstand 
derselbe, mit dem auch Schwarz (XY. Jahrgang der Vierteljahrs- 
schrift der Naturforsch. Gesellschaft in Zürich, 1870 und Grelle's 
Journal Bd. 74, pg. 218) und Prym (Grelle's Journal Bd. 73, pg. 340) 
sich beschäftigt haben; wobei bemerkt sein mag, dass der Schwarz- 
sehe Aufsatz einige Bemerkungen über meine Schriften enthält, die 
entweder irrthümlich sind, oder wenigstens leicht zu irrthümlichen 

Auffassungen Veranlassung geben können. 

Man findet solche Bemerkungen in dem genannten Aufsatz (Crelle^s 
Journal Bd. 74) z. B. auf Seite 220 und 240. Wollte irgend ein Autor 
den Satz drucken lassen: Wenn in einem rechtmnkligen ParaUelepipedum 
alle Kanten von gleicher Lange sind, so ist das ParaUelepipedum ein Wür- 
fel; so würde es für den Recensenten doch wohl wenig angemessen sein 
zu bemerken, jener Autor ,/ordere^^ die Gleichheit aller Kanten, und habe 
also die für den Satz nothwendigen Bedingungen nicht auf das geringste 
Maass reducirt. — Gewiss habe ich in meinen Schriften sehr häufig Sätze 
ausgesprochen, ohne in ihnen die Bedingungen auf das geringste Maass zu 
reduciren. Aber ich habe in solchen Fällen eine derartige Beduction auch 
niemals beabsichtigt gehabt, — geschweige denn behauptet, dass in den 
betreffenden Sätzen eine derartige Rednction von mir bewerkstelligt sei. 
Wenn Schwarz oder irgend ein anderer Mathematiker eine solche (in vie- 
len Fällen recht schwierige) Bedtus^hn der Bedingungen auf ihr geringstes 
Maass ausführt, oder auch nur Schritte thut, um einer solchen sich zu 
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n&hern, so halte ich das sicherlich für sehr verdienstlich. Aber man darf 
mir doch keinen Vorwurf daraus machen, dass bei meinen üntersnchnngen 
noch Fragen offen bleiben, mit denen Andere sich beschäftigen können. 

Die genannten beiden Autoren, Schwarz und Prym, haben in 
ihren Aufsätzen auf mehrere meiner Schriften Bezug genommen; 
aber merkwürdiger Weise haben sie dabei meinen Aufsatz über die 
Methode des arithmetischen Mittels^ der hier vorzugsweise in Betracht 
zu ziehen gewesen wäre, völlig unbeachtet gelassen. Doch wQrde 
es Unrecht sein, denselben hieraus einen Vorwurf zu machen. Denn 
meine Methode des arithmetischen Mittels war zu jener Zeit, als 
Prjm und Schwarz ihre Aufsätze im Borchardt'schen Journal drucken 
Hessen, allerdings schon publicirt, aber nur in ihren Hauptumrissen, 
fast mit blosser Angabe der sich ergebenden Resultate, und mit 
Uebergehung vieler zur festen Begründung erforderlicher Betrach- 
tungen. Erst viel später habe ich Zeit gefunden, jene Untersuchungen 
in ausführlicher Weise darzulegen, in dem schon citirten Werk über 
das Logarithmische und Newton'sche Potential (Teubner 1877). 

Jedenfalls dürfte meine Methode des arithmetischen Mittels gegen- 
über den Methoden der Herren Schwarz und Prym den Vorzug ver- 
dienen, nicht nur wegen ihrer grossem Einfachheit, sondern namentr 
lich auch wegen ihrer grössern Allgemeinheit, indem sie nicht nnr 
auf den Kreis, sondern auf eine sehr grosse Anzahl von Gurven m 
der Ebene und von Flächen im Baume, und nicht nur auf die inner- 
halb dieser Curven oder Flächen, sondern ebenso auch auf die ausser- 
halb derselben liegenden Gebiete anwendbar ist. 

§ 2. 
Sich anaohliesBende Betraohtnngen über die Kreisfläche. 

Wir construiren innerhalb 6 eine concentrische Peripherie t, 
und stellen uns die Aufgabe, den grossten Werth näher zu unter- 
suchen, den die DiflFerenz 
(1.) Uj - Uj, 

anzanehmen yermag, falls j und j\ zwei Punkte vorstellen, die längs 
jener Peripherie t in beliebiger Bewegung begriflfen sind. 
Nach (22 b.) pg.410 ist: 

(2.) Uj^^fLid,)j-^fzdö, 

woraus z. B. [vgl. die Bemerki^g pg. 411] für Z = 1 die For- 
mel folgt: 
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Multiplicirt man aber diese letzte Formel mit einer wWcürlichen 
Constanten Ä, und subtrahirt man sie sodann von (2.), so folgt: 

(3.) u,-A=^f{T-Ä)(d<f)j-j^fiJ:-A)dd. 

Vertauscht man hier j mit j'i, und bringt man die so entstehende 
neue Formel von (3.) in Abzug, so erhält man: 

(4.) üj - Uj, = i/(Z - Ä) [id<f)j - (dtf),,], 

oder, falls man die willkürlich zu wählende Cönstante A «= — X— 



setzt: 



(5.) 



^^ - ^^. = i/(^ - -i^ K'^*^)^ - C'^«»)^.!- 



Dabei mag unter K und G das Minimum und Maximum der am 
Rande ö vorgeschriebenen Werthe Z verstanden werden: 

(6.) £:=MinZ, G = MaxI. 

Construirt man nun [vgl. die Figur] zwei vom Anfangspunkt 
des Elementes dö nach j und j^ laufende Linien E und E^, und 
bezeichnet man die Neigungswinkel dieser beiden Linien gegen die 




A 



Gerade j^jh mit o und ©,, andererseits aber den Neigungswinkel 
von E und E^ gegen einander mit 17, so ist ofiPeubar: 

(«.) 1J=»=C} — dj. 
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Ferner ergiebt sich aus der Figur sofort: 

{d(S)i = da, 
^•^ id<f)j = da,„ 

falls man nämlich unter dcj und dfo^ die dem Element d6 cce- 
spondirenden Zuwüchse der Winkel o und d,, d. i. diejenige."^ Zu- 
wüchse versteht^ welche o und o^ annehmen, sobald die Spitze des 
Winkels 17 das Element dö von rechts nach links durchwandert. 
Aus den Formeln («.), (/J.) folgt sofort: 

(y.) {dö)j — (ß0\ = d{€ü - oj = rfi?; 

so dass also die Gleichung (5.) die Gestalt erhält: 

(7.) f7,-ir, = l/(l-^^)rf,. 

Der Rand der gegebenen Kreisfläche zerfallt durch die ver- 
längerte Linie J^'i und durch ein in der Mitte von jj^ auf jj, er- 
richtetes Perpendikel in vier Theile: 

OP, PQ, QB, RO. 

Bezeichnet man die entsprechenden Theile des Integrals (7.) re* 

spective mit 

[OF], [PQ], [QR\, [RO], 
80 wird 

(8.) U, -Uj, = ^ ([OP] + [PQ] + [QR] + [Roij , 

mithin: 
(9.) abs {üj — Uj,) < l (abs [OP] + abs [PQ] + abs [QR] + abs [R0]\ 

Dabei ist also z. B. 



[OP] =/(z - ^) dr,, 



und folglich: p 

abs [OP] ^/abs (z — ^^) • abs {dt]). 



m 

Nun liegen aber [vgl. (6.)] sämmtliche Werthe Z, ihrer Grosse nach, 
zwischen K und (?, mithin sämmtliche Werthe des Ausdruckes 

(l ^—j zwischen — ^ — und —^ -. Es ist also durchweg: 

abs (l — ^— ) < ^^- Somit folgt: 

p 



abs [OP] £ ^-fahs (dfi). 
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.eachtet man nun, dass t^ zwischen und P bestandig im Wachsen 

gegriffen, mithin di] bestandig positiv, folglich abs (dri) bestandig 

= dri ist^ so ergiebt sich für das in der letzten Formel vorhandene 

Integral der Werth {yip — iy^), d. i. der Werth (a — 0). Denn iy 

^^ ^' hat in P den Werth a, und in den Werth [vgl. die Figur]. 

^-^' Mau erhält also die erste Formel des folgenden Systems: 

' abs [OP^ <_ ^^-p-^ , abs [P Q] < ^^ -^^-^ , 

abs [QB] < ^^, abs [RO] £ ^^^-^ , 

dessen drei iibrige Formeln sich in analoger Weise ergeben. Dabei 
bezeichnen a und ß die in der Figur bei P und R markirten Win- 
kel. — Somit folgt aus (9.): 

:io.) .um-u„)<}^---^'^. 

Nun ist [was die in der Figur mit a, ß, y, d, A bezeichneten Win- 
kel betriflFt] offenbar: a + /J = 2y, ferner y <^ *, und d = A, mithin: 

a + /3= 2y<:2* = 2A, 
und folglich: 
:il.) abs(t7,-t7,.)< <^-^-"^ . 

Dabei bezeichnet A [vgl. die Figur] die scheinbare Grösse des (mit . 
jj^ parallelen) Durchmessers yy^ für einen in R befindlichen Be- 
obachter, oder, besser ausgedrückt, denjenigen Maximal werth, den 
die scheinbare Grosse des Durchmessers yy^ für einen längs des 
Ereisrandes 6 fortschreitenden Beobachter anzunehmen im Stande 

2A 

ist. Setzt man = x, so gelangt man zu folgendem Resultat: 

Erster Zusatz zum Ereistheorem. — Es sei 6 der Rand einer 
ge^benen Krehsflächej ferner x eine kleinere und zu 6 concentrische 
Kreisperipherie. Die Radien von 6 und t mögen respective R und r 
heissen; mithin R> r. 

Versteht man mm unter U irgend eine Ftindamentalfunction 
der gegebenen Kreisfläche [d. i. eine Function, die auf dieser Fläche 
eindeutig und stetig, und innerhalb derselben harmonisch ist], und 
versteht man femer unter K und G das Minimum und Maximum der 
Randwerthe von ü, so unrd für zwei längs x in beliebiger Bewegung 
begriffene Punkte j und j^ fortdauernd die Formel gelten: 

(12.) . abs (D} - Ui) £ (ö - Z) X, 



(15.) 
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Dabei "bezeichnet x eine positive Constante, die < 1 isi, und deren 
Werth lediglich abhängt von den beiden Badien R^ r. 

Construirt man nämlich irgend einen Durchmesser der Peripherie 
r, und versteht man unter A den Maximalwerth der scheinbaren Grösse 
dieses Durchmessers für einen längs 6 fortschreitenden Beobachter [vgl. 
die Figur pg. 413J; so ist: 

/j3 -) • X = — , aiso stets < 1. 

Hieraus folgt übrigens sofort, dass x auch so darstellbar ist: 

(14. x-^Arctg^-, 

wo Arctg X den kleinsten Winkel vorstellt, dessen Tangente =x ist 
Es sei jetzt innerhalb 6 irgend eine Curve t gegeben^ und die 
einzelnen Punkte dieser Curve seien ebenfalls mit t bezeichnet. Als- 
dann finden für diese Punkte ^, zufolge des Satzes (L), (Ib.) pg. 398, 
die Formeln statt: 

Dlk<G — K, 

wo K und G die schon genannten Bedeutungen haben« 

Die Function U wird aber, weil sie eine Fundamentalfunction 
der von 6 begrenzten Kreisfläche ist; eo ipso auch eine Fundamen- 
talfunction der kleineren von r begrenzten Ejreisfläche sein. Liegt 
daher die Curve %, wie wir annehmen wollen, nicht nur innerhalb 
6, sondern auch innerhalb x, so ergeben sich^ zufolge des citirten 
SatzeS; für diese kleinere Kreisfläche die mit (15.) analogen Formeln: 

^<.U::<g, 
DU^<:g--k; 

dabei bezeichnen k und g das Minimum und Maximum derjenigen 
Werthe, welche U längs r besitzt. Nach (12.) ist aber 

g — k^{G — K)x, 

wodurch die letzte der Formeln (16.) übergeht in: 

(17.) DU^<(G-K)x. 

Bezeichnet man schliesslich die Werthe von U am Rande 6 
der ursprünglich gegebenen Kreisfläche, ebenso wie früher, mit Z, 
so ist offenbar K = Min Z, femer G = Max Z, endlich G — K=D1] 
so dass also die Formeln (15.), (17.) auch so darstellbar sind: 



(16.) 



1 
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MinZ< t^;<MaxZ, 

Demgemäss gelangt man zu folgendem Resultat: 

Der erste Zusatz zum Ereistheorem^ in etwas anderer Gestalt. 
Am Bande 6 einer gegebenen Kreisfläche seien irgend welche längs 
ö stetige Werthe Z vorgeschrieben. Femer sei gebadet die diesen T^s 
entsprechende Fundamental funetion: 

Denkt man sich nun innerhalb der Kreisfläche eine mit 6 cancen- 
trische Peripherie r, und innerhalb % irgend eine Curve g gegeben, und 
die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfalls mit i bezeichnet, so gelten 
folgende Formein: 

Min Z < U^^' ^ < Max Z, 
KI.) . ' 

Dabei bezeichnet x eine positive Constante, die <. l ist, und deren 
Werth lediglich abhängt von den Radien R und r der beiden Kreise 
ö und r. Es besitzt nämlich diese Constante % den in (13.), (14.) ge- 
nannten Werth. 

§ 3. 

Weitere Betraohttingen über die Kreisfläohe. 

Sind am Bande 6 der gegebenen Kreisfläche irgend welche 
längs 6 stetige Werthe Z in beliebiger Weise vorgeschrieben, so 
liefert die Formel (22 c.) pg. 410 

;i.) r7, = |-/z[(rf4.-i(d<T)j • 

eine Function U, welche auf der Kreisfläche eindeutig und stetig, 
innerhalb derselben harmonisch, und am Rande derselben identisch 
mit jenen Z's ist. Doch liefert die Formel [wie an der citirten 
Stelle ausdrücklich hervorgehoben wurde] nur diejenigen Werthe, 
welche U innerhalb der Kreisfläche besitzt. Demgemäss wird bei 
den jetzt folgenden, auf der Formel (1.) basirenden Betrachtungen, 
[2.) beständig im Auge zu behalten sein, dass daselbst unter j nur in- 
nere Punkte zu verstellen sind. [Eine besondere Formel für die Rand- 
u^erthe von U ist nicht weiter nöthig, weil diese identisch mit den 

M e n m a n n , Abel'tobe Integrale. 8. Aufl. 2 7 
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gegebenen Z's sind.] Der in (1.) in der eckigen Klammer enthal- 
tene Ausdruck: 

(3.) (dit)j-1,id6), 

ist; wie man leicht erkennt [vgl. die Erläuterung auf pg. 419], 
stets positiv. Demgemäss folgt aus (1.) sofort: 

(4.) abs üj<^ /(abs I) [(d6)j — ^{d 6)c\ . 

Wir wollen jetzt die Randfunction £ uns der Art gegeben den- 
ken, dass sie auf 6 längs einzelner Strecken d', d", d'" ... ver- 
schwindety dagegen läags der nach Absonderung von d', d'\ 8"' . . . 
noch übrig bleibenden Strecken ß\ ß", /9'" . . . irgend welche WerÜie 
besitzt. Dabei soll £, nach wie vor^ längs des ganzen Randes 6 ste- 
tig sein. Es soll also angenommen werden, dass Z in den End- 
punkten der Segmente ß\ /3", ß'" . . . verschivindet, zugleich aber 
längs jedes einzelnen solchen Segmentes stetig ist. 

Solches festgesetzt, reducirt sich das Integral (4.) auf die ein- 
zelnen Strecken ß\ ß'\ ß''\ . . . Man erhält daher: -^ 

abs Uj^^ [/ (abs Z) [(rftf); - ^ W<j)J + 

+ S^., (abs Z) [(dts)} - ^ (dtf)e] + . • .], 

(5.) oder, falls man den absohä grössten Werth von Z ffir sammtlicfae 
Segmente ß', /3", ß'", . . . mit M bezeichnet: 

abs Uj<^^f^, [{d6)j - i((?tf)c] +/p„ [{d<f)j-W<')c\ + •••], 

oder, einfacher geschrieben: 

(6.) abs Uj^^ [[(^Oi - i(^')J + i(ß")j - Hß")c] + •••], 

WO unter den {ß)j und {ß)c die scheinbaren Grossen der Segmente/} 
zu verstehen sind für einen in j respective im Centrum c befind- 
lichen Beobachter. Aus dieser Bedeutung der (ß)j und (ß)c ergiebt 
sich leicht, dass für jedwedes Segment ß die Formel stattfijidet: 

(7.) (ß)j - Uß)c ="t-h, 

wo bj denjenigen Winkel repräsentirt, unter welchem der Bogen ß 
gegen einen confinen und durch j gehenden Kreisbogen geneigt ist 
Dabei sind unter zwei confinen Kreisbogen solche zu verstehen, 
deren Endpunkte coincidiren. 
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(f) 



(g) 



Erläntenmg. — In beistehender Fignr ist die gegebene, um das Cen- 
tram c beschriebene Peripherie a durch irgend zwei Punkte ^, ^ in einen 
untern Theil ß^ und einen obern 
Theil ß^ zerlegt. Markirt man nun 
irgendwo innerhalb a einen Punkt j, 
und bezeichnet man mit (7 das Cen- 
trum dea zu ß confinen und durch 
j gehenden Kreisbogens B^ so ist 
offenbar: 

{ß)j^ Winkel (gjh), 
(ß)^^ Winkel (geh), 

oder, was dasselbe ist: 

{ß)j^ Winkel ig Cm), 

i(P),^ Winkel (gern). 

Hieraus aber folgt, durch Subtrac- 

tion und mit Hinblick auf das in der Figur gezeichnete Dreieck gcC: 

{^j - i(ß)c ^ Winkel (c g C), 

Dieser Wiflkel (cgC) ist aber offenbar identisch mit demjenigen Winkel 
b^y unter welchem der Kreisbogen B gegen ß^ geneigt ist. Man erhält also: 




7t 



b. 



(8.) 



lß)j - \iß)c = b" ' 

wo b^ die schon genannte Bedeutung besitzt, während b den supplemen- 
tären Winkel, d. i. denjenigen vorstellt, unter welchem der Bogen B gegen 
ß geneigt ist. 

Diese Gleichung (f.), welche in analoger Weise für jedwede andere 
Lage des innern Punktes j ableitbar ist, repräsentirt aber die zu beweisende 
Formel (7.). Nur ist dort statt b die genauere Bezeichnungsweise b, an- 
gewendet. 

Die mit b und b^ bezeichneten Neigungswinkel (Bß^) und (Bß) wer- 
den, falls man dem innern Punkte j andere und andere Lagen zuertheilt, 
offenbar stets zwischen und n bleiben. Somit folgt aus (f.), dass der 
Werth des Ausdrucks 

eben^Eills stets zwischen und n bleibt, also stets positiv ist. Und dies 
wird offenbar auch dann z. B. stattfinden, wenn man den Bogen ß durch 
ein unendlich kleines Bogenelement da ersetzt; womit die oben über den 
Ausdruck (8.) gemachte Behauptung bewiesen ist. 

Die Formel (6.) nimmt nun mit Rücksicht auf (7.) die ein- 
fachere Oestalt d%; 

abs Uj ^ f [(« - h/) + (« - bj") + ...], 
WO allgemein 6/*^ den Winkel vorstellt, unter welchem ein zu /3^*^ 

27* 
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confiner und durch j gehender Kreisbogen gegen ^^"^ geneigt ist. 
Der hier auftretende Ausdruck 

(9.) Wi = [(« - 6/) + (« - VO + • • •] 

ist stets positiv und stets ^ %, wie sogleich erläutert werden soll. 
Alle Bogen ßy ß\ ... und ö" 8"% , . , zusammengenommen re- 
präsentiren die ganee Peripherie 6. Folglich ist für jedwede Lage 
des innem Punktes j 

mithin z. B. auch: 

mc + (r)c +•••] + [(*'). + (*")e +•••]= 2«. 

Multiplicirt man aber diese beiden Gleichungen respective mit 1 
und — Yf ^^^ addirt, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (7.): 

(10.) [(« - V) + (« - h") + •••] + [(«- d/) + (« - d/') + •••] = «, 
falls man nämlich den df/") hinsichtlich der Bogen d^") dieselbe Be- 
deutung zuertheilt, welche die b/^^ hinsichtlich der ß^*^ besitzen. 

Die Winkel b/^^ und d/"*^ liegen ihrer Natur nach stets zwischen 

und X, Folglich sind die Differenzen ä — 6/") und ar — c^^*) stets 

. positiv. Die linke Seite der Formel (10.) wird daher verkleinert 

werden^ falls man einen Theil dieser positiven Differenzen daselbst 

unterdrückt Man erhält also z. B.: 

[(« - V) + (« - V) + •••] + («- d/) < «, 
oder^ was dasselbe ist: 

[(« - V) + (« - K) + •••]< dj', 

oder mit Rücksicht auf (9.): 

In analoger Weise ergiebt sich offenbar auch Wj < d/', u, s. w.; so 
dass man folgendes Formelsjstem erhält: 

(11.) Wj< rf/, Wj < d;\ Wj < d/", etc. etc. 

Da nun die Winkel 6,^"^ und d/^\ wie bereits mehrfach bemerkt ist, 
ihrer Natur nach stets zwischen und n bleiben, so ergiebt sich 
aus (9.), dass Wj stets positiv ist, andererseits aus (11.), dass Wj 
stets <Ä ist. Q. e. d. 

Dies vorangeschickt, stellen wir uns jetzt folgende Aufgabe: 

Auf der Kreisfläche sind irgend welcJie Ourven ^, £"^", • . . gegeben, 

/^n\ ^ -4rf, dass f"^ die beiden Endpunkte des Bogens /3^*> mit einander 

'^ verbindet, in diesen beiden Funkten aber die PeripJierie 6 nicht tangirt, 

und überhaupt, ausser diesen beiden Punkten, keinen weiteren Punkt 
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mit ö gemein hat. Es soll das Maximum derjenigen Werthe unter- 
sucht werden, welche W^ annimmt, falls der Punkt j sämmüiche Curven 

tf S"; ß"'; • • • durcMäuft. 

Zu diesem Zweck zerlegen wir jedwede Curve 5^"^ in zwei Theile, 
etwa (um die Vorstellung zu fixiren) in zwei gleiclie Theile ^ und 
nennen diese Theile die Hälbcurven. Sodann construiren wir einen 
zu <r confinen Kreisbogen A' von 
solcher Lage, dass die beiden in den 
Endpunkten Yon d' anstossenden 
Halbcurven*) in Erstreckung des 
von ä" und A' umschlossenen Ge- 
bietes (ß" A') liegen, indem wir 
gleichzeitig dafür sorgen, dass der 
Flächeninhalt dieses Gebietes mög- 
lichst Jdein wird. Alsdann ist offen- 
bar der gegenseitige Neigungswinkel 
k' der beiden Bogen d^, A^ stets 
< Jt (niemals =s ^); denn man hat 
zu beachten, dass jene beiden Halbcurven, ausser den beiden End- 
punkten des Bogens d\ keine weiteren Punkte mit 6 gemein haben. 
Für sämmtliche Punkte j des Gebietes (^A') ist aber d/ ^k', also: 

d/^k<x, 
folglich auch nach (11.): 
(13a.) Wj^k'<x. 

Und diese Formel wird also z. B. auch stattfinden fQr alle Punkte j 
der in Rede stehenden beiden Halbcurven. 

Analoges gilt für d". Gonstruirt man nämlich einen zu d" 
confinen Kreisbogen A'' von solcher Lage^ dass die beiden in den 
Endpunkten von S"' anstossenden Halbcurven in Erstreckung des 
Gebietes (^' A'') liegen, und dass überdies der Flächeninhalt dieses 
Gebietes ein möglichst kleiner ist, so wird der gegenseitige Neigungs- 
winkel k" der beiden Bogen d", A" stets < jr (niemals ■=» n) sein. 
Und gleichzeitig wird für alle Punkte j jener beiden Halbcurven 

die Formel stattfinden: 
(13 b.) Wj£k"<n. 

U. 8. W. ü. S. W. 

Operirt man in analoger Weise bei sämmtlichen Bogen (f, ä'\ 
if'\ . . ., und bezeichnet man den grössten der dabei zu construiren- 
den Winkel k', k", 1c'\ . . . mit K, so gelangt man also zu dem 

*) Nur diese HoXbcwrven sind in der Figur angegeben. 
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Resultat^ dass für sämmtliche Punkte^' aUer HaJbcurvm zusammen- 
genommen die Formel stattfindet: 

(14.) Wj<K<n, [j auf r, r, r, . . .], 

oder, etwas anders geschrieben: 

W v 

(15.) V^|<i, [iauf r, ^\r. ...]. 

In dieser Formel (15.), die also gültig ist für sämmtliche Punkte j 
der gegebenen Ourven t', 5"; 6"'; • • • j repräsentirt der Bruch — eine 

^ '"^von den geometrischen Verhältnissen abhängende positive Constante, 

deren Werth stets < 1 (niemals == 1) ist. Zugleich repräsentiren 

die Formeln (14.), (15.) die Lösung der in (12.) proponirten Aufgabe. 

Wir kehren jetzt zurück zur Function ü. Die nach (8.) und 

(9.) für jedweden Punkt j innerhalb ö geltende Formel 

(16.) abs Uj£M-^ 

wird z. B. auch gültig sein für diejenigen Punkte jy welche auf den 
Curven g', g", g"', . . . gelegen sind. Alsdann aber subordinirt sich 
die rechte Seite der Formel der in (15.) angegebenen Relation; so 
dass man erhält: 

(17.) abs Uj£M^, [j auf r, T, T, • • •]• 

Wie zu Anfang dieses Paragraphs [in (2.)] betont ist, sind 
unter den Punkten j durchweg solche zu verstehen, die innerhalb 
der gegebenen Kreisfläche liegen. Demgemäss wird also z. B. die 
Formel (17.) gültig sein für solche Punkte j, die auf den Curven J', 
^'} t"\ " ' 1 ^^^ zugleich innerhalb der gegebenen Kreisfläche liegen. 

Hieraus aber folgt, weil U in ganzer Erstreckung der Kreis- 
fläche eindeutig und stetig ist, nach bekannter Schlussweise sofort, 
dass die Formel (17.) auch noch gültig ist für die am Bande der 
Kreisfläche befindlichen Endpunkte jener Curven. 

Wollte man nämlich das Gegentheil annehmen, aho behaupten, das 
abs TI sei in irgend einem dieser Endpunkte g um eine angebbare Quan- 

tität B grösser als -Sf — , so müsste [weil U in ganzer Erstreckung der 

Kreisfläche eindeutig und stetig iat] auf der bei g mündenden Gurve { in 
unmittelbarer Nähe von g ein Punkt j vorhanden sein, in welchem TJ um 

-x- grösser als -Af — ist; — was der schon constatirten Formel (17.) 
widerspricht. 
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Bezeichnet man also sämnUliche Punkte der Curven g', £", g"', . . . 
(inclusive ihrer Endpunkte) kurzweg mit t, so ist ausnahmslos: 

(18.) abs U^^M^, 

mithin z. 6. auch: 
(19.) Max abs U^^M^, 

oder, was dasselbe ist [vgl. (5.)]: 

(20.) Max abs U^ ^ (Max abs Z^) ^ • 

K 
Bezeichnet man also die Constante — mit A, und beachtet man die 

in (15 a.) über diese Constante gemachten Bemerkungen, so gelangt 
man zu folgendem Satz: 

Zweiter Znsatz zum Ereistheorem. — Am Bande 6 der gegebenen 
Kreisfläche seien längs diesem Bandes stetige Werthe Z vorgeschrieben, 
die nur in einzelnen Bandsegmenten ßi, j3", /S"', . . . von Null ver- 
schieden sind, in den daswischen liegenden Bandsegmenten S', 8", df", .. . 
aber verschwinden. Femer sei gebildet die diesen Y.'s entsprechende fun- 
damentale Function: 

Sind nun auf der KreisfläcJie irgend welche Curven ^, §", g"', ... ge- 
geben, und zwar der Art, dass g^**^ die beiden Endpunkte des Segmentes 
ß^^^ verbindet, in jenen Endpunkten aber den Band 6 nicht tangirt, 
und Oberhaupt, ausser diesen beiden Punkten, keine weiteren Punkte 
mit 6 gemein hat, so wird, falls man sämmtliche Punkte des Curven- 
Systems g', g", g"', . . . kuretveg mit g bezeichnet, die Formel gelten: 

(KU.) Max abs ü"/' ^ ^ (Max abs I^) L 

Dabei bezeichnet X eine positive Constante^ die <. 1 ist, und deren 
Werth lediglich abhängt von den gegebenen geometrischen Verhält- 
nissen, d, i. von der Lage des Curvensystems g', g", g"', ... in Bezug 
auf die EreisfläcJie. 

§4. 
Betraohtxingen über einen Ereisring. 

Die vorhergehenden Paragraphen enthalten gewisse für unsere 
eigentlichen Zwecke erforderlichen Hülfsätze. Ein weiterer solcher 
Satz betrifft den Kreisring, und lautet folgendermassen: 

Satz über den Ereisring. — Es sei gegeben eine von zwei concen- 
trischen Kreislinien a und ß begrenzte ringförmige Fläche ®aßy und 
zwar sei, was die Badien betrifft: 
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(1.) Ba>Rß. 

Ausserdem sei eine Function Cr= U(x,y) gegeben, welche auf 
eindeutig und stetig^ und innerhalb ©«^ harmonisch ist. Denkt man 
sich alsdann eine mit a, ß concentrische Peripherie construirt, deren 
Badius Ra der Formel entspricht: 

Ra> Ra > Rfi, 

so wird das über 6 erstreckte Integral 



(2.) 



(3.) 



fj^ji^y - 1?''*) = ^°'"*- 



sein, nämlich ein und denselben Werth behalten, welche Grösse man 
dem Radius Ra innerhalb des soeben festgesetzten Spielraumes (2.) 
auch guertheilen mag. 

Setzt man nun insbesondere voraus, der constante Werth des In- 
tegrales (3.) sei ==0, es gelte also die Formd: 

(4.) /Xlf'^y - If ''^) == 0, 

so wird stets auch folgende Formel gelten: 

(5.) m{Ua) = m{Up). 

D. h,: Das arithmetische Mittel der längs a vorJiandenen Wertke IT 
wird alsdann ebensogross sein wie das arithmetische Mittel derjenigen 
Werthe U, die längs ß sidi vorfinden. 

Beweis. — Gonstruirt man zwischen a and ß irgend zwei inter- 
mediäre concentrische Peripherien und t, entsprechend der Formel: 

■Ra > -Ba > -B. > B/J. 
80 ist ü [zufolge der gemachten Voraussetzungen] in ganzer Erstreckung 
der ringförmigen Fläche @^^ eindeutig, stetig und harmonisch. Demgemäss 

ist [zufolge des Satzes (8.) pg. 891]: 

C (du ^ du ^\ ^ 

oder, etwas anders geschrieben: 

die Integrationen über a und x in gleichem Sinne, d. i. in paralleler Rich- 
tung hinerstreckt gedacht. Hiemit ist die Behauptung (3.) bewiesen. 

Was nun ferner den Beweis der Formel (5.) betrifft, so denke man 
sich die Fläche @^^ durch irgend einen von a nach ß gehenden Quer- 
schnitt q in eine einfach zusammenhängende Fläche @^^ verwandelt Als- 
dann wird [zufolge des Satzes (9.) pg. 392] durch die Formel 



I 
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eine Function V = V{Xy y) definirt werden , die innerhalb @^^ eindeutig 

und stetig, und längs q mit einer constanten Differenz behaftet ist. Diese 

Differenz aber ist =»0, zufolge unserer in (4.) gemachten Voraussetzung. 

Die Function V ist daher nicht nur innerhalb ^aftg^ soQ^oi^ auch 

innerhalb ®^o eindeutig und stetig. Und demgem&ss wird [vgl. (10 a.) pg. 

3921 das Binom 

fiz)^ü+iV 

eine monogene Function von z ^^ x -\- iy sein, die innerhalb @^^ eindeutig 

und stetig ist. Genau dasselbe gilt auch von , folglich auch von der 

Function 

f(z) ^U+iV 

z — c z — c ' 

falls man nämlich unter c *» a -f- i^ irgend einen festen und zwar ausser- 
Jidlh @^ gelegenen Punkt versteht. 

Da nun f{z) die Eigenschafben der Eindeutigkeit und Stetigkeit inner- 
halb @^^, mithin in ganzer Erstreckung von &^^ besitzt, so folgt [mittelst 
des Cauchy'schen Satzes (9.) pg. 19]: 



r m dz ^ rm_dz^ 

•J a Z — C */ t Z — c' 



die Integrationen über ü und t in parallelen Richtungen erstreckt. Nimmt 
man jetzt fflr c das gemeinschaftliche Centrum der Peripherien a, a, r, ß, 
80 ergiebt sich [vgl. pg. 393, 394]: 

fm da ff(z) dt 



die Integrationen hinerstreckt über alle Elemente da und dt der Kreislinien 
a und t. Setzt man hier aber fflr f{z) seinen Werth U -}- iV, so ergeben 
sich zwei Relationen, von denen die eine lautet: 

fU„dc ^ fU,dT 
2wÄ^ *" 27tB^ 

Diese Formel ist, wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, gültig far irgend 
zwei der Formel 

entsprechende Kreislinien a, t. Folglich wird sie, weil [nach unserer 
Voraussetzung] U in ganzer Erstreckung von @^^ eindeutig und stetig ist, 
auch dann noch gültig bleiben, wenn man a mit a, und t mit ß ztuammen- 
fallen lässt; so dass man also erhält: 



/i^ = fJIi^ 



2nB^ 2nR^ 

oder einfacher geschrieben: 



a»(f^«) = Vt(.U^). Q. e. d. 
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§5. 
Die Fnndamentalfanotionen der Normaloalotte. 

Definition. — Eine sphärisch gekrümmte m -blättrige Windungs- 
flächej deren Band durch eine nach m Umläufen in sich mrückJceJi- 
(A.) rende Kreislinie dargestellt ist, soll in 2kJcunft, einerlei ob jäs 
sphärische Centrum dieser Linie im Windungspunkte der Fläche li^ 
oder nicht, eine Normalcalotte heissen. Für den Fall w «» 1 ver- 
wandelt sich also die Normalcalotte in diejenige Fläche, welclie 
schlechtweg als Cdbtte bezeichnet wird. 

Definition. — Denkt man sich eine m -blättrige NormaicaloUe 
mittelst eines den Windungspunkt umlaufenden und nach m Umgängen 
(B.) in sich 0urückkehrenden kreisförmigen Schnittes in zwei Theile zer- 
legt, so wird der eine Theil wiederum eine Normalcalotte sein. Der 
andere mag eine Normalzone genannt werden. Eine solche Normal- 
zone ist also stets von zwei Kreislinien begrenzt. Ob die sphärischen 
Centra dieser beiden Kreislinien mit einander coincidiren oder nicht^ 
bleibt dabei yollig dahingestellt. 

Dies y orangeschickt, beginnen wir zunächst mit einigen ein- 
fachen Betrachtungen über die gewöhnliche einblättrige Kugelfläche. 
Auf dieser Kugelfläche seien irgend zwei Punkte c, c' markirt, 
gleichzeitig mag die Sehne cc oder vielmehr die durch Verlängerung 
dieser Sehne entstehende Secante mit L bezeichnet sein. Denkt 
man sich durch L*) irgend eine Ebene gelegt, und den Kreis, in 
welchem die Kugelfläche von dieser Ebene geschnitten wird, mit 
s bezeichnet, so entstehen, falls man jene Ebene um L in Rotation 
versetzt, unendlich viele solche Kreise s, die sämmtlich in c ein- 
ander schneiden, ebenso in c'. Markirt man nun auf L, und zwar 
ausserhalb der Kugelfläche, irgend einen Punkt X, und legt man 
von X aus Tangenten t an sämmtliche Kreise 5, so werden all' diese 
fs zusammen genommen nichts Anderes sein, als der von A an die 
Kugelfläche gelegte TangenticUkegel, Demgemäss wird die Gesammtheit 
der Punkte (s, t), in denen die einzelnen s von den zugehörigen ^'s 
berührt werden, die Contactcurve jenes Tangentialkegels repräsentiren. 

Die Punkte (s, t) sind daher als solche zu bezeichnen, die vom 
gemeinschaftlichen Ausgangspunkte der ^s, d. i. von A gleich weü 
entfernt sind. Hieraus folgt, dass jedwede Tangente t, mithin auch 
jedweder Kreis s senkrecht geschnitten wird von der durch die Ge- 
sammtheit der Punkte (s, t) gebildeten Contactcurve. 



**) d. i. durch die Punkte c nnd c\ 
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Sind also auf der Kugel fläche jswei feste Punkte c und e' gegä)en, 
und denkt man sich alle auf der Kugelfläche liegenden und durch c 
i.) und c gehenden Kreise mit s hezeichnet, so werden die eu diesen Kreisen 
s orthogonalen Kreise a nichts Anderes sein als die Coniactcurven 
derjenigen TangentiaOeegd, deren Spitzen in der durch c, c' gehenden 
geraden Linie liegen. 

Denkt man sich nun einen der Kreise ö gegeben, und überdies 
den Funkt c gegeben, so kann man die übrigen Kreise 6, ferner 
die Kreise s, und namentlich auch den Punkt c' leicht construiren, 
in folgender Weise: 

Man construire zuvorderst denjenigen Tangentialkegel, der den 
gegebenen Kreis 6 zur Contactcurve hat Der Punkt; in welchem 
eine durch die Spitze l dieses Kegels und den gegebenen Punkt c 
gehende gerade Linie L die Kugelfläche zum zweiten Male schneidet, 
ist alsdann der gesuchte Funkt c\ Nachdem in solcher Weise c' 
gefunden ist, ergeben sich sofort sämmtliche Kreise s. Und gleich- 
zeitig ergeben sich die übrigen Kreise 6 dadurch, dass man die 
Spitze jenes Tangentialkegels längs L fortschreiten lässt, und dabei 
Yon Augenblick zu Augenblick die Contactcurve des Kegels con- 
struirt. Man gelangt so z. B. zu folgendem Satz: 

Sind auf der Kugelfläche irgend ein Kreis ö und irgend ein Punkt 
c gegeben, so lassen sich auf der Kugel fläcJie unendlich viele Kreise 
construiren, die zu o orthogonal sind, und sämmtlich durch c gehen. 
[2.) Air diese unendlich vielen Kreise schneiden sich, ausser in c, noch in 
einem zweiten Punkte c , der hinfort der zu c in Bezug auf 6 con- 
jugirte Punkt heissen mag. 

Dieser conjugirte Punkt c kann, fails c und 6 gegeben sind, mit 
t^\ Leichtigkeit gefunden werden. Denn die gerade Linie cc' muss stets 
durch die Spitze desjenigen Tangentialkegels gehen, der den Kreis 6 
zur Contactcurve liat 

Sind auf der Kugelfläche irgend welche Kreise gegeben, so 
werden dieselben, bei Ausführung einer stereographischen Protection, 
bekanntlich Kreise bleiben. Und sind zwei der ursprünglich ge- 
gebenen Kreise zu einander orthogonal, so werden sie, bei Aus- 
führung dieser Projection, orthogonal bleiben. Demgemäss ergiebt 
sich aus der in (2.) gegebenen Definition sofort folgender Satz: 

Sind auf der Kugel fläche irgend ein Kreis 6 und zwei in Bezug 

auf ö zu einander conjugirte Punkte c und c gegeben, so wird diese 

^ '^ gegenseitige Beziehung zwischen ö, c, c auch dann noch fortbestehen, 

wenn man ö, c, c' irgend welcher stereographischen Projection unter- 
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wirft; also z. B. fortbestehen, tvenn man 6, c, c [vgl. die Figur pg. 53] 
von Cf atis auf die Horizontalehene MN, oder von aus aufß^^ 
Antipodenebene üTN' projicirt. 

Denkt man sich also in solcher Weise ö, c, c' in eine Ebene 
versetzt^ so wird c' nach wie vor der zweite Durchscbnittspunkt 
derjenigen unendlich vielen Kreise sein, welche durch c gehen und 
zu 6 orthogonal sind. Bezeichnet man daher, hier in der Ebene, die 
Abstände irgend eines auf ö liegenden Punktes z von c und c le- 

(5.) spective mit r, r', so wird der Quotient — ,-, nach bekannten Sato, 

constant bleiben, falls man jenen Punkt z längs ö fortschreiten üssi 
Denkt man sich also z. B., um die Vorstellung zu fiiiren, jene 
Projection auf die Horizontalebene ausgeführt, und die den Punkten 
c, c', z mit Bezug auf das Coordinatensystem dieser Ebene zukom- 
menden Symbole a + ib, a -|- ib\ x + iy gleichfalls mit c, c', i 
bezeichnet^ und überdies 

(6-) 7^^-i 

gesetzt, wo g ein Punkt in einer neuen Ebene, in der J-Ebene 
sein soll, so wird, falls man z längs ö fortschreiten lässt, gleich- 
zeitig dieser neue Punkt g in der g- Ebene eine Kreisperipli^^ 
durchwandern, deren Centrum im Anfangspunkte der {[-Ebene liegt 
Setzt man nämlich, was jene Horizontalebene, d. i. die is-Ebene 
betrifft: 

z — c=^re , 



(7-) 



(8.) 







z — c' 


— re 


> 


und was die g- Ebene betrifft: 










£ = 


it 
■ ge , 




so geht 


die Formel 


(6.) über in. 












»') 


■ 

9C ; 


woraus 


folgt: 


r 


= p. 





Lässt man nun aber den Punkt z längs a fortschreiten so bleibt 
-r [nach (5.)] constant, also [nach (8.)] auch q constant Q.e.A 

Aus diesen einfachen Betrachtungen ergiebt sich nun wie leicht 
zu übersehen ist, folgender 

Satz. — Auf der gewöhnlichen einblättrigen Kugelfläche sei irgend 
eine Calotte abgegreyizt, und ihr kreisförmiger Band mit 6 bemdmeL 
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,1- . Fdjrner sei innerhalb der Caiotte irgend ein Punkt c gegeben, und der 

° V n Bezug auf 6 zu c conjugirte [also ausserhalb der Caiotte liegende] 

Punkt mit c bezeichnet. Alsdann werden sich durch die Substitution 



z — c 

sämmtliche Punkte z der Caiotte in eine auf der ^-Ebene liegende 
Kreisfläche verwandeln, deren Centrum im Anfangspunkte der i- Ebene 
d, i, in g = liegt 

Selbstverständlich ist dieser Satz auch dann noch anwendbar, 
wenn die Caiotte auf einer mehrblättrigen Riemann'schen Kugel- 
fläche SR abgegrenzt ist; vorausgesetzt, dass diese Caiotte durchweg 
aus einem Blatt besteht, also z. B. frei von Windungspunkten ist 
Aber auch für mehrblätterige Calotten existirt unter Umständen ein 
analoger Satz, der aus den bereits angestellten Betrachtungen mit 
Leichtigkeit sich ergiebt. Derselbe lautet: 

Satz. — Es sei di eine n -blättrige Riemann'sche Kugel fläche, und 
10.) auf SR sei irgend eine m-blättrige Normalcalotte abgegrenzt*), deren 
Windungspunkt c, und deren Band ö lieissen mag [vgl. die Definition 
(A.) pg. 426]. 

Femer sei c der in Bezug auf a zu c conjugirte [also ausser- 
halb der Calott« liegende] Punkt. Alsdann tverden sich mittelst der 

Substitution 

z — c - m 

Z — C ' 

sämmÜidie Punkte z der m-blättrigen Caiotte in eine auf der f^-Ebene 
liegende einblättrige Kreisfläche verwandeln, deren Centrum im Anfangs- 
punkte der i' Ebene liegt. 

Bemerknng. — Bei Ableitung der Sätze (9.), (10.) ist die Projection 
auf die HarizantaJehene benutzt worden. Bedient man sich, statt dieser, 
der Projection anf die Antipodenebene, so gelangt man zu analogen Sätzen, 
die von jenen nur dadurch abweichen, dass in den betreffenden Sub- 
siitutionsformeln : 

1 _ 1^ 

an Stelle von — -~, 

^ — Jl z — c 

z c 

auftritt. Diese beiden Ausdrücke unterscheiden eich aber TOn einander 
nur durch einen constanten Factor. Demgemäss sind also die in Rede 
stehenden neuen Sätze mit den schon ausgesprochenen Sätzen (9.), (10.) 
nicht nur analog, sondern geradezu identisdh 



^ Es ist mithin m ^ n. 
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Bezeichnet man eine der in (9.), (10.) genannten Calotten mit 
@; und denkt man sich ferner am Rande 6 der Fläche @ irgend 
welche (jedoch stetige) Werthe Z in beliebiger Weise vorgeschrieben, 
so wird die diesen Werthen Z entsprechende Fundamentalfunctii^n 
TT der Fläche @; wie leicht zu übersehen ist^ ein und dieselbe 
bleiben^ einerlei ob man die Fläche @ in ihrem ursprünglicheti Zu- 
stande verharren^ oder ob man sie, mittelst der angegebenen Sub- 
stitutionen, in die Gestalt einer Kreisfläche übergehen lässt. Für 
diesen letzteren Zustand ist aber jene Function U sofort angebbar, 
nach dem Theorem pg. 410. Folglich ist sie es auch für den erstem. 

In ähnlicher Weise lässt sich der erste die Kreisfläche betreffende 
Zusatz [pg. 417] auf die Calotte @ übertragen, und ebenso auch 
der zweite [pg. 423], so dass man also zu folgenden Resultaten 
gelangt: 

Satz über die Normalcalotte. — Sind am Bande 6 einer Nor- 
malcalotte [vgl. die Definition pg. 426] irgend welche längs dieses 
Bandes stetige Werthe Z vorgeschrieben y so wird die diesen Z's zu- 
gehörige FundamentcUfunction der Calotte stets construiriar sein. 
D, h, es ivird stets eine Function construirbar sein, welche auf der 
Ccdotte eindeutig und stetig; innerhalb derselben harmonisch, und am 
Bande derselben identisch mit jenem Z's ist. 

Erster Znsatz. — Bezeichnet man diese Function mit 

und denkt man sich völlig innerhalb der Calotte eine Curve t 9^- 

geben, so gelten für sämmtliche Wertlie, welche U ' auf ^ besitzt, die 
Formeln: 

Min Z ^ ^C*"' ^ ^ Max Z, 

2)üc^'^^(2)Z)x. 

Dabei bezeichnet x eine positive Constante, die stets <,! ist, und deren 
Werth lediglich von den gegebenen geometrischen Verhältnissen ab- 
hängt. Man kann x etwa bezeichnen ais die Situationsconstante 
der Curve g in Bezug auf die gegebene Calotte 

Zweiter Zusatz. — Sind die vorgeschriebenen T's nur längs ein- 
zelner Bandsegmente §!, /J", ß'\ ... von Null verschieden j längs 
der dazwischen befindlichen Segmente aber verschwindend, und sind 
überdies auf der Calotte irgend welche Curven ^, g", g"', . . . gegeben, 
und zwar der Art gegeben, dass ^"^ die beiden Endpunkte von ß^*^ ver- 
bindet, in diesen beiden Punkten aber den Calottenrand 6 nicht tangirty 
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und überJuiupt ausser diesen beiden Punkten keinen weiteren Punkt mit 
6 gemein hat, so wird die jenen T's zugehörige Fundamentalfundion 

der Formel entsprechen: 

(Nil.) Max abs üc^' ^ < (Max abs I^) A, 

UH) der Ausdruck linker Hand den absolut grössten Werth vorstellt, 

ß X 
den die Function U in sämmtlichen Punkten g des Curvensystems 

^j ß"> S"'; • • • besitfst. 

Dabei bezeichnet k eine positive Constante, die < listy und deren 
Werth lediglich abhängt von den gegebenen geometrischen Verhält- 
nissen, Man kann k etwa bezeichnen als die Situationsconstante 
des Curvensystems ^, g", g"', ... in Bezug auf die gegebene Calotte. 



Achtzehntes Capitel. 
Beweis der Riemann'schen Existenztheoreme. 

§ 1. 

Aufstellung eines gewissen Convergenztheorems. 

Es sei @ ein "beliebiger Theil einer Riemann'schen Eugelfläcfae. 
und es mögen unendlich viele Fundamentalfunctionen dieser Fläche®: 

(1,) ?7(»)=E7W(a:,y), n = 1, 2, 3, . . . c», 

gegeben sein, also Functionen, die auf @ eindeutig und stetig, und 
innerhalb @ harmonisch sind. Wir wollen nun den Rand von @ 
[welcher im Allgemeinen aus mehreren Curven bestehen wird] mit 
6, die Randwerthe der Functionen Z7^"> mit ?7ö^"> bezeichnen, und 
voraussetzen, dass diese Randwerthe der Formel entsprechen: 

(2.) abs W)<rft% 

wo r, fi zwei gegebene positive Constanten sind, und ft < 1 isi 

Aus der Voraussetzung (2.) folgt mit Rücksicht auf den Satz 
(17,) pg. 395, dass für alle innerhalb © befindlichen Punkte j die 
analoge Formel gilt: 

(3.) abs ?7/») ^ r^«. 

Aus (2.), (3.) folgt nun aber weiter, dass die Reihe 

(4.) r = m^ + m^^^ + I7(«) + . . . in inf. 

für jedweden Punkt der Fläche @ convergirt, einerlei ob derselbe 
innerhalb @ oder am Rande von @ liegt; so dass also dieses durch 
(4.) definirte V für jedweden Punkt der Fläche @ einen be- 
stimmten endlichen Werth besitzt. 

Für die zwischen V und dem endlichen Polynom: 
(5.) F(«) = [7(1) + [7(2) . . . + U^n) 

vorhandene Differenz V — F("^ gilt, nach (2.), (3.), die Formel: 

abs (F - F(»)) ^ r (fi«+i + fi»+2 ^ ^n+8 4- ... in inf.), 
d. i. die Formel: 
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(6.) ab8(F-F(-0<[^^; 

und zwar gilt diese Formel simultan für sämmfliche Punkte der 
ganzen Fläche @. 

Nach unserer Voraussetzung sind aber ü^^\ ü^^\ U^^\ . . . 
auf @ eindeutig und stetig. Gleiches gilt daher von dem Polynom 
V^*\ (5.), und folglich auch von V selber, wie solches mittelst der 
Formel (6.) leicht zu beweisen ist. 

Erläntenmg. — Zufolge (6.) kann man, falls irgend ein Eleinheits- 
grad B gegeben ist, die Zahl n so gross machen, dass simuUan für sämmt- 
liche Pnnkte der Fläche @ die Formel stattfindet: 

(«•) abs (F — F^")) < *. 

Solches ausgeführt gedacht markire man jetzt auf @ einen beliebigen 
Punkt X (einerlei ob innerhalb (S oder am Rande von @), und beschreibe 
um X, als Centrum, eine kleine Kreislinie. Diese letztere wird, je nach- 
dem X ein gewöhnlicher Punkt oder ein Windungspunkt ist, entweder 
eine gewöhnliche Kreislinie oder aber eine solche sein, die erst nach 
mehreren Umläufen in sich zurückkehrt. 

Da nun das Polynom F^"^ auf (5 überall eindeutig und stetig ist, 
so kann man sämmtliche Differenzen, welche V^^^ auf <B innerhalb dieser 
Kreislinie besitzt, durch Verkleinerung des Kreisradius unter £ hinab- 
drücken. Mit andern Worten: Man kann den Radius so klein machen, 
dass für zwei auf @ innerhalb des Kreises in beliebiger Bewegung be- 
griffene Punkte Xy^ und x^ fortdauernd die Formel stattfindet 

Hier aber kann man, zufolge («.), F^"^ mit F Tertauschen, ohne dabei einen 
Fehler Ton mehr als 2c hineinzubringen, und erhält also: 

(y.) »*« (^x. - ^^ < 3*- 

Demgemäss ist F im Punkte x stetig zu nennen, also, weil x auf 3 be- 
liebig gewählt war, stetig zu nennen in jedwedem Punkte der Fläche @. 
Q. e. d. 

Die durch (4.) definirte Function V ist also auf © eindeutig 
(7.) und stetig, mithin z. B. auch intcgrirbar] wovon weiterhin Gebrauch 
zu machen ist. Wir werden jetzt schliesslich noch nachweisen, dass 
V innerhalb © harmonisch ist. 

Zu diesem Zweck markiren wir innerhalb @ einen beliebigen 
Punkt c, bezeichnen das Bereich des Punktes c in seinem ursprüng- 
lichen und natürlichen Zustande respective mit U (c, z) und Ä (y, f), 
und denken uns diese Bereiche in solcher Weise umgrenzt, dass 9 
eine Kreisfläche vorstellt, deren Centrum in y liegt. Nach unserer 

Voraussetzung sind die Functionen TJ^^\ U^^\ U^^\ , . . auf © ein- 
igen mann, Abel'iohe Integrale. 2. Aufl. 28 
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deutig und stetig, und innerhalb @ harmonisch. Folglicli sind die- 
selben auf der innerhalb @ liegenden Fläche U, mithin auch auf 8 
ebenfalls mit diesen drei Eigenschaften behaftet Gleiches gilt 
daher z. B. auch von F^"^, (5.). Demgemäss wird der Werth von 
F^") in jedwedem innerhalb 8 liegendem Punkte j darstellbar sein 
durch die Formel (22 a.) pg. 410: 

(8.) ''/«-i/J^-Ä]''.'-"'.. 

die Integration hinerstreckt gedacht über alle Randelemente da der 
Kreisfläche Ä. Dabei bezeichnet VJ^^ den Werth von F<*> im Ele- 
mente da, femer E den Abstand des Punktes j vom Element rfa, 
ferner d- den Winkel, unter welchem E gegen die auf da errichtete 
innere Normale geneigt ist, endlich B den Radius von 9L Die 
Formel (8.) gilt, wie schon gesagt, für alle Punkte j intierhalb % 
Sie gilt also für alle Punkte j in ganzer Erstreckung von Sq, falls 
man unter ^q eine mit 8{ concentrische Kreisfläche versteht, deren 
Radius jß^ < i2 ist. 

, Fraglich aber ist, ob die Formel auf ILq noch gültig bleibt, 
wenn man in ihr F^") durch F ersetzt. Bezeichnet man vorläufig 
den durch diese Substitution entstehenden Fehler mit A, schreibt 
man also: , 

(9.) A + r, - i /^ ^y - i]r. ... 

SO ergiebt sich aus (8.) und (9.) durch Subtraction: 
(10.) A + (F, - F/-)) = i /^ p;,* - ^y (F„ - F„(-)) da. 

Denkt man sich diese Formel (10.) der Reihe nach für irgend welche 
Zahlen n <Cn <Cn' <i* " hingeschrieben, so wird dabei das A stets 
denselben Werth behalten. Denn A repräsentirt die durch (9.) de- 
flnirte feste^ von n uncAhängige Grösse. Und dieses feste A muss 
also, zufolge (10.), weil Vj — F}^*) und F« — VJ^^ bei wachsendem 
n gegen convergiren, nothwendig = sein. 

Genaneres. — In den Formeln (8.), (9.), (10.) repr&aentirt i ir^nd 
einen auf ^ (Radins ISq) gelegenen Pankt; während die dortigen Inte- 
grationen über den Rand von % selber (Radius R) fortlaufen. Demgemäss 
ist also das dortige E'^R — R^, mithin 

(«•) 4 -< 



und folglich: 



E^ R — R,,^ 
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(ß.) ab8[^-^] < -J-- + ±^. 

Mit Rücksicht hierauf, sowie mit Rücksicht auf die in (6.) gefundene 
Formel: 

(r.) ab« (F - FW) < [1^-^ 

folgt nun ans (10.) sofort: 

Da nun fi ein positiver ächter Bruch, mitbin die rechte Seite dieser Formel 
durch Vergrösserung von n unter jeden beliebigen Eleinheitsgrad e hinab - 
drückbar ist, so mnss die feste (von n unabliängigo; Grösse abs A kleiner 
sein als jedwedes noch so kleine s. Folglich ist »ie «» 0. Q. e. d. 

Da nun A = ist, so gebt die Formel (9.) über in: 

Hieraus aber folgt^ falls man die Coordinaten des auf Sl^ liegenden 
Punktes j mit £, r^ bezeichnet, sofort, dass Vj auf SÜ^ den Formeln 
entspricht: 

:i2.) -ii, ,V stetig, _> + ^^-^> = 0, 

dass also Vj auf Sq, mithin auch auf Uq harmonisch zu nennen ist. 
Dabei bezeichnet U^ den mit 81^ correspondirenden Theil von U, 
aUo ein kleines den Punkt c umgebendes Flächenstück, oder (kürzer 
aasgedrückt) das Bereich von c. 

Die Function V ist also harmonisch im Bereich eiues jedweden 
innerhalb @ gelegenen Punktes c. Mit andern Worten: Sie ist 
innerhalb @ überall harmonisch. Alles zusammengefasst, gelangt man 
daher zu folgendem Resultat: 

Convergenztheorem. — Es sei © ein lelieliger Theil einer 
Riemann'schen Kugelfläche. Und es mögen unendlich viele Fundionen 

',13.) Cr(«>= ?7<»)(a;,y), n = 1, 2, 3, . . . oo, 

gegeben sein, die auf © eindeutig und stetig, und innerhalb @ hßr- 
monisch sind, Ueberdies sei bekannt, dass die Randwerthe üa^'*^ dieser 
Functionen J7<"> der Formel entsprechen: 

fl4.) abs W»)<rft», 

tao r, fi zwei gegebene positive Constanten vorstellen, von denen die 
letztere <\ ist. 

Setzt man alsdann 

(15.) F= m^ + ZJW + I7(*) + ... in inf., 

28* 
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SO wird dieses V nickt nur für jedweden Pu$M der Fläche ® con- 
vergent, d. i. van bestimmtem endlichen Werthe sein^ sondern zu- 
gleich eine Function vorsteilen, die auf @ eindeutig und stetig^ iM^ 
innerhalb @ harmonisch ist. 
Setzt man femer 
(16.) TF=Um,«ao f7<">, 

so wird dieses W für jedweden PunM der Fläche © verschwinden; 
[wie solches aus den Formeln (2.), (3.) unmittelbar folgt]. 

§2. 

Darlegung einer disjxmotiven Methode sur Büdung der 

• Fundamentalfanotionen. 

Wird irgendwo aus dem Innern einer gegebenen Fläche ein 
kreisförmiges Stück herausgenommen , so entsteht eine neue Fläche, 
deren Randcurvenanzahl um 1 grosser ist, als die der ursprüng- 
lichen Fläche. Ich werde nun zeigen, dass man in vielen (noch 
näher anzugebenden) Fällen die Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 
für diese neue Fläche zu lösen vermag, falls man nur im Besitz 
irgend einer Methode ist zur Lösung derselben für die ursprünglidie 
Fläche. 

Es sei gegeben ein von beliebig vielen Randcurven a^, a^, 
«5, . . . «A begrenzter Theil der einblättrigen Eugelfläche, derselbe sei 
dementsprechend bezeichnet mit , 

(1.) ®«i «.«.... «A ^^^^ kürzer mit ©„. 

Aus dem Innern dieser Fläche (1.) sei ein kreisförmiges Stück, d. i. 
eine Calotte herausgenommen, und das alsdann noch übrig bleibende 
Flächenstück mit 

(2.) ®a,a,a,...a^fi odcr kürzcr mit ©„^ 

bezeichnet. Dabei soll ß den Rand jener herausgenommenen (dis- 
jungirten) Calotte vorstellen; so dass also die Fläche (2.) im Ganzen 
(h + 1) Randcurven: a^, «g, «s, . . . «*, ß besitzt, von denen die letzte 
(3.) ein Kreis ist. Es sei nun, wie wir express voraussetzen, irgetid 
eine Methode bekannt 0ur Lösung der Fundamentalaufgäbe (20.) 
pg. 396 für die ursprünglich gegebene Fläche ©« (!.)• ^ ^ 
untersucht werden, ob man alsdann diese Aufgäbe vielleicht auch ßr 
die neue Fläche ©«^ (2.) zu lösen vermag. Es $oU also eine Fun- 
damentalfunction der neuen Fläche (Saß zu construiren versucht werden^ 
welche am Bande derselben d. i. in den Ourven a^, a^, . . . a^, ß belie- 
big vorgeschriebene stetige Werthe Z besitzt. 



\ 
\ 



\ 
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BemeAung. — AU Hiäfemüttl bei dieser Untereachung werden mu 
diejeoigeD beiden CaloUen 
(4.) S/ und Sf 

dienen, in welche die gonie anveraehrte Kngelflaclie durch den Ereis fi 
lerfftUI). Die [in beiatehender Figur*} schrafGrte] Cftlotte S.° soll jene ab- 




brennte {diifjftgirtr) Calotte vontellen; w&hrend andererseita @^die sup- 

pUmtntare Calotte, d. h. die ganze rolle EngelSäcbe, mit alleiniger Aus- 

Dahme von QJ, repraaentirt. 

DemgemasH eteht S^. in gleichartiger Beziehung eh Q^ wie tu @^, 

Denn @„. ist offenbai; ein Theil von @„, ebenso aber andererseits auch 

ein Thtil von ®^. 

Die Fundamentalfunetioneii der Flächen €„ und ®^, welche 
respective U nnd V heiBsen mögen, sind ohne Weiteres conatruirbar, 
die ersteren zufolge unserer Voraussetzung (3.), die letztem zufolge 
des Satzes pg. 430. Vod den voi^eschriebenen T'a ausgehend, kann 
man daher der Reihe nach folgende Functionen 91, 9', tp'\ tp" , . , 
constniiren: 



f -U'.^. 


f' 


- Tf. ", 


v" - U'. f', 


<P"' 


• = fP' '' 


•f" — V' f", 


V" 


= KP' f 


etc. 




etc. 



(5.) 



gleichzeitig verde gesetzt: 

(fi.) Z = (9 - V') + W" - ¥") • ■ . + (9""' - 9^*"+") + ■ ■ . in inf- 
Es bezeichnet hier z. B. 91 diejenige Fundamentalfunction U der 
Fläche ©„, welche am Bande von ©„ d, i. in den Curven a die 
vorgeschriebenen Werthe Z besitzt. Sodann bezeichnet ip diejenige 
Fundamentalfunction V der Fläche ©^, welche am Rande von ©,* 
ti. i. auf der Kreislinie ß identisch mit dem (schon construirten) 9 



•} Die Zahl fc ist in dieser Fignr « 4 genommen. 
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ist. Sodann bezeichnet femer tp' diejenige Fundamentalfunction XJ 
der Fläche ©a; welche in den Curven a identisch mit dem (schon 
construirten) q! ist U. s. w. U. s. w. Die geraden ^^'s sind aW 
Fundamentalfunctionen von®«, andererseits die ungeraden 9)';sFun- 
damentalfunctionen von @^. Hieraus aber folgte dass sämmtliche 
(7.) <p'Sf die geraden wie die ungeraden, Fundamentalfunctionen der Flädie 
®aß vorstellen; denn ©«/* ist [vgl. die vorhergehende Bemerkung] 
ein Theil von @a, und ebenso auch ein Theil von @^. 

Das in (6.) eingeführte % ist vorläufig noch hedeutungslos\ denn 
es ist vorläufig noch unbekannt, ob die daselbst für % gegebene 
Reihe convergirt oder divergirt. Um näher hierauf einzugehen, sind 
zuvörderst gewisse Eigenschaften der 9)'s darzulegen. Aus (5.) folgt: 

etc. etc. 

Ferner folgt aus der ersten Zeile von (5.): 

(p.) 9^ = Ufl"' ^ fa - Vj' " ; 

hieraus aber folgt weiter: 

{Min ^a ^ 9>/? ^ Max !„, j Min tpß ^ tpd ^ Max q>ß, 

Dg>ß £DZa, 1 Dfpa'<{Dtpß)H, 

und zwar ergeben sich die Formeln links mittelst des Satzes (L), 
(Ib.) pg. 398, die Formeln rechts mittelst des Satzes (NI.) pg. 430. 
Dabei bezeichnet x eine positive Constante, die < 1 ist, die Si- 
tuationsconstante des Curvensystemes a in Bezug auf die Calotte 
@^. Aus den vier Formeln (q.) folgt nun weiter durch Elimination 
von ^>ß respective Dq)^: 
X N 1 Min Za ^ tpa ;^ Max Z«, 

1 D9?a'<(DZ„)x. 

Ebenso wie diese Formeln (r.) aus der ersten Zeile von (5.) 
sich ergeben haben, ebenso werden entsprechende Formeln aus den 
folgenden Zeilen von (5.) resultiren; so dass man, Alles zusammen- 
gefasst, folgende Tabelle erhält: 



Min Z« < q>a' 


< Max Za, 


Dipd 


< (i)Za) X, 


(9.) Min tpa < 9?«'" 


< Max g?a', 


Btpd" 


< (D< ) X < (DZ.) x\ 


Min (pd" < 9>a^ 


< Max q>c!'\ 


Dq>a^ 


< {Dq>r) X < (DZ«) X», 


etc. 






etc. 



\ 
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Aus diesen Formeln (9.) folgt sofort: 
(10.) lim.^«9,„(«»+i) = a, 

wo a eine hesümmte^ und zwar der Formel 

(10a.) Min I« ^ a .< Max I 

entsprechende Ccnstante vorstellt. 

Erläntening. — Will man die in (9.) 
genannten Minimal- und Maximalwerthe 
auf einer gegebenen geraden Linie, etwa 
auf der vertikalen S)-Aj:e eines recht- 
winkligen CoordinatensystemB 36, g) als 
Abscissen auftragen, so hat man zuvör- 
derst auf dieser ^-Axe zwei Punkte p 
und q zu markiren, der Art, dass die 
Abscissen (op) und (pq) respective die 



(A.) 



(B.) 



(C.) 



9 



q . . (Max Z„) 



5, ■ ■ (Max q>') 



g, - - (Max qp '") 



§.. 



p, . . (Min 9„ ) 

p, - . (Min «))„') 
p . . (Min Z„) 



Werthe von Min Z^ und Max Z^ vor- 
stellen. Da nun naph der ersten Formel 
(9.) ztoischen Min Z^ und Max Z^ «ämfii^- 
liehe Werthe von qtj also z. B. auch 
Min <p^' und Max <p^' gelegen sind, so 
werden Min q>^' und Max 9^' durch zwei 
Punkte Pi und q^ dargestellt sein, die 
beide zwischen p und q liegen. In ana- 
loger Weise folgt aus der zweiten Formel 
(9.), dass Min (pj" und Max <pj'* durch 
zwei Punkte p^ und g, dargestellt sind, 
die beide zwischen Pi und q^ liegen. In 
solcher Weise ergiebt sich eine von p aus 
aufsteigende Punktreihe: 

und andererseits ein von q aus absteigende 
Reihe: 

3» Sfii Äs» Sföi • • • ffa»+i • • • 

Zufolge der Formeln (9.) rechter Hand ist aber 

D9./-+" ^ (DZ<.)«"+S 
oder ausführlicher geschrieben: 

Max 9/" + ^) — Min 9«^*"+^^ < (Max Z„ - Min Z„) »"+* , 
oder, in die geometrische Vorstelluagsweise übersetzt: 

wo die eingeklanunerten OrOssen die gegenseitigen Abstände der betreffen- 
den Punkte vorstellen. Und diese Formel (C), in welcher % einen positiven 
ächten Bruch vorstellt, zeigt, dass jene beiden Punktreihen (A.) und (6.) 
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sich gegenseitig ins Unendliche nahem. In der That wird man, infolge 
(C), die Zahl n so gross machen können, dass der Abstand ip^n+i 9sii+i) 
kleiner wird als jedwedes noch so kleine e. • 

Beachtet man dies, und beachtet man femer, dass die eine Reihe 
beständig aufsteigt, die andere beständig absteigt, so erkennt man sofort, 
dass beide Reihen von verschiedenen Seiten her gegen einen gemeinschaft- 
lichen und völlig bestimmten Grenepunkt convexgiren, welcher g heissen mag. 

Solches constatirt, ist also 

(D.) li«,_. Min v„'.*'+*' - iog), 

nnd ebenso auch: 

(E) liiii,=„Max9„(»»+«-(oj;), 

WO (pg) die Abscisse jenes Qrenzpunktes g vorstellt. Ans diesen beiden 
Formeln (D.), (E.) folgt aber sofort, dass sämmUiche Werthe der Function 

9a**^^\ bei wachsendem n, g^gen (og) convergiren. Es eigiebt sich 
also die Formel: 

Hiermit sind, falls man (o^) sa a setzt, die Formeln (10.), (10a.) bewiesen. 

um zam Ziele zu gelangen, sind nun schliesslich an die For- 
meln (9.) noch einige einfache Bemerkungen anzuknüpfen. Nach 
der zweiten Zeile von (9.) ist: 

Min ipa ^ q>a'' ^ Max 9«'. 

Selbstverständlich ist aber auch: 

Min g)a ^ q>a < Max 9«'. 

Aus diesen beiden Formeln zusammengenommen folgt sofort, dass 
die Differenz 

ihrem absoluten Betrage nach stets ^ (Max q>a — Min tpa) d. L 
stets ^ Dipa ist. So ergiebt sich also die Formel: 

abs (ipa — 9>o"0 ^ Dg>af 
und in analoger Weise die allgemeinere Formel: 

abs (9)«(«»-^> — 9„(«»+i)) < Dfpa^^^-^\ 
oder mit Rücksicht auf (9.): 

Nach (8.) ist aber g)a^2n^i> = 9)a^*">. Somit folgt: 
(11.) abs (9)«(«») - 9)a(2»+i)^ < (2)I„) X». 

Andererseits ist nach (8.): 9)/*"^ «« 9>/9^*""^^^ folglich: 
(12.) abs (y^*«) - 9/«+^)) = 0, mithin z. B. ^ (DZ«) x\ 
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Solches constatirt ist jetzt das allgemeine Convergenstheorem 
(pg. 435) unmittelbar anwendbar auf die zu untersuchende Reihe: 

(13.) X = {V — 9>') + W — O • ■ . + (fP^*"^ — 9?(*»+'>) + ... in inf. 
Das allgemeine Glied dieser Reihe 

ist nämlich y nach (7.), eine Fundamentalfunction der Fläche ©«^y 
also auf ®afi eindeutig und stetig, und innerhalb @a^ harmonisch. 
Ausserdem besitzt dieses allgemeine Glied am Bande von ®aß Werthe, 
die, zufolge (11.)^ O-^-)} ^^^ absoluten Betrage nach; durchweg 

sind, wo i)Za und x zwei gegebene positive Constanten vorstellen 
und X < 1 ist. Zufolge jenes Convergenztheorems wird daher % nicht 
nur in jedioedem Punkte der Fläche @a/9 convergent, sondern zugleich 
auch eine Fundamentalfunction der Fläche Qaß, d, h. eine Function 
sein, die auf ®aß eindeutig und stetig, und innerhalb @aß harmo- 
nisch ist. Es bleibt noch übrig, die Werthe dieser Function % am 
Bande von @a/9 zu untersuchen. 

Man kann die Formel (13.), da ihre Congruenz erwiesen ist, 
auch so schreiben: 



{ 



{ 



" .. " * r^,' ' *l80 nach (10.): 

Z^ = lim„=« [0], ^ ^ 



(14.) X = lim.= » [(9 - 9>') + (v>" - ¥") • • • + (?><*"' - 9''*"+'0]- 
Hieraus folgl^ was den Rand a, respective den Band ß betrifft: 

Z„ = Hm,=. [(9„ - 9«') + (9,," - 9„"') . . . + (9'«<»»' - «Pa'»-+«)], 
Z^ = lim,=« [(9^ - 9,/) + (,>/' - ,,/") . . . + (<p/«) - g)^(»-+i))], 

also mit Rücksicht auf (8.): 

Z« = I« - o, 

Die von uns comtruirte Function % ist also eine Fundamental- 
function der Fläche Baß, die am Bande dieser Fläche die Werthe 
besitzt: 
(15.) ;C„ = Za-ei, und «^=0. 

Dabei bezeichnet a die durch die Formel (10.) definirte Constante, 
also eine Constante, derevk Werth^ nach (10a.), der Formel entspricht: 

(16.) Min I« ^ a ^ Max I„. 

Bemerkimg. — Man kann die hier dargelegte Constructionsmethode 
der Function % z. B. auf den spedeHen Fall anwenden, dass die auf a vor- 
geschriebenen Werthe I^ constant, etwa sämmtlich = 1 sind. Bezeichnet 
man die für diesen speciellen Fall sich ergebende Function % mit %, so 
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wird dieses % eine Fund<tment(ilfuncii(m der Fläche G^^ «ein, welche am 
Bande von ^^ß die Werthe hat: 

Daboi bezeichnet alsdann a ' eine Constante, die, zafolge (16.), der Formel 
entspricht: 1 <. a' "<^ 1 

also eine Constante, deren Werth nothwendig s» 1 ist. Solches constatirt, 
gehen aber die Formeln (£.) über in 

woraus, mit Rücksicht auf den Satz (18.) pg. 395, sofort folgt, dass die 
Function %' auf S„^ <ülentha>U)en ^ ist. 

Will man also eine Fundamen talfunction der Fläche @^^ habeD, 
welche am Rande a einen von verschiedenen constanten Werth, anderer- 
seits am Rande ß den Werth hat, so wird ein anderes Verfahren ein- 
zuschlagen sein. Und dieses soll zunächst jetzt dargelegt werden. 

Markirt man auf der gegebenen Eugelfläche zwei feste Punkte 

e und €,, so kann die monogene Function 

1 f — c 

log 

in solcher Weise festgesetzt gedacht werden, dass sie auf der ganzen 
Kugelfläche eindeutig und stetig ist, mit Ausnahme der Punkte c, Ci und 
einer von c nach c^ gehenden Linie [vgl. pg. 229, 230]. Setzt man also: 

^ — c «* re*^ und i& — Cj «= r^e*^', 
mithin log ~^-£"^ = (log ^) + <(«• — -»«O, 

so wird der reelle Theil dieser Function, d. i. log — auf der ganzen 



n 



Kugelfläche eindeutig, stetig und harmonisch sein, mit alleiniger 
Ausnahme der Punkte c und c^ [Satz (7.), pg. 390J. 

Denkt man sich also c und c^ ausserhalb ®aß gelegen, und 
zwar c innerhalb der abgesonderten (disjungirten) Galotle S^*^, und 
denkt man sich überdies um c^ (als Centrum) eine unendlich kleine 
Kreisperipherie ß^ beschrieben [vgl. die folgende FigurJ, und den 
von ß und /Sj begrenzten Theil der Kugelfläche mit @^^, bezeichnet, 
so wird der in Rede stehende reelle Theil 

(17.) Z = log ^ 

auf @^^, atisnahmslos eindeutig, stetig und harmonisch sein. Aehn- 
liches gilt daher für die Function: 

(18.) F^L^Vf^^K*) 

Es wird nämlich F auf ©^^^ eindeutig und stetig, und innerhalb 

*) Dieses V soll die auf pg. 437 festgesetzte Bedeutung haben. 
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®(fli^ harmonisch sein. Gleichzeitig wird diese Function F am 
Bande von @^^, die Werthe besitzen: 

(x.) Fß = 0, Ffi^ durchweg > 0. 

Denn F ist (ebenso wie L) im Punkte c^ posiHv unendlich, folglich 
auf der um q beschriebenen kleinen Kreisperipherie ß^ von äusserst 
grossem j und zwar positivem Werth. 

Aus diesen Eigenschaften der Function F folgt nach bekann- 
tem Satz [(17.) pg. 395], dass dieselbe auf dem innerhcdb ©^^^ be- 
findlichem Curvensystem a (d. i. a^, «g» • • • «*) durchweg > ist*); 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 

Cy.) Fa durchweg > 0. 

Die hier von uns construirte Function F ist, wie aus den an- 
gegebenen Eigenschaften folgt, eine Fundamentalfunction der Fläche 
®{iifxf fnithin (weil ©«^ ein Theil von ©^^^ ist) auch eine Funda- 
mentalfunction der Fläche ©a^. Und zwar besitzt sie am Bande 
von ©a/» [zufolge (x.), (y.)] WerOie, die den Formeln entsprechen: 

(19.) Fa durchweg > 0, und F^ = 0. 

Denkt man sich jetzt, auf Grund der Randwerthe Fa, Functionen 
0, 0', 0", ... . X genau in derselben Weise gebildet, wie früher, 
auf Grund der Randwerthe Za, die Functionen tp, (p\ g?", , * . % 
construirt wurden, so wird das so resultirende X eine neue Fun- 
damentalfunction der Fläche ©„^ sein, mit den Randwerthen: 

Xa = Fa — A, und X^ = 0, [vgl. (15.)], 

*) In der Figur ist die Zahl h wieder = 4 gesetzt. 
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wo A eine der Formel 

Min Fa<A^ Max F«, [vgl. (16.)], 

entsprechende Constante vorstellt. Aas dieser letzten Formel folgt 

mit Rücksicht auf (19.) sofort, dass ^ > (niemals = 0) ist. 

Subtrahiren wir nun die Function X von F, so erhalten wir 

eine Fundamentalftinction F — X der Fläche ®aß, f^it den Band- 

werthen: 
(20.) Fa-Xa = Ä>0, und Ffi — Xfi = 0. 

Addiren wir jetzt endlich die mit -r multiplicirte Function JF — X 

hinzu zu der früheren Function % (15.), so erhalten wir eine neue 
Fundamentalfunction der Fläche @a^: 

(21-) V=Z + 2(^-X) 

mit den Bandtverthen: 
(22.) Va = I«, und V^ = 0. 

Hiemit aber sind wir, was die Beantwortung der ursprünglich 
vorgelegten BVage (3.) betrifft, zu folgendem Satz gelangt: 

Sind am Rande a der Fläche ©„^ irgend welche {stetigen) Werlhe 
Z« in beliebiger Weise vorgeschrieben, so lässt sich, falls die in (3.) 
genannte Vorausseteung erfüllt gedacht wird, stets eine Fundamental' 
(23.) fundion Y der Fläche ©«^ construiren, welche an jenem Bernde a die 
daselbst vorgeschriebenen Werthe Za besitzt, andererseits aber am Bande 
ß durchweg = ist 

In ganz analoger Weise wird sich nun offenbar eine zweite 
Fundamentalfunction V der Fläche @a/9 construiren lassen, welche 
umgekehrt am Rande a durchweg «» ist, andererseits aber am 
Rande ß beliebig vorgeschriebene (stetige) Werthe £^ besitzt 
Demgemäss wird alsdann 

(24.) Q = v|/ + Y' 

eine Fundamentalfunction der Fläche @a^ sein, mit den Rand werthen: 

(25.) Q« = Z«, und Q^ = Z^, 

so dass man also zu folgendem Resultat gelaugt: 

Resultat. — Es sei @ irgend ein von beliebig vielen Curven be- 
grenzter Tlieil der gewöhnlichen einblättrigen Kugelfläche. Irgendu:o 
im Innern von @ werde eine Calotte aus der Fläche © herausgenommefi, 
(26.) und die so entstehende neue Fläche mit % bezeichnet, Älsdofin wird 
man, falls irgend welche Methode zur Lösung der Fundamentedaufgabe 
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(20.) pg. 396 für die ursprüngliche Fläche © hekaniü ist, diese 
Fundamentalaufgäbe stets auch für die neue Fläche % zu lösen im 
Stande sein. Dabei sind @ und % respective substituirt an Stelle 
der bisherigen amstandlicheren Bezeichnungen @a und ®aß» 

Jene Fundamentalaufgabe ist nun aber [Satz pg. 430] los- 
bar ftir jedwede Cälotte der Kugelfläche. Durch successive Anwen- 
dung des soeben gefundenen Satzes (26.) ergiebt sich daher^ dass 
sie auch lösbar ist für einen von 2 oder 3 u. s. w. Kreisen be- 
grenzten Theil der Kugelfläche. Also der 

Satz. — Die Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 ist lösbar für 
(27.) einen von beliebig vielen Kreisen begrenzten Theil der einblättrigen 
Kugdfläche. 

Mit andern Warten: Für jeden solchen Theil sind die Funda- 
mentalfunctionen construirbar für beliebig vorgesdiriebene {stetige) Band- 
werthe. 

Es sei jetzt eine w- blättrige Normalzone mit den Randcurven 
a und ß gegeben [vgl. die Definition pg. 426]. Construirt man 
diejenigen beiden Tangen tialkegel der Kugelfläche, deren Contact- 
curven respective mit a und ß zusammenfallen, und bezeichnet man 
mit c und c diejenigen beiden Punkte, in denen die Kugelfläche 
von einer durch die Spitzen der beiden Kegel gelegten geraden 
Linie geschnitten wird, so kann offenbar jene Normalzone mittelst 
der Substitution: 

z — c ^ 

z — c 

umgewandelt werden in eine in der S- Ebene liegende, von zwei 
concentrischen Kreisen begrenzte einblättrige Fläche [vgl. die Betrach- 
tungen pg. 428, 429]. 

Denkt man sich nun am Rande der Normalzone d. i. längs a 
und ß irgend welche (längs a und ß stetige) Werthe Z vorgeschrie- 
ben, so wird die diesen Z's entsprechende Fundamen talfunction U 
der Zone ein und dieselbe sein, einerlei ob man die Zone in ihrem 
ursprünglichen Zustande verharren, oder ob man sie, mittelst der 
angegebenen Substitution, in jenen einfacheren einblättrigen Zustand 
übergehen lässt. Für den letztem Zustand ist aber die Fundamen- 
talfunction U wirklich construirbar zufolge des Satzes (27.). Gleiches 
gilt daher auch für den erstem. Man gelangt somit zu folgen- 
dem Satz. 
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Satz Über die Normalzone. — Sind an den Bändern a und ß 
einer Normalzone [vgl. die Definition pg. 426] irgend tpclche längs 
a und ß stetige Werthe Z vorgeschrieben , so vnrd die diesen Z'5 su- 
(28.) gehörige Fundamentalfunction der Zone stets construirhar sein. 

Mit andern Worten: Es wird stets eine Function canstruirbar 
sein, weldie auf der Zone eindeutig und stetig, innerhalb derselben 
harmoniscJi, und am Rande derselben identisch mit jenen T's ist. 

§3. 

Adjiinctive oder combinatorische Methoden snr Bildiing der 

Fandamentalfunotionen. 

Man kann zwei gegebene Flächen 9 und 93 so aufeinander legen, 
dass theil weise Deckung stattfindet. Man kann sodann die sich 
deckenden Flächentheile mit einander verschmelzen lassen, und hier- 
durch jene Flächen Ä und 83 in eine einzige Fläche verwandeln. 
Diese letztere Fläche mag die aus 9( und 93 conibinirte Fläche ge- 
nannt, und mit {% 83) bezeichnet werden. Ich werde nun im Fol- 
genden zeigen, dass in vielen (noch näher anzugebenden) Fällen die 
Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 für die combinirte Fläche (% 99) 
stets lösbar ist, falls man nur in Besitz irgend welcher Methode 
ist zur Losung derselben für die einzelnen Flächen Sl und 83. 

Zwei Kreisflächen 81 und 83 können der Art zur theilweisen 
Deckung gebracht werden, dass ihre Randcurven einander sdmeiden. 
Alsdann repräsentirt das Deckungsgebiet einen Abschnitt (Segment) von 
31, und ebenso auch einen Abschnitt der Fläche 83. Analoges ist 
zu bemerken über zwei Calotten 8t und 83, vorausgesetzt, dass sie 
von einerlei Krümmung, dass sie also Theile von Kugelflächen sind, 
die denselben Radius besitzen. Die aus den beiden Kreisflä4iien re- 
spective aus den beiden Calotten combinirte Fläche (81, 83) wird 
alsdann offenbar eine einzige in sich zurücklaufende Randcurve be- 
sitzen, die zusammengesetzt ist ans einem Theil des Randes von 8( 
und aus einem Theil des Randes von 83. — Andererseits aber kann 
man zwei solche Calotten 81 und 83, falls die Summe ihrer sphä- 
rischen Radien > 180^ ist, auch der Art zur theilweisen Deckung 
bringen, dass ihre Randcurven einander nicht schneiden. Alsdann 
repräsentirt das Deckungsgebiet einen Gürtel (Zone) von 81, und 
ebenso auch einen Gürtel der Fläche 83. Und gleichzeitig wird 
alsdann die combinirte Fläche (8(, 83) nichts Anderes sein, als die 
ganze volle Eugelfläche. — Diesen Beispielen entsprechend sind 
also zwei Fälle zu unterscheiden: 
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Erster Fall: Die Verschmelmng zweier Flächen Sl und 95 

(A.) findet in solcher Weise statt, dass das Verschmelmngsgebiet durch irgend 

welche Abschnitte der Fläche 8, und ebenso auch durch irgend welcJw 

Abschnitte*) der Fläche 95 dargestellt ist. Alsdann mag die Ver- 

Schmelzung selber eine ab schnitt förmige heissen. 

Bei Behandlung dieses Falles werde ich stets voraussetzen, dass 
(A •) die Randcurven von S( mit denen von 93 nirgends in Berührung 
sind; dass vielmehr diese Curven in jedem Punkte, den sie mit ein- 
ander gemein haben, einander schneiden; so dass also in jedem 
solchen Punkte die von den Curven gebildeten Winkel von ver- 
schieden sind. 

Zweiter Fall: Die Verschmelzung zweier Flächen ?l und 95 findet 
in solcher Weise statte dass das Verschmelzungsgebiet einen Gürtel 
(B.) der Fläclie Sl, und ebenso auch einen Gürtel der Fläche 93 repräsen- 
tirt. Alsdann mag die Verschmelzung selber eine gürtelförmige ge- 
nannt werden. 

§4. 

Erste combinatorisohe Methode, (abachnittförmige 

Verschmelzung). 

Es sei 9 irgend ein Theil der gewöhnlichen einblättrigen Kugel- 
flädie, doch mag (der Einfachheit willen) diese Fläche St nur eine 
Randcurve besitzen. Mit dieser Fläche % mag irgend eine einblättrige 
Calottc 95 abschnittförmig verschmolzen, und die so entstehende neue 
Fläche mit ($(, 95) bezeichnet sein. Es sei nun, une wir express 
voraussetzen, irgend eine MeUiode bekannt zur Lösung der Funda- 
(1.) mentalaufgäbe (20.) pg. 396 für die ursprünglich gegd>ene Fläche Ä. 
Es soll untersucht werden, ob man alsdann diese Aufgäbe vielleicht 
auch für die combinirte Fläche (%, 95) z^i lösen im Stande ist. Es 
soll also eine FundamentcUfunction der neuen Fläche (Ä, 95) zu con- 
struiren versucht werden, die am Bande dieser Fläche belidng vor- 
geschriebene stetige Werthe Z besitzt. 

Die Theile, in welche die Randcurven von Ä und 95 einander 
gegenseitig zerschneiden, mögen a, ß, y, d heissen, der Art, dass 
die Randsegmente der Fläche ^ mit a, y, die der Fläche 93 mit 
ßy d, endlich die Randsegmente des Verschmelzungsgebietes mit 
a, ß benannt werden; wie solches deutlicher angegeben ist in den 
folgenden Zeichnungen.' 

*) Die Anzahl dieser Abschnitte ist z. B. »» 1 ia der Figur pg. 448 Unker 
Hand. Hingegen ist dieselbe — 2 in der Figur rechter Hand. 
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(2.) 



(3.) 





Diese Figuren, in denen die Yerschmelzungsgebiete durch Schraffi- 
rung hervorgehoben sind, beziehen sich auf den Fall, dass die 
llandcurven von S( und S3 einander 2 mal oder 4 mal schneiden'^). 
Analoge Figuren kann man sich leicht vorstellen ftir den Fall einer 
6 maligen, 8 maligen u. s. w. Durchschneidung. Den Randsegmenten 
a, ß^ y, d entsprechend kann man die Flachen %, S3 und (t[, SB) 
folgendermassen benennen : 

a = iSay, 93 = @,j, («, 93) = ®y,, 

während gleichzeitig das [in der Figur schraffirte und im Allge- 
meinen aus mehreren Stücken bestehende] Yerschmelzungsgebiet 
mit ®a(} za bezeichnen ist. 

Die vorgeschrid^enen Z's befinden sich am Rande der combinirtm 
Fläche (Sl, 93) = ©yj, d. i. in den Curven y, d; so dass also z. B. 
die Curven a, ß von diesen Z's völlig frei sind. Wir wollen nun 
aber diese Curven a, ß ebenfalls mit solchen Werthen versehen, 
dieselben ganz willkürlich wählen, und ebenfalls mit Z bezeichnen. 
Nur mag dabei dafür Sorge getragen werden, dass diese den Curven 
a, ß zuertheilten auxüiären T's in stetigem Zusammenhang sind so- 
wohl untereinander wie auch mit jenen vorgeschriAenen Z's der 
Curven y, d; so dass also Z z. B. eindeutig ist in jedem der Schnitt- 
punkte g [vgl. (2.)]. 

Die Fundamentalfunctionen U und V der Flächen % "= ©«^ und 

*) Die beiden Schnittpunkte Bind in der Figur linker Hand mit g bezeich- 
net. Desgleichen mögen die vier Schnittpunkte in der Figur reMs ebenfalls 
mit g bezeichnet gedacht werden. 
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85 = ©^<f sind ohne Weiteres construirbar [die einen auf Grund der 
Voraussetzung (1.)^ die andern zufolge des Satzes pg. 430]. Dem- 
gemäss kann man also der Reihe nach folgende Functionen tpj il^j 
9?', iffj q>\ if/'y . . . construiren: 



(4.) 



g?" = g?' + CT«' V^'-y , 
etc. 
Zugleich werde gesetzt: 

CO = g) — if;^ 



etc. 



(5.) 



CD 



CD 



= 9 — Af', 
ff , /f 

etc. 

Bemerkung. — Hier ist z. B. unter TT"' ^"^ diejenige Pundamental- 
Fanction der Fläche 9C zu verstehen, welche auf a die Werthe ^ — 9 be- 
sitzt, andererseits aber auf y überall a. ist.* Demgemäss könnte der 
Einwand gemacht werden, dass dies keine eigentliche Fundamentalfunction 
sei, da bei einer solchen die yorgeschriebenen Randwerthe immer stetig 
sein müssten; was hier nicht der Fall sei. 

Dieser Einwand verschwindet offenbar, sobald wir zeigen können, 
dass ^ — 9 in den zwischen q und y vorhandenen Grenzpunkten g ver- 
schwindet. — Nun ist nach der ersten Zeile der Formeln (4.): 9=1, 
ebenso ^^ == I^, mithin ^^ — 9^ = 0. Q, e. d. 

Aus den Formeln (4.) Ergeben sich ohne Mühe folgende Rela- 
tionen: 



(6.) 9a = ta, 

ff , f 

etc. 



tfi = 9fif 

t/i =9ß, 
etc. 



t6 = ^cT = Xd, 

etc. 



9y = ^y> 

9y = 9^/ = ^Y> 

ff ' T" 

9y =9y = ^Y* 

etc. 
Ferner ergiebt sich aus der zweiten Zeile von (4.): 

9ß = <)P/? + üß"' ^•-^, *«' = *« + VJ^ v-^ 

also, weil nach (6.) g?^ = ^^' und ^a «= g?«' *s^; 

also, mit Rücksicht auf (5.) 

(7.) (Oß = - ü>«' ", (Oa = — F«/»' «-. 

Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf die Sätze (Ic.) pg. 399 und 
(Nn.) pg. 431: 

(8.) Max abs cd/ < Max abs (Oa, Max abs (Oa < (Max abs coß) A; 
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dabei bezeichnet A ciae positive Ccnstcmte, die < 1 ist^ die SUua- 
tionsconstante des Curvensystems a in Bezug auf die Caloite 93 «» @^^ 
Ebenso wie die Relationen (8.) aus der gtveiten Zeile (4.) ent- 
- standen sind, ebenso ergeben sich analoge Relationen aus den fol- 
genden Zeilen (4.), so dass man , Alles zusammengenommen, und M 
zur Abkürzung für Max abs gesetzt^ zu folgenden Formeln gelangt: 

Mco/ ^ Mcsa , M&a ^ {Mciß ) A, 

(|.) MiQf < MiX)a , Ma)a" ^ {Mg}/ ) A, 

M(Oß"< Ma)a', Ma)a''^ (Mcd/') A, 

etc. etc. 

Hieraus folgt; indem man die Gleichungen von Neuem hinschrei- 
bendy die grossere der beiden Constanten MiOa, Mwß mit M be- 
zeichnet, und dabei jede Gleichung mit Rücksicht auf die vorher- 
gehenden umgestaltet: 

Ma>/ ^M, M(Oa :^MA, 

M(o/' <MA, Moa" <MA, 

Jf ©/" < MA, M&a" ^ MA^ 

Md^^^ <: MA^ Ma}a^ < MA*, 

etc. etc. 

mithin allgemein: 

Jf ai^(«H-i) < M A9, ilf toa<^i) <: M AH-i . 

Diese vier letzten Formeln aber kann man, unter Verstärkung der 
darin enthaltenen Ungleichheiten, einfacher so schreiben: 

oder, ausführlicher dargestellt: 

(9.) Max abs (d^C) £ M (l/Ä)**"', Max abs cd„C) ^ M (V^Ä)"""' . 

Solches constatirt, bilden wir jetzt die Reihe: 

(10.) O = <p + (<p' - <p) + (<p" - <p') • • • + (<P^"+'^ — 9>^"0 + . • . in inf., 
eine Reihe, auf welche das allgemeine Convergenztheorem [pg. 435] 
unmittelbar anwendbar ist. Das allgemeine Glied der Reihe: 

ist nämlich nach (4.) eine Fundamentalfunction der Flache % =• ©«y; 
und besitzt am Rande derselben nach (6.) und (5.) die Werthe: 



{: 



t 
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woraus mit Rücksicht auf (9.) folgt: 

Max abs ((pj-+^) - tpj-)) £ M (YIT"', 

Max abs (gj/^+D — 9/«)) = 0, mithin z. B. ^ Md/X)"""^ ; 

dabei bezeichnen M und Yx zwei gegebene positive Constanten, und 
zwar ist |/Ä < 1. 

Zufolge des genannten Theorems [pg. 435] wird daher das in 
(10.) angegebene O nicht nur für jedweden Punkt der Fläche 81 con- 
vergent, sondern zugleich auch eine Fundamentalfunction dieser Fläche 
sein. Jenes O aber kann^ nachdem seine Convergenz constatirt ist, 
offenbar auch so geschrieben werden: 

= Hm„=,ao [9 + (v — V) + (v" — 9') • • • + (9^"+^^ — ^'^"O]? 
d. i. = limn=Qo 9?^""*"^^ oder, was auf dasselbe hinauskommt: 

(Ha.) O «i lim„=.ao 9>(»>. 

Hieraus folgt, weil, nach (6.), gjy == g?/ = 9/' «=,.. = Z^ ist, sofort: 

(IIb.) 0y = Zy. 

In analoger Weise lassen sich offenbar die Functionen tifj ^',^'', ... 
behandeln; so dass man also zu folgendem Resultat gelangt: Wird 

(12.) = limn« 9>^"> und W = lim»«« ^^»^ 

gesetzt, so repräsentirt O eine Fundamentalfunction der Fläche 8, 
andererseits Y ««c Fundamentalfunction der Fläche 83. Und zwar 
entsprechen diese Functionen den Formeln: 

(13.) % = ^Y wnd Yd = Zcj. 

und V sind daher z. B. auch Fundamentalfunctionen des- 
jenigen Gebietes ®afi, in welchem S( und 93 einander decken. Nun 
ist nach (12.) und mit Bücksicht auf (5.): 

(14.) — V = limn=,« a)(»). 

Die €9, €ü'y o", . . . o^**), . . . aber sind Fundamentalfunctionen des 
Gebietes @a/^> und entsprechen zugleich am Bande von @a^ den 
Formeln (9.). Nach dem allgemeinen Convergenztheorem [(16.) 
pg. 436] wird daher lim,.=«, o^") für jedweden Punkt der Fläche ©«^^ 
verschwinden. Die beiden Functionen O, V sind demgemäss, nach 
(14.), auf der Fläche @a/* unter einander identisch, und repräsentiren 
also zusammengenommen eine einzige die ganze Fläche (9[, S3) oder 
@j,j bedeckende Function Q. 
Die in solcher Weise 

fauf a durch Q = O, 
auf 85 durch Q = V 

29* 
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definirte Function Q ist eine Fondamentalfonction der Flache 
(91, 93) = @y(f, und am Rande dieser Fläche identisch mit den da- 
selbst vorgeschriebenen Z's; wie solches aus dem Satze (12.), (13.) 
sofort folgt. Demgemäss repräsentirt also die Fundion Q die Losung 
der zu Anfang dieses Paragraphs in (1.) gestellten Aufgabe, 

Die Voraussetzung, dass 9 nur eine Bandcurve besitzt, ist nur 
der Bequemlichkeit willen eingeführt. Man kann dieselbe ohne Wei- 
teres fallen lassen. Ebenso habe ich auch, nur der hequemeren An- 
schauung willen, im gegenwärtigen Paragraph auf einblättrige Flächen 
mich beschränkt. In der That sind alle Betrachtungen und For- 
meln dieses Paragraphs, wie man nachträglich leicht übersieht^ ohne 
Weiteres auch anwendbar auf mehrblättrige Flächen; so dass man 
also zu folgendem Resultat gelangt: 

Satz. — Es sei % ein von beliebig vielen Randcurven begrenzte 
Theil einer ein- oder mehrblättrigen Biemann^ sehen Kugdfläche. 

Denkt man sich nun diese Fläche 81 mit irgend einer Normal- 

(16.) calotte 83 abschnittförmig verschmolzen [vgl. die Definition (A.), 

(A'.) pg. 447], so tvird die Fundamentedaufgabe [pg. 396], faUs sie 

für die ursprüngliche Flädie % lösbar ist, stets auch lösbar sein ßr 

die durch jene Verschmelzung entstehende neue Fläche (31, SJ). 



(17.) 



§5. 

Zweite oombinatorisohe Methode, (gürtelförmige Verschmelzung). 

Wir wollen auch hier mit möglichst einfachen, anschaulichen 
Fällen beginnen. Es sei 31 ein von zwei Randcurven a und y be- 
grenzter Theil der einblättrigen Kugelfläche, ferner S3 eine einblätt- 
rige Calotte mit der Randcurve /3. Endlich sei (S(, 93) diejenige 
neue Fläche, welche aus Sl und 83 durch gürtelförmige Verschmelzung 
[vgl. die Definition (B.) pg. 447] entsteht; wie solches näher ange- 
geben ist in der folgenden Zeichnung: 
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Demgemäss werden die Flächen ü, S3 und (^, S3) nach ihren Band- 
curven folgendermassen zu bezeichnen sein: 

(18.) IC = @„y, » = @^, («,iB) = @y, 

während gleichzeitig das [in der Figur schrafßrie] Verschmelzungs- 
gebiet mit @a/9 zu benennen ist. 

Es sei nun, wie wir voraussetzen, irgend welche Methode he- 
(19.) hannt zur Lösung der Fundamentalaufgabe [pg. 396] fiir die ursprüng- 
liche Fläche fL. Es soll untersucht werden, ob man alsdann diese 
Aufgabe auch für die neue Fläche (9[, S3) zu lösen im Stande ist 

Man kann hier Schritt für Schritt dieselben Betrachtungen und 
Formehl wie im vorhergehenden Paragraph von (4) bis (7.) wieder- 
holen , wobei nur die Formeln mit dem Index 8 gegenwärtig zu 
unterdrücken sind. Auf die Formeln (7.) 

(20.) a>/ Uß-^ % a>„' VJ^^ 

ist aber gegenwärtig ein anderes Bäsonnement anzuwenden, unter Be- 
nutzung der Sätze (ü.) pg. 402 und (Ic.) pg. 399. Mittelst dieser 
Sätze erhält man: 

(21.) Max abs m^^' <. (Max abs (d«) X, Max abs coa ^ Max abs iofi ; 

dabei repräsentirt X eine positive Constante, die < 1 ist, die Situ^a- 
tiansconstante der Curve ß in Bezug auf die Fläche K = @ay Be- 
handelt man diese Formeln (21.) ähnlich wie vorhin die Formeln 
(8.), so gelangt man zu ähnlichen Besultaten wie damals, nämlich 
zu den mit (9.) übereinstimmenden Formeln: 

(22.) Max abs ©/-) £ M (}/Ä)*-' , Max abs cDa("> < M (j/X)'^' ; . 

so dass man hierdurch von Neuem in das Geleise des vorhergehen- 
den Paragraphs hineingelangt. Demgemäss wird auch das Endresul- 
tat dem damaligen analog, nämlich durch folgenden Satz ausge- 
drückt sein: 

Satz. — Es sei Ä ein von beliebig vielen Bandcurven begrenzter 
TheU einer ein- oder mehrblättrigen Riemann'schen Kugelfläche. 

Denkt man sich nun diese Fläche Ä mit irgend einer Normal- 
(23.) calotte 83 gürtelförmig verschmolzen [vgl die Definition (B.) pg. 447], 
so wird die Fundamentalaufgabe [pg. 396] , falls sie ßr die ursprüng- 
liche Fläche % lösbar ist, stets auch lösbar sein ßr die durch jene 
Verschmelzung entstehende neue Fläche (Ä, 83). 

Bemerkimg. — Der Uebergang von (20.) zu (21.) stützt sich auf den 
Satz (IL) pg. 402; für die Anwendbarkeit dieses Satzes ist aber erforder- 
lich, dass die Fläche % mindestens zwei Bandcurven besitzt. Demgemäss 
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scheint also der vorBtehende Satz nur dann richtig zu sein, wenn % min- 
destens ztoei Bandcarven hat. 

Trotzdem aber ist dieser Satz (23.), auch ohne eine derartige Re- 
striction, völlig correct. Denn wenn die Fläche 9C nur eine Randcurve hat, 
so wird offenbar die combinirte Fläche (?(, 99) eine geschlossene sein. Die 
FundamentalfuDctionen einer geschlossenen Fläche sind aber in der Tbat 
construirbar, nämlich dargestellt durch lauter Constanten [vgl. (20'b.) 
pg. 396]. 

§ 6. 

Anwendung der Resultate der beiden vorhergehenden Faragrsphe. 

Es sei 91 irgend eine Riemann'sche n-blättrige Kugelfläche mit 
beliebig vielen Windungspunkten und Uebergangslinien. Irgend einer 
dieser Windungspunkte mag c heissen und m- blättrig sein (also 
w ^ n). Um c werden sich alsdann zwei nach m Umgängen in 
sich zurücklaufende Kreislinien a und ß beschreiben lassen, der Ari^ 
dass der von a und ß begrenzte Flächentheil eine m-blättrige Nor- 
malzone ®aß repräsentirt. Dabei mag a die ätissere und ß die in- 
nere Bandcurve dieser Zone vorstellen. Ueberdies mögen die beiden 
Theile, in welche 91 selber durch ß zerlegt wird, mit 9l^<^) und St^y 
bezeichnet werden, der Art, dass 91^^"^^ den Punkt c enthält. Die 
ganze Fläche 91^^ kann alsdann angesehen werden als eine Erwei- 
terung der Zone ©«^ «Jer a hinaus. Und zwar kann diese Erwei- 
terung dadurch bewerkstelligt werden, dass man @a^ successive 
theils mit ein-, theils mit mehrblättrigen Normalcalotten verschmel- 
zen lässt. 

Für die Zone Saß ist aber die Fundamentalaufgabe losbar 
[Satz pg. 446]. Lässt man also jene Verschmelzungen in solcher Weise 
stattfinden, dass sie durchweg theils äbschniUßrmige, theils gwid- 
förmige sind [vgl. die Definitionen (A.), (A'.), (B.) pg. 447], so wer- 
den die Sätze (16.) und (23.) von Augenblick zu Augenblick an- 
wendbar sein; woraus folgt, dass jene Fundamentalaufgabe f&r die 
durch diese Verschmelzungen schliesslich resultirende Fläche 91^^ 
ebenfalls lösbar ist. 

Genau dieselben Betrachtungen sind natürlich auch dann an- 
wendbar, wenn man für c einen gewöhnlichen Punkt nimmt (die Zahl 
m ist alsdann «» 1); so dass man also zu folgendem Satz gelangt: 

Satz. — Die Fundamentalaufgabe [pg. 396] ist lösbar fiir jeden 

(24.) von einer Kreislinie hegrenzten Theil einer Riemann'schen Kugdfläche; 

wobei es gleichgültig ist^ ob diese Kreislinie eine gewöhnliche oder aber 

eine solche ist, die erst nach mehreren Umläufen in sich eurücJckd^rt 

In analoger Weise ergiebt sich offenbar auch folgender 
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Allgemeinerer Satz. — Jene Fundamentalaufgabe ist lösbar fm 
einen von beliebig vielen Kreislinien begreneten Theil einer Eiemann- 
(25.) sehen Kugelfläche, 

Dies ist derselbe Satz, der speciell für die einblättrige Eu gel- 
fläche schon früher gefunden wurde, in (27.) pg. 445. 

§ 7. 

Ueber die Constroirbarkeit reeller Functionen mit 

Torgesohriebenen Unstetigkeiten. 

Auf einer Riemann'schen n-blättrigen Kugelfläehe 91 sei irgend 
eine m-blättrige Normalcalotte % abgegrenzt (mithin m < n); femer 
sei auf % eine monogene Function von z =^ x -^^ iy gegeben: 

(1.) r W = J"* + iG*, 

welche innerhalb S/i mit irgend welchen Unstetigkeitsstellenf) behaftet, 

hiervon abgesehen aber auf % eindeutig und stetig ist. 

Es ist wohl za beachten, dass diese Fanotion f*(js) lediglich auf % 
gegeben sein soll. Ihre sonstigen Werthe sind also als nicht vorhanden, 
respectiye als unbekannt zu betrachten. F* '^ F*(x, y) soll den reellen, 
und iG* = iG*(x^y) den rein imaginären Theil der Function bezeichnen. 

Der Rand der Calotte 9[ wird dargestellt sein durch eine nach 
m Umläufen in sich zurückkehrende Kreislinie a. Da nun die Un- 
Stetigkeitsstellen Yonf*(is) innerhalb % liegen sollen^ so kann inner- 
halb % eine zweite nach m Umgängen in sich zurückkehrende Kreis- 
linie ß cdhstruirt werden ; in solcher Weise, dass die durch a und 
ß begrenzte Normalzone &aß von jenen Unstetigkeitsstellen völlig 
frei ist. 

Solches ausgeführt gedacht^ sind alsdann f*, F*, G* auf ©«^ 
(2.) eindeutig, stetig und harmonisch. Markirt man also z. B. innerhalb 
(Saß irgend zwei Punkte Zq und 0^, so wird für die zugehörigen 
Werthe von Cr* die Formel gelten: 

die Integration erstreckt über eine beliebige von jSq nach z^ gehende; 
jedoch innerhalb Saß bleibende Curve 6. Lässt man die Curve 6 
zwischen den beiden Bändern a und ß weiter und weiter fortlaufen, 
bis sie schliesslich nach m Umgängen in sich zurückkehrt; also z^ 
in Zq liineinfallt; so erhält man: 

t) Diese Unstetigkeitsstellen können theils Fimkte theils Linien sein. 
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wofür man mit Bücksicht auf die bekannten zwischen F* und G* 
stattfindenden Relationen auch schreiben kann: 



(8.) 



-f.i^ "y - '-^ ^'') ■ 



Dies vorausgeschickt^ stellen wir uns jetzt folgende Aufgabe: 
Es soll versucht toerden, eine reelle Function Q = Q (ic, y) zu con- 
struiren, von solcher Beschaffenheity dass Q, abgesehen von jenen inner- 
(4.) halb % liegenden Unstetigiceitsstellen der Function F*, auf 91 eindeu- 
tig, stetig und harmoniscii ist, femer von solcher Beschaffenheit , dass 
die genannten drei Eigenschaften innerhalb Ä der Differenz Q — F* 
anhaften. 

Die Kreislinie a zerschneidet die ganze Fläche 91 in zwei Theile. 
Von diesen beiden Theilen ist derjenige^ welcher die Zone @a^ ent- 
hält, mit 9[ bezeichne! Andererseits aber zerfallt die unversehrte 
Fläche 91 durch die Kreislinie ß ebenfalls in zwei Theile , und von 
diesen mag der die Zone ®afi enthaltende mit S3 bezeichnet sein. 
Die beiden Flächen % und S3 besitzen dann im Gebiete @a/9 eine 
gürtelförmige Deckung und liefern bei ihrer Verschmelzung die ganze 
Fläche 91; wie solches einigermassen angedeutet ist durch die bei- 
stehende Figur. 

Allerdings kann diese Figar eine 

deatliche Yorstellong der wirklichen 

YerhältnisBe nnr für den speciellen Fäll: 

m := 1 liefern. Denn es ist im Auge 

zn behalten, dass die Curven a, a^ ß 

im Allgemeinen mehrere, nämlich m 

Umgänge machen, bevor sie in sich 

zarückkehren. 

Die Fundamentalfunctionen ü 
und V der Flächen Ä und S3 sind 
[zufolge der Sätze pg. 454, 455] ohne 
Weiteres construirbar, für beliebig 

vorgeschriebene Randwerthe, Hiervon Gebrauch machend, wollen 
wir nun, was die Lösung unserer Aufgabe (4.) betriflPk, folgende 
Functionen construiren: 







(5.) <p = F* — U"'^', 

femer folgende: 



(6.) 



9)' =9) + [/^'V'-9^ 

etc. 



^" = ^' + V^'V'-y^\ 
etc. 



(7.) 
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und überdies setzen: 

(O = {p — tff 

etc. 
Ans (5.), (6.) ergiebt sich sofort: 

g>a =0, ^^ = 0, 

(8.) 9«' = ta, V = ^ßy 

etc. etc. 

Ferner ergiebt sich ebenso wie früher aus der ersten Zeile (6.): 

9ß = 9ß +. D>"''^-^, *«' = *« + F/'V-v^, 

also, weil nach (8.) <pß = V'/ ^nd ^^ = 9>a' ist: 

<JP/ = V+ f^/'^"^, ^«' = 9a + F/'V-V', 

also mit Bücksicht auf (7.): 

(9.) (d/ ü"^«'-, a)a' = — Fa/»'". 

Soweit ist das eingeschlagene Verfahren ziemlich ähnlich dem 
früheren auf pg. 449. Von hier ab tritt nun aber im Vergleich mit 
damals eine wesentliche Abweichung ein, die ihren Grund hat in den 
hier vorliegenden schwierigem Verhältnissen, Zuvörderst * ergeben 
sich aus (9.) die Formeln: 

(10.) Do}/ < (DOa) X, D(0'a£D(0ii', 

und zwar ergiebt sich die Formel links mittelst des Satzes (NI.) 
pg. 430, die Formel rechts mittelst des Satzes (Ib.) pg. 399. Dabei 
bezeichnet x eine positive Constante^ die < 1 ist, die Situationscon- 
stante der Curve ß in Bezug auf die Normalcalotte K. 

Ebenso wie diese Formeln (10.) aus der ersten Zeile (6.) abge- 
leitet sind, ebenso ergeben sich analoge Formeln aus den folgenden 
Zeilen (6.); so dass man im Ganzen folgende Belationen erhält: 

(11.) Do/' < {D(Oa) X, D(x}d'< 2>cj/, 

etc. etc. 

Diese Formeln nun können genau ebenso behandelt werden, wie 
die Formeln (£.) pg. 450. Man erhält alsdann die mit (ij.) pg. 450 
analogen Formeln: 

(12.) D V^ < A {}^y^\ DcD„(») ^ A {Y^Y"^ ; 
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dabei ist unier A die grössere der beiden Constanten D&a und D&ß 
zu verstehen. 

Es lässt sich jetzt; wie sogleich erläutert werden soll, nack- 
weisen^ dass unter den Werthen^ die o^") längs der Kreislinie a be- 
sitzt, mindestens einer vorhanden sein wird, der = ist. Wenn 
(13a.)aber eine Function innerhalb eines gegebenen Spielraums irgendwo 
= ist, so wird offenbar ihr absolut grösster Werth innerhalb die- 
ses Spielraums stets Meiner sein als ihre SchuHinkung innerhalb des 
genannten Spielraums, höchstens d)enso gross. Somit folgt also: 

Max abs co«^") < DcoJ^K 

Ferner lässt sich, wie ebenfalls sogleich erläutert werden soll, na/di- 
{ldh,)weiseny dass unter den Werthen, die cd^") längs ß besitzt, mindestens 
einer = ist; woraus alsdann wiederum folgt: 

Max abs o^^") <^ Da^^^K 
Aus diesen beiden Formeln folgt aber mit Bücksicht auf (12.): 

(14.) Max abs cd/«) < A (l^**"' , Max abs a}«(») ^ A (V^)*"' . 

Erläutenuig zu (18a.) nnd (18b.). — Die Fanctionen <p — F^^ 7'— 7t 
fp'* — tp'^ . . . sind naoh (5.), (6.) lauter U% d. i. lauter Fundamentalfnoc- 
tionen der Fläche 9L Desgleichen sind nach (6.), (6.) die Fanctionen ^, 
ip'-^^, ip" — 1^', . . . lauter F's, d. i. lauter Fundamentalfunctionen der 
Fläche 9. Die einen sind also innerhalb f[, die andern innerhalb 9 ein- 
deutig, stetig und harmonisch. Und hieraus ergehen sich sofort [vgl. 
(8.) pg. 391] die Formeln: 

etc. etc. 

wo ff die schon früher hesprochene, z. B. in der Formel (3.): 

auftretende Curvef) vorstellt. Aus den Formeln (A.) erhält man dqh 
durch successives Addiren, und mit Rücksicht auf (B.): 



ff 



(C.) 



etc. etc. 



t) Auch in der Figur pg. 456 ist diese Gurre ff angedeutet. 



iD.) 



(E.) 



(F.) 
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Dies yorangeschickt, wollen wir jetzt die die Curve er enthaltende 
m-blättrige Normalzone @^^ mittelst der Substitution 

- — ^-r 

in eine auf der £- Ebene liegende, von zwei concentrischen Kreisen be- 
grenzte, einblättrige Fläche übergehen lassen. Zu diesem Zweck sind die 
Punkte c und c^ respectiye auf 9 und S3 der Art zu wählen, dass sie in 
gerader Linie liegen mit den Spitzen derjenigen beiden Tangentialkegel, 
deren Gontactcurven durch a und ß dargestellt sind. 

Gleichzeitig wollen wir die arithmetischen Mittel derjenigen Werthe, 
welche 9, qp', 9", . . . und ^, tif\ ip'\ . . , auf dieser neuen einbJaUrigen 
Fläche @^^ längs a und ß besitzen, durch ein vorgesetztes 3R bezeichnen, 
so dass also z. B., zufolge (7.), die Gleichungen stattfinden: 

etc. etc. 

ferner zufolge (8.) auch folgende Gleichungen stattfinden: 
(I.) 2Ry^ ^ 0, 3»V^ = 0, 

3»9;'- 3R<, (IV.) a»ift^^-=^ äRy;, 

etc. etc. ; 

wobei die unterstrichenen Formeln mit (L), (II.), (III.), (IV.), etc. bezeich- 
net sind. 

Auf diese arithmetischen Mittel 3k findet nun der früher bewiesene 
Hülfssatz (6.) pg. 424, weil y, 9', 9", . • • imd ^» V^'i ^"1 • • • auf (S^^^ ein- 
deutig imd stetig, und innerhalb @^^ harmonisch sind, unmittelbare An- 
wendung; wobei die Fläche @^^ beständig in ihrer neuen einblättrigen 
Gestalt zu denken ist. Bezeichnet man nämlich die Formeln (C.) respec- 
tive mit (0.), (¥.), (0'.), (H''.), etc., so kann man folgendermassen räson- 
niren: 

Nach (I.) ist in 9^ » 0. Hieraus aber und aus der Formel (0.) folgt 
nach jenem Hülfssatz, dass 3kq>ß ebenfalls =» ist. Demgemäss ist nach 
(II.) auch 3JltlfJ » 0. Hieraus aber und aus (V.) folgt nach jenem Hülfs- 
satz, dass 3R'ip„' ebenfalls »> ist. Demgemäss ist nach (III.) auch 
gRqp^" = 0. Hieraus aber und aus (0.") folgt, dass TltpJ' ebenfalls = 
ist. Demgemäss ist nach (IV.) auch fßltpj" «= 0. ü. s. w. ü. s. w. 

In solcher Weise findet man, dass in den unterstrichenen Formeln (E.) 
die 9R*s durchweg = sind. Und in ähnlicher Weise ergiebt sich, dass 
Gleiches auch gilt für die 9R's der nicht unterstrichenen Formeln. Man 
findet also allgemein: 
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also nacb (D.) anchi 
(G.) aR o>„w — , W »^("1 = . 

Dos arithmetische Mittel der läoga a vorhandeneD Werthe tod 
«'*' venchwindet also; uod bieram folgt sofort, dasa miodestena einer Ton 
diesen Wertheo = iat D. b. w. Q. e. d. 

Nach CoBststirung der Foriuelii (14.) betrachten wir jetzt die 
(vielleicht divergirende) Reihe: 

(15.) - (,p- - 9) + (9"- 9') ... + (»l-+« - yW) + . . . in inf. 

Die einzelaeii Glieder (qo' — tp), {(p" — 9)'), . . . aind nach (6.) lauter 
ü's, also lauter Fuudamentalfuuctionen der Fläche 9, mitbiu auf 
81 eindeutig, stetig und innerhalb 9 harmonisch. Was femer die 
Werthe des allgemeinen Gliedes 9'"+!'— qo*"' am Rande a der Fläche 
8t betrifft, so ergiebt sich nach (8.) und (7.): 

m„(" + *) — OBo'"' *= l(*o^"' — 9'«'"' ^ <fn'"', 

also nach (14.): 

Max aba (9„t-+" - g.„'"') ^ A (V^)""' , 
wo A und X Constanten sind, und x < 1 ist. Zufolge des allge- 
meinen ConTergenztheorems [pg. 435] ist daher die Reihe <t> conver- 
gent, und <!> selber eine Fundamentalfunclion der Fläche S(. Jenes 
4> läsat sich aber, nachdem seine Convei^enz constatirt ist, offenbar 
auch so schreiben: 

* - lim._. [(»■ _ v) + (y- -,')... + (yC+'l - y«)], 
d. i. ^ lini,= x [—91+ 91'"+''], oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt: 
(16.) = _ y + lim,= , <ff*K 

Analoge Betrachtungen sind, wie leicht zu übersehen, anatell- 
bar hinsichtlich der Functionen 4*; ^'> i>"t • ■ ■ '1 ^^ <1^^ '»'^ ^1^ 
zu folgendem Resultat gelangt: Wird 
(17.) * = — V + lim,=» gs*"' und V = ~ ^f. + lim,=„ V^-> 

gesetzt, so repräsentirt <t> eine jfun(2amen/a2/ünc/u»» rfcr Fläche %, 
anderersäis V ^n« f^tuIamentoZ/uncft«» der Fläche 99 . 
Setzt man jetzt 

( für alle Punkte der Fläche 8t: Q = <t> + 9», 
^^^■^ iandererseitsfOr alle Punkte von SB: fl = T + *, 

so sind die so definirten beiden Functionen Q auf dem Deckungs- 
gebiet @„^ anter einander identisch, wie sich leicht zeigen lässt 



(19.) 
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Mit Rücksicht aaf (17.) ist Dämlich 

I auf 91: Q =- iim^=aD «P^*' • 

(andererseits auf S3: Q =» liin^_gjj ^^"^ . 

Auf dem Qebiet @^^ ist daher die Differenz der beiden Functionen Q 

=» lim^_^ (9("> - ^^% d. i. - lim,_. <ü^-\ 

also => 0, wie sich, auf Grund der Formeln (14.), durch Benutzung des 
Gonyergenz-Theorems [(16.) pg. 436] sofort ergiebt Q, e, d. 

Solches constatirt, ist also jetzt auf der ganzen Fläche 91 nur 
eine einzige Function Q ausgebreitet; und diese ist definirt durch die 
Formeln (18.), die mit Bücksicht auf (5.) auch so darstellbar sind: 

auf «: Q = + -F* — U^*^% 
auf 85: Q = Y. 



{: 



Nun ist <i>, nach (17.), eine FundamenUüfunction der Fläche S(. Glei- 
ches gilt aber auch von U"*^*, und, abgesehen von den Unstetig- 
keitsstellen der Function F*, auch von F* selber. Andererseits 
ist, nach (17.), V eine Fundamentalfunctian der Fläche 83. Und mit 
Rücksicht auf diese Eigenschafken von O, ü"»^*, F* und Y, folgt 
aus (19.) sofort, dass die Function Q, abgesehen von den Unstetig- 
keitsstellen von F*, auf 91 eindeutig, stetig und harmonisch ist, und 
dass ferner innerhalb Sl die genannten drei Eigenschaften der Dif- 
ferenz Q — F* anhaften. Demgemäss repräsentirt also Q die Lösung 
der gestellten Aufgabe (4.). — Man gelangt also zu folgendem 

Satz. — Auf einer Biemann'schef^ Kugelfläche 91 sei irgend eine 
Normalcalotte % abgegrenzt. Femer repi'äsentire f*{B) eifie nur auf 
Sl gegAene monogene Function, die innerhalb Sl irgend welche Unstetig' 
keitsstdlen besitzt, hiervon abgesehen aber auf % eindeutig und stetig 
ist. Endlich sei der reelle Theil von f*(z) mit F* bezeichnet: 

(20.) F* = Rth f*{z). 

Alsdann wird man stets eine reelle Function Q = Q(ir, y) zu con- 
struiren im Stande sein, von solcher Beschaffenheit, dass Q, abgesehen 
von jenen Unstetigkeitsstellen der Function F*, auf 9i eindeutig, 
stetig und harmonisch ist, femer von solcher Beschaffenheit, dass 
die genannten drei Eigenschaften innerhalb Ä der Differenz Q — F* 
anhaften. 
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§8. 

Ueber die ConBtrnirbarkeit monogener Functionen mit 
vorgeschriebenen Unstetigkeiten. 

Nimmt man insbesondere für f*{si) eine Function, deren Un- 
Stetigkeit innerhalb % auf irgend ein Linienelement l sich beschrankt, 
und vertauscht man zugleich die Buchstaben Ä, -F*, Q respective 
mit %y U*, U, so gewinnt der vorhergehende Satz folgende Gestalt: 

Satz. — Auf einer Biemann'schen Kugelfläche fR sei irgend eine 
NormalcäloUe % abgegrenzt Femer repräsentire 

(A.) f*{e) =ü* + i V* 

eine nur auf % gegä>ene Function^ die in irgend einem innerhalb 
Z liegenden Linienelement l unstetig, sonst aber auf % eindeutig 
und stetig ist 

Alsdann wird stets eine reelle Function 

construirbar sein, von solcher Beschaffenheit, dass U, abgesehen von l, 
auf 91 eindeutig^ stetig und harmonisch ist, femer von solcher 
Beschaffenheit, dass diese drei Eigenschaften innerhalb % der Dif- 
ferenz U — ü* anhaften. 

NB. Das gegebene Linienelement l Jcann beliebig Jcurz, also z. B. 
auch ein Punkt sein. 

Wir wollen jetzt die Function U als wirklich construirt be- 
trachten, und eine neue Function V zu bilden suchen, der Art., dass 
U -\- iV eine monogene Function- von z ist. Dabei wird Gebrauch 
zu machen sein theils von den Flächen 91, ^abey Stade/, ^abdmj theils 
von den Flächen % und %i. 

Wie gewöhnlich [vgl. die Bemerkung pg. 186] boII Iü^^ diejenige ein- 
fach zusammenhängende Fläche sein, in welche 91 dnrch die bekannten Rie> 
mann'Kchen Schnitte a^, h^, c^ übergeht. Dabei sollen aber diese Schnitte 

der Art construirt gedacht werden, dass die gegebene Calotte % von ihnen 
völlig verschont bleibt. Femer soll 9l^,^„j diejenige, ebenfalls einfadi su- 

sammenhängende Fläche sein, in welche 9t^^ durch zwei Schnitte 2, m über- 
geht, von denen der erstere längs der gegebenen Linie / fortläuft, während 
der letztere eine Fortsetzung des erstem bis zum Rande von ^^^ vorsielli, 
[ebenso wie frOher, pg. 221]. 

Endlich sollen Sl^^, und %^ diejenigen Flächen sein, in welche 3t^ 

und % dnrch einen einzigen längs l ausgeführten Schnitt sich verwandeln. 

Bei den folgenden, etwas complicirten Betrachtungen sind nun, 

was die Eigenschaften der gegebenen Function f*(z) = U* + tP 
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und der construirien Function U betrifft, namentlich drei Punkte 

im Auge zu behalten. 
(1.) Erstens: Die monogene Function f*{z) — f7* + iF* ist^ mU 

Ausnahme von l, auf % eindeutig und stetig. 
(2.) Zweitens: Die reelle Function U ist, mit Ausnahme von l, auf 

der ganzen Fläche 9i, mithin 0, B. auch aufSiabam eindeutig, stetig 

und harmonisch. 
(3.) Drittens: Die Differenz U— ü* ist innerhalb % ausnahmslos 

eindeutig, stetig und harmonisch, 

Markirt man jetzt innerhalb %i irgend zwei Punkte g^ und b, 

so ist die Differenz der zugehörigen Werthe F*, nach (1.) darstell- 
bar durch die Formel: 

d. i durch die Formel: 

(4.) F._r.._/(^.,_^^.«), m, 

die Integration von z^ und z jedesmal hinerstreckt gedacht über 
eine innerhalb %i liegende CurvO; wie solches angedeutet ist durch 
das beigesetzte ]%i\. Nimmt man also z. B. für die Integrations- 
curYe irgend eine innerhalb %' um { herum und in sich zurück- 
laufende Gurre r, so erhält man: 

Andererseits aber folgt aus (3.), unter Anwendung eines früheren 
Satzes [(8.) pg. 391], sofort: 

also, falls man diese Formel zur vorhergehenden addirt: 

Der soeben citirte Satz [pg. 391] ist aber auch auf U selber 
anwendbar. Die Fläche S^atcim ist nämlich einfach zusammenhängend, 
und zerfällt also durch jedweden Rückkehrschnitt 6 in zwei ge- 
trennte Stücke, von denen eines blos von 6 selber begrenzt ist. 
Die Anwendung jenes Satzes auf dieses Stück liefert daher, falls 
man die in (2.) angegebenen Eigenschaften von U beachtet, die 
Formel: 
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Diese Formel iat also gültig für jedwede innerhalb. Statc^n liegende 
gescbloBsene Curve 0; wie solches angedeutet sein soll darcli das 
beigesetzte [9taMa]- 

Jetzt fahren wir eine neae Function V ein, indem wir setzen: 

wo c irgend ein fester Pnnkt aeiu soll. Alsdann ist offenbar 
g— ^ — ,- - und -^ = - - j mithin U -\- iV eine monogene tunc- 
tiun von e ^ X -\- iy. Ferner ergiebt sich aus (2,) und (6.), dass 
Y innerhalb ^HgiKim eindeutig und stetig, und in den Curven a,, 6„ 
c,, «1 mit Constanten Differenzen behaftet ist. Diese Differenzen 
sind Qbrigens in den Curven e. durchweg ^ 0, wie man leicht 
übersieht [vgl. die Betrachtungen auf pg. 216]. Und die Differenz 
in der Curve m ist ebenfalls = 0, zufolge (5.). Demgemäss besitzt 
also V die Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit nicht nur 
•- innerhalb 'Siatam, sondern auch innerhalb 9taM- Und das Binom 
U -\- iV repräsentirt daher eine monogene Function von e, die mner- 
(S.) halb %u.i eindeutig und stetig, überdies aber in den Curven a,, 6. mit 
constavien rein imaginären Differenzen behaftet ist. Es bleibt noch 
übrig, das Verhalten dieser Function in der Linie l, oder allgemeiner 
auf der Calotte % zu untersuchen; wobei zunächst bemerkt sein 
m^, dass in der Formel (7.) statt [^aecmi] auch [%m\ geschrieben 
werden darf, weil V in den Curven c, und m keine Differenzen also 
keine Stetigkeitsunterbrechuugen darbietet. Jene Formel (7.) ist mit 
hin ersetzbar durch die etwas einfachere: 

(9.) ^-/{"•'y-'^''^). t«-i- 

Nach (3.) ist nun U — U* innerhalb X eindeutig, stetig nnd 
harmonisch. Gleiches aber gilt daselbst auch von V — V*. Markirt 
man nämlich innerhalb %, zwei Punkte g,, und z, so ist die Differenz 
der zugehörigen Werthe V* darstellbar durch die Formel (4.): 

andererseits aber die Differenz der zugehörigen Werthe V, zufolge 
(9.), darstellbar durch die analoge Formel: 
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»0 

die Integration jedesmal hinerstreckt über eine von Zq nach z 
gehende und innerhalb %i bleibende Curve. Durch Subtraction der 
beiden letzten Formeln folgt: 

(10.) V- V*^V,- V* +f(^-^^ dy - '-^^ä.), m. 

Nach (3.) ist aber TJ — Z7* innerhalb 3^ ausnahmslos eindeutig, 
stetig und harmonisch. Somit folgt aus (10.), dass V — V* inner- 
halb % ausnahmslos eindeutig und stetig ist. Und demgemäss tvird 
also innerhalb % auch 

(11.) {U + iV) — {ü* + iV*) 

ausnahmslos eindeutig und stetig sein. Dies Ergebniss mit dem 
früheren Resultat (8.) zusammengefasst, gelangt man zu folgendem 
Theorem. — Auf einer Biemann' sehen Kugelfläche 91 sei ein 
Liniensegment l gegeben, welches beliebig kurz, also z, B. auch ein 
Punkt sein kann. Jedenfalls aber sei l von solcher Lage und Grösse, 
dctös auf 91 eine Normakalotte % angebbar ist, innerhalb deren l 
sich befindet. Ferner bezeichne f*{z) eine blos auf % gegebene mono- 
gene Function, die in l unstetig, sonst aber auf % eindeutig und stetig 
ist — Alsdann wird stets eine monogene Function f{z) von folgenden 
Eigenschaften construirbar sein: 

I. f{z) ist, mit Ausnahme von l, a^, 6x (x = 1, 2, • • -2?), auf dt 
eindeutig und stetig. 

II. f{z) ist im Bereich von l durch die Formel 

f(ß}) = /•* (0) + [eindeut. stet. Funct.] 

darstellbar, überdies aber in den Curven a^, bx mit constanten rein 
imaginären Differenzen behaftet. 

Etwas einfacher gestaltet sich der Satz, wenn l ein Ptmkt ist. 
Denkt man sich z. B. auf 9{ irgend einen Punkt c markirt, das 
Bereich desselben mit ]l{c,z), respective Sl(y, f) bezeichnet; und 

''«-^^ 

gesetzt; wo N irgend eine positive ganze Zahl sein soll; so ist offen- 
bar stets eine Normakalotte angebbar^ innerhalb deren c sich befindet 
Denn man erhält eine derartige Calotte einfach dadurch; dass man 
den Band des Bereiches Vi(c,z) in geeigneter Weise determinirt. 

NeumanD, Abel' sehe Integrale. 2. Aufl. oO 
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Man darf somit im vorhergehenden Theorem für l den Punkt c^ 
und für f*(ß) die soeben genannte Function nehmen, und gelangt 
so zu folgendem 

Satz. — Marhirt man auf einer Rietnann' sehen Kngelflüclw SR 

irgend einen Ptmht c, bezeichnet man ferner das Bereich dieses PunkUts 

(C.) mit U(c, jsf), respective Stfy, S); ^^^^ versteht man ausserdem unter N 

eine beliebig gegebene Zahl aus der Reihe 1,2, 3, . . ., so wird stets 

eine monogene Function f\z) von folgenden Eigenschaften construirbar sein : 

I. Sie ist, mit Ausnahme des Punktes c und der Linien a^, 6«, 
auf 9i eindeutig und stetig, 

IT. Sie ist im Bereich des Punktes c durch die Formel 

f(z) = üT + [eind. stet. Funct.] 

darstellbar^ daselbst also mit einem Pol N^' Ordnung behaftet-^ umi sie 
besitzt überdies in den Linien a^f bx constante rein imaginäre 
Differenzen. 

§9. 
Beweis der lUeniann'schen Ezistenztheoreme. 

Bezeichnet SR eine Riemann'sche Kugelfläche, und c irgend einen 
auf SR markirten Punkt, so wird sofort eine Function r{z) angebbar 
sein, die im Bereich von c eindeutig und stetig ist, und die über- 
dies in diesem Bereich keinen Nullpunkt hat, ausser einem in c selber 
(1.) befindlichen Ntdlpunkt erster Ordnung. Auch übersieht man sofort, 
dass die Function r(z) durch diese Anforderungen noch keineswegs 
bestimmt ist, dass also unendlich viele derartige Functionen r{£) 
existiren. Sind r(z) und r\z) irgend zwei derselben, so wird der 
Quotient 

eine Function sein, die im Bereich von c ausnahmslos eindeidig, 
stetig und nichtverschwindend ist. 

Ich habe hier die Bezeichnung r oder r(z) genau in demselben 
Sinne gebraucht, wie es von Riemann geschehen ist [vgl. die Be- 
merkung pg. 200]. 

Dies vorangeschickt, mag nun, ebenso wie in (B.) pg. 465, auf 
SR irgend ein Liniensegment l von solcher Lage und Grösse gegeben 
sein, dass eine Normalcalotte % angebbar ist, innerhalb deren / 
sich befindet. Diese Calotte % kann mittelst der Substitution 



(3-) -:_'=$"• 
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in eine in der J;- Ebene liegende einbläUrige Kreisfläche verwandelt wer- 
den. Dabei bezeichnet m die Blätteranzahl von %, ferner c den 
Windungspunkt von Z (oder, falls w = 1 , einen beliebigen Punkt 
innerhalb %), endlich c' den in Bezug auf die Randcurve der Galotte 
zu c conjugirten Punkt. Bei dieser Umwandlang wird das innerhalb 
der CaloUe % befindliche Liniensegment l, dessen Endpunkte c^, c^ 
sein mögen, in ein innerhalb der Kreisfläche liegendes Liniensegment 
k übergehen, dessen Endpunkte y^y y^ heissen mögen. 
Die Function 

(4.) ^ 9>(s) = [-:-;: 

ist alsdann auf jener Kreisfläche, mithin auch auf % selber regulär^ 
und daselbst nur mit einem Pol und ebenso nur mit einem Null- 
punkt behaftet. Ersterer liegt in y^ respective c^, letzterer in y^ 
oder C2, und beide sind erster Ordnung. Definirt man also jetzt 
eine neue Function f*{z) mittelst der Formel 

(5-) f ^^)=J -^ÖT' 

Co 

so wird dieselbe, bei geeigneter Einschränkung der Integrations- 
curve, auf X, abgesehen von Z, eindeutig und stetig, in l mit der 
(6.) Constanten Differenz 2ni behaflet, und in den Bereichen der Punkte 
Cj^ und C2 respective durch die Formeln 

f*(0) = — log (g — yi) -|- [eind. stet. Funct.], 
^^'^ f*(/) = + log (g - ya) -f [eind. stet. Funct.] 

darstellbar sein, [wie solches aus dem Satz (F.) pg. 231 sofort folgt]. 
Absichtlich soll auch weiterhin irgend eine specielle Voraussetzung 
über die Lage der Linie l innerhalb % vermieden werden. Ob also 
irgend ein Punkt der Linie l, z. B. einer ihrer Endpunkte C|, c^ 
mit dem Windungspunkt c der Calotte % zusammenfallt, soll völlig in 
suspenso bleiben. Wie dem auch sei, jedenfalls wird die Function 
£ — ?! (zufolge ihrer Definition) im Bereich des Punktes c, ein- 
deutig und stetig sein, und daselbst keinen Nullpunkt haben, ab- 
gesehen von einem in Ci selber liegenden Nullpunkt erster Ordnung. 
Genau dieselben Eigenschaften besitzt aber nach (1.) auch r^iz), 
falls man nämlich unter ri(z) irgend eine beliebige unter den dem 
Punkte Cj zugehörigen Functionen r{z) versteht. Demgemäss ist also 

WO JEi{z) eine Function vorstellt, die im Bereich von c^ eindeutig, 

80* 
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stetig vind niditversiAmndend ist Setzt man also dieser Formel eat- 
spreclieDd 

log C£ - n) - log r,(5) + log E,(z), 
so werden sich dabei die Logarithmen in solcher Weise festsetzen 
lassen, dass log (£ — y,) mit dem in (7.) vorhandenen Logarithmus 
iäentisch, und dass gleichzeitig log E^(j!) im Bereich von c, ändetüig 
und stetig ist Solches ausgeführt gedacht, ist also: 

log (£ — y,) = log r,(«) + [eind. stet. Fnnet.]. 
In analoger Weise erhält man offenbar: 

log (£ — ya) -= log fjC«) + [eind. stet. Funct.]; 
und deragemäss kann man also die in (6.), (7.) gegebene Charak- 
teristik der Function f*{B) gegenwärtig auch so aussprechen: 

Die Function f*{z) ist, abgesehen von der Linie l, auf der 
Calotte % eindeutig und stetig. Sie ist längs der von c, nach c, 
laufenden Linie l mit der constanten Differenz 2ni behaft«t: 
(8.) längs!; f>(J) - /'(f) - 2«. 

Und sie ist endlich in den Bereichen der Funkte Cj und c, respec- 
tive durch die Formeln daratellbar: 

f*{B) = — log r,(e) + [eind. stet Funct], 

^ '' f{e) 1- log r,(?) + [eind. stet Funct]. 

Auf diese Function f*{e) ist somit das Theorem (B.) pg. 465 
ohne Weiteres anwendbar, ebenso auch auf die Function Cf*{i), 
falls nämlich C irgend welche Gonstante vorstellt. Man gelangt 
daher zu folgendem Resultat: 

Satz. — Auf einer Miemann'sdien Kugelfläche 91 sei ein Linien- 
Segment l mit den Endpunkten c,, Cj gegä>en von solcher Lage und 
/ry\ Grösse, dass avf ffl irgend eine Normalcalotle angäAar ist, innerhalb 
deren l sich befindet, üeberdies sei gegeben eine belidnge Constante C. 
Alsdann unrd stets eine monogene Function f(z) von folgenden Eigen- 
schaften construirlMir sein: 

L Sie ist, mit Ausnahme der Linien l und ug, bx, auf 9t etn- 
deutig und stetig. 

II. Sie ist in den Bereichen der Punkte Cj und c^ respecHve dur<^ 
die Formeln 

f(g) Clog r,(«) + [eind. stet. Funct.], 

f(z) = + C log r,(«) + [eind. stet. Funct] 
darsteUiar, und gleicheeitig in der von e, »adi c^ laufenden Linie I 
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mit der constanten Differenz C . 2ni behaftet Ueberdies besitzt sie 
in den Curven a^, 6x constante rein imaginäre Differenzen. 

Dabei bezeichnen r^{e) und r^(z) die den Funkten c^ und c^ zu- 
gehörigen Biemann' sehen Functionen r(z); [vgl. (1.) pg. 466]. 

Stillschweigend haben wir bis jetzt stets vorausgesetzt , das 
Linienelement l solle die Curven a«; bx weder schneiden noch be- 
rühren. Man übersieht aber leicht , dass die gefundenen Sätze fast 
genau in gleicher Weise auch dann noch ableitbar sind, wenn l 
seiner ganzen Länge nach in eine jener Curven hineinfällt. Man 
erhält alsdann z. B. au Stelle des letzten Satzes, indem man gleich- 
zeitig für C die Constante -r — r eintreten lässt, folgenden Satz: 

Satz. — Irgend eine der 2p Curven ax, bx möge mit s bezeichnet, 
und diese Curve s durch zwei Punkte c^ und c^ in zwei Theile l und 
(s — l) zerlegt sein, und zwar in solcher Weise, dass auf SR irgend eine 
,-|j,N Normalccdotte angdbar ist, innerhalb deren l sich befindet. Gleich- 
zeitig mögen jene Theilptmkte in solcher ÄuswaJd mit c^, Cg bezeichnet 
sein, dass die Richtung q c^ des Segmentes l zusammenfällt mit der 
jRichtung von s selber. Alsdann wird stets eine monogene Function f{z) 
von folgenden Eigenschaften construirbar sein: 

I. Sie ist, mit Ausnahme der 2p Curven ax, &x; cL^f SR ein- 
deutig und stetig, 

IL Sie ist in den Bereichen der Funkte c^ und c^ respective durch 
die Formeln: 

f{z) «= — -s — r log r^ {z) + [eind. stet. Funct.] , 

f{z) = + ö— - log r^{z) + [eind. stet. Funct.]. 

darstellbar. Sie besitzt femer in sämmÜichen Curven ax, bx, jedoch in 

* s nur längs des Theiles {s — l) constante rein imaginäre Differenzen, 

längs l hingegen eine Differenz, die um 1 grösser ist als die längs {$ — l). 

Bezeichnet man also die Differenz längs {s — {) etwa mit iA, 
wo A eine reelle Constante vorstellt, so wird die Differenz längs l 
den Werth 1 + iA haben. 

Aus den beiden letzten Sätzen sind jetzt weitere Consequenzen 
zu ziehen, zunächst aus dem Satze (D.). Sind auf SR zwei ganz be- 
liänge Punkte c^, c^ markirt, und denkt man sich die 2p Curven 
ajif bx der Art eingerichtet, dass keiner der beiden Punkte hart an 
einer dieser Curven liegt, so wird man stets auf 9i von q nach c^ 
eine die Curven ax, bx vermeidende Linie L ziehen können. Hier- 
auf aber wird man L in einzelne Segmente l zerlegen können, deren 
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jedes der in (D.) gestellten Anforderung entspricht. Denkt tubjc^ 
sich nun für ^edes solches Segment l die im Satze (D.) angegebei> 
Function f{ß) construirt^ und die Summe alF dieser Functionen /^ 
mit F{0) bezeichnet, so gelangt man [die in (D.) auftretende Con- 
stante (7=1 gesetzt] zu folgendem Resultat: 

Satz. — Sind auf SR irgend fswei Punkte c^, c^ markirt, femer 

die Cnrven a^j K so eingerichtet, dass jene Punkte von diesen Curven 

.„ . durch irgend welche Ztmscfienräume getrennt sind, und ist endlidi rcn 

'^ Cj nach Cg auf ?R irgend eine die Curven ax, &x vermeidende Linie L 

geisogen, so wird stets eine monogene Function F(js) von folgenden 

Eigenschaften construirbar sein: 

I. Sie ist, abgesehen von den Linien l, a^, bx, auf^ überall ein- 
deutig und stetig, 

II. Sie ist in den Bereichen der Punkte c^, c^ respecHve durdi 

die Formeln 

F(/) = — log r^iii) + [eind. stet. Funct.], 

F{£i) = + log r^(z) + [eind. stet. Funct.] 

darstellbar, und gleichzeitig in . der von c^ nach c^ gehenden Linie L 
mit der constanten Differenz 2ni behaftet Ueberdies besitzt sie in den 
Curven ax, bx constante rein imaginäre Differenzen. 

In ganz analoger Weise führt endlich der Satz (E.), falls man 
die dortige Curve s ebenfalls in einzelne hinreichend kleine Segment« 
l zerlegt, für jedes solches Segment / die zugehörige Function f(g) 
construirt, und die Summe air dieser Functionen f(z) mit F(z) be- 
zeichnet, zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeichnet man irgend eine der Curven ax, bx mit s, so 
(G.) wird stets eine monogene Function F(z) von folgenden Eigenschaften 
construirbar sein: 

I. Sie ist, mit Ausnahme der Curven ax, bx, auf SR überaU ein- 
deutig und stetig. 

IL Sie ist in den Curven ax, bx mit constanten Differenzen be- 
haftet^ und zwar ist der reelle Theil der längs s vorhandenen Differenz 
= 1; während die reellen TJieile der Differenzen für die übrigen 
Curven ax, bx durchweg ■== sind. 

Durch Superposition mehrerer derartiger Functionen F{z) ge- 
langt man alsdann sofort zu folgendem allgemeinem Satz: 
/■g\ Satz, — Es wird stets eine monogene Function (t>{z) von folgen- 

den Eigenschaften construirbar sein: 

L Sie ist, mit Ausnahme der 2p Curven ax, bx, auf 91 überaU 
eindeutig und stetig. 
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IL Sie ist in den Curven a», &x ^it constanten Differenzen be- 
haftety deren reelle Theile beliebig vorgeschriebene WertJie besitzen. 

Dieser Satz (H.) ist aber nichts Anderes als das erste Existenz- 
theorem pg. 238. Ferner ergiebt sich, durch Combiuation dieses 
Satzes (H.) mit dem früheren Satz (0.) pg. 466, die Richtigkeit des 
mveiten Existenztheorems pg. 239. Combinirt man endlich den Satz 
(BL) mit (F.), und beachtet man dabei die hinsichtlich der Func- 
tionen r(z) auf pg. 466 gemachten Bemerkungen, so erhält man den 
Beweis für die Richtigkeit des dritten Eodstenztheorems pg. 239, 
wenigstens innerhalb desjenigen Spielraumes, in welchem dieses 
Theorem bei den Untersuchungen des vorliegenden Werkes in An- 
wendung gebracht ist. 

Den genannten Existenztheoremen stehen gewisse Unitätstheoreme 
zur Seite. Ich habe mich im gegenwärtigen Capitel auf den Beweis 
der erstem beschränken können. Denn die letztem sind bereits 
früher absolvirt worden, durch die Sätze (1.), (2.), (3.) pg. 236. 



472 BezeicfanoDgen and Abbreviataren. 

Die in diesem Werk benutzten Bezeichnungen 

und Abbreviaturen. 

Da es mir aus Erfahrung bekannt ist, wie schwer es oft wird, siel 
Sprachgebranch eines Autors zurechtzufinden, so benutze ich diese letzte 
Seite, um den Leser über die von mir benutzten Bezeichnungen und Abbrevia- 
turen zu Orientiren. 

L Punkte. — Windungspunkte, pg. 67—74. 
Das Bereich eines Punktes, pg. 37. 

Das Bereich eines Punktes im ursprünglichen und natürlichen Zustand, pg.94— 97. 
Pole oder polare ünstetigkeitspunkte, pg. 88. 
Niveaupunkte einer regulären Function, pg. 116, 117. 
Simultane Bahnen dieser Niveaupunkte, pg. 292 (dritte Zeile). 
Conjug^rte Punkte, pg. 427. 

II. Linien nnd Sehnitte. — Uebergangslinien, pg. 68, 69, 84. 
Querschnitte und Bückkehrschnitte, pg. 148, 149. 
Sigmaförmiger Querschnitt, pg. 148. 
Ströme, pg. 173. 

Die Biemann'schen Schnitte oder Ströme a, 5, c, pg. 175 — 185. 
Simultane Bahnen der Niyeaupunkte, pg. 292 (dritte Zeile). 

HL Flächen. — Positive ümlaufung einer Fläche, pg. 3 und pg. 55. 
Horizontal ebene und Antipodenebene, pg. 52, 53, etc. 
Windungsfläche, pg. 67—74. 
Ordnung der Windungsflftche, pg. 69. 
Elementarfläche, pg. 146. 
Einfach zusammenhängende Fläche^ pg. 146. 
Mehrfach zusammenhängende Fläche, pg. 159 (zweite Bemerkung). 
Punktirte Fläche, pg. 150. 

Grundzahl einer Fläche oder eines Flächensystems, pg. 152, 168 und 185. 
Normalcalotte und Normalaone, pg. 426. 
Abschnittförmige und gürtelförmige Verschmelzung zweier Flächen, pg. 447. 

IV. Fnnetionen. — Functionen vom Charakter E^ pg. 37. 
Die Ordnungszahlen einer Function, pg. 40 und 102. 
Reguläre Functionen, pg. 117. 

Reguläre Functionen g^' Ordnung, pg. 117. 

Harmonisch, pg. 890. 

Fundamentalfunctionen, pg. 396. 

Unterscheidung von auf und innerTudb, pg. 393 (Bemerkung). 

V. Zeichen. — Das Congruenzzeichen = und das neue Zeichen =p haben 
die auf pg. 830 und pg. 837 (Note) angegebenen Bedeutungen. 
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